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PREFACIO 


En el fundamento de este libro se han puesto las conferencias 
dictadas por los autores en la Universidad Estatal de Moscú M. V. Lo- 
monósov durante toda una serie de años. 

Al igual que en los tomos 1. 2. los autores aspiraban a hacer la 
exposición más sistemática y subrayar los teoremas y conceptos 
más importantes. 

Además del material previsto por el programa, el libro contiene 
una serie de cuestiones adicionales que juegan un papel de impor¬ 
tancia en diferentes apartados de las matemáticas modernas y de la 
física (teoría de la medida y la integral de Lebesgue, teoría de los 
espacios de Ililberl y de operadores nuloconjugados lineales, teoría 
de las formas diferencíalas en los espacios euciídcos u otros). Algunos 
apartados están trotados con mayor generalidad y para las restriccio¬ 
nes más débiles que las usuales. Entro ellas pueden mencionarse, por 
ejemplo, las condiciones de la diferenciación término a término y de 
integración término a término de las sucesiones funcionales y de las 
series, el teorema sobre el cambio de las variables en una integral 
múltiple, fórmulas de Groen y do Stokes. las condiciones necesarias 
de integrabilidnd de una función acotada según Miemanri y según 
Lebesgue. 

Lo mismo que en los tomos 1, 2, aquí se examinan una serio de 
problomas relacionados con las matemáticas do cálculo. Esto se 
refiere en primer lugar al complemento al capítulo 2 sobre el cálculo 
aproximado de las integrales múltiples y un Anexo especial sobre el 
cálculo de los valores de las funciones según los coeficientes de l'ourior 
aproximadamente definidos (método de vegulamación de A. N. Tí- 
jonov). 

El material de aste libro abarca, junto con los tomos 1, 2, todo 
el curso universitario del análisis matemático. 

Acentuemos también que al leer este libro, los capítulos 8 «Medida 
e integral de Lebesgue», capítulo 11 «Espacio de Hilbert» y todos 
los complementos pueden omitirse sin perjudicar la comprensión 
del texto restante de la obra. 

Los autores de este libro expresan su profunda gratitud a 
A. N. Tíjonov y A. G. Svéshnikov por muchos consejos valiosos 
y observaciones, a Sh. A. Alímov, cuyo trabajo con el libro 
sale de los margenas de su preparación para la impresión, a 
L. D. Kudriávtsev y S. A. Lómov, por un gran número de observa¬ 
ciones críticas de valor, a P. S. Modénov y Ya. M. Zhilcíkiri 
quien han prestado los materiales concernientes a la teoría del campo 
y a los métodos aproximados de cálenlos de las integrales múltiples. 

V. Iltn, E. Pusnlak 



Capítulo 1 

SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES 


En el presente capítulo se estudiarán sucesiones y series cuyos tér¬ 
minos no son números, sino funciones definidas sobre un conjunto 
fijo. Las sucesiones y series de esta índole son de amplio uso en la 
práctica de representar las funciones y calcularlas de un modo 
aproximado. 


§ 1. Convergencia uniforme 

1. Concepto de sucesión funcional y de serie funcional. Siendo 
dado un conjunto fijo {i J '), si a todo número n de una serie natural de 
números 1, 2, .... n, . . se le pone en correspondencia, de acuerdo 

con una ley determinada, cierta función /„ ( x ) de)inida sobre el conjunto 
{x}. entonces el conjunto de funciones enumeradas /, (a), / 2 (x), . . 

. . ., / n (x), ... se denominará sucesión funcional. 

Llamemos las funciones separadas /„ (x) términos o elementos 
do la sucesión en consideración, y el conjunto {x}, dominio (o campo) 
de definición de la citada sucesión. 

Para la designación de una sucesión funcional se empleará el 
símbolo {/„ (x)}. 

Se denominará serte funcional la suma formalmente escrita 

'V 

S “»(*)-= «t (•*) + “»(*>+ ... + u„(x)H- (1.1) 

*l»l 

de un número infinito de términos de la sucesión funcional {“.■ (■*■)} 

Los términos u„ (x) de esta sorie representan funciones definidas 
en cierto conjunto {x}. 

El conjunto mencionado (x) se llamará on este caso dominio 
de definición de la serie funcional (1.1) 

La suma de los primeros n términos de la serie (1.1) se denomina, 
al igual que para el caso de una serie numérica, n-ésima suma parcial 
de dicha seno. 

Subrayemos que el estudio de las series funcionales es sumamente 
equivalente al estudio de las sucesiones funcionales, pues a toda serie 


*) Por (i) puede enU'iiderse, en particular, lauto uu conjunto de punto*. 

d" una recta, como también un conjunto de puntos i = (x„ ..i m ) del 

espacio euelídeo F."'. 
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funcional (1.1) lo correspondo unívocamente la sucesión funcional 
S, (x), S t (x). S n (x), . .. (1.2) 

de sus sumas parciales, y viceversa, a cada sucesión funcional (1.2) 
le corresponde unívocamente la serie funcional (1.1) con los términos 
u, (x) = 5, (x), u„ (x) = S n (x) — 5„_, ( x ) 
para n > 2, 

para la cual la sucesión (1.2) es sucesión de sumas parciales. 

Demos a conocer algunos ejemplos de sucesiones funcionales y de 
series funcionales. 

ejemplo 1. Veamos una sucesión de funciones {/„ (x)}, cada 
una de las cuales está definida en el segmento 0 ^ x 1 y tiene 



la forma 


/>. (') = 


(1 — nx) para 0<x<l/«, 
0 para 1/«<*£^1. 


(1-3) 


En la fig. 1.1 so exponen las gráficas de las funciones f ¡ (x), 

/j (i) y U (*)• 

ejemplo 2. A título de ejemplo de una serie funcional examine¬ 
mos la siguiente serie en potencias de x: 


i+S4- 1 +*+-í+-"+í + ~- < 14 > 

*=t 

Notemos que la (n + l)-ésima suma parcial de la serie (1.4) 
difiere del desarrollo de e~ por la fórmula de Maclaurin sólo en la 
magnitud del término residual /?„+i (i). 

2. Convergencia de una sucesión funcional en un punto y sobre 
un conjunto. Supongamos que una sucesión funcional (o una serie) 
está definida sobre el conjunto {x}. Fijemos un punto arbitrario x„, 
perteneciente al conjunto (x), y examinemos lodos los términos de 



S 1 Convergencia uniforme 


II 


la sucesión (o de la serie) en el punto x 0 . Obtendremos en este caso 
una sucesión numérica (o una serie). 

Si la citada sucesión numérica (o la serie) converge, suele decirse 
que la sucesión funcional (o la serie) converge en el punto x D . 

El conjunto de todos los puntos x„, donde converge la sucesión 
funcional dada (o la serie) se denomina dominio de convergencia de 
dicha sucesión (o de la serie). 

En diversos casos concretos el dominio de convergencia puede 
o bien coincidir con el dominio de definición, o bien constituir una 
parte del dominio de definición, 
o bien ser, en general, conjunto 
vacío. 

Más abajo el lector encon¬ 
trará ejemplos correspondientes. 

Supongamos que una sucesión 
funcional {/„ ( x )} tiene a tí¬ 
tulo de su dominio de convergen¬ 
cia el conjunto {x}. Una totali¬ 
dad dolos límites, tomados para 
todos los valores de x del con¬ 
junto (i) forma una función bien 
determinada / (x) que también está definida sobre el conjunto (x) 

Esta función se denomina junción límite de la sucesión </„ (x) ¡ 

De una manera sumamente análoga, si la serie funcional (1,1) 
converge sobre cierto conjunto {x}, sobro dicho conjunto queda 
definida una función 5 (x) que será función límite do la sucesión 
de sus sumas parciales y se llamará suma do la citada serie. 

La sucesión (1.3) del ejemplo 1 examinado más arriba converge 
en lodo el segmento *1 x ^ 1. 

En efecto, /„ (0) = 1 para todos los números n, es decir, en e¡ 
punto x «= 0 la sucesión (1.3) converge hacia la unidad. 

En cambio, si fijamos cualquier x del somiseginento oblenid' 
todas las funciones /„ (x), a partir desde cierto número 
(dependiente, por supuesto, de x) serán iguales a cero. Por consi 
guíente, en cualquier punto x del semisegmer.to 0 < x 1 la suco 
sión (1.3) converge hacia cero. 

Así pues, la sucesión (1.3) converge en todo el segmento 0 sf- 
< x < 1 hacia la función límite f (x) que tione por expresión 


1 


Fig. 1.2. 


/<*>- 


1 para x = 0 
0 para 0<X<1. 


La gráfica de esta función límite va expresada en la fig. 1 .2 
Destaquemos que esta función no es continua sobre el segment- 1 
0 sS x < 1 (sufre discontinuidad en el punto x = 0). 

Analicemos ahora la serie funcional (1.4) del ejemplo 2. 



12 


Cap. 1, Sucesiones y series funcional»; 


Esta serie converge en cualquier punto x de la recta infinita y la 
suma de la serie es igual a e*. La demostración puedo encontrarse 
en el cap. 4, v. II (véase ejemplo 3 del p. 1, § 1 del cap. 4) '). 

3. Concepto de convergencia uniforme sobre un conjunto. Supon¬ 
gamos que una sucesión 

/i (*). / 4 (x) . f n (x), . . . (1-5) 

converge sobre el conjunto {x} hacia una función limite / (x). 

Definición 1. Diremos que la sucesión (1.5) converge haría la 
función / (x) uniformemente sobre el conjunto ¡x¡, si para cualquier 
e > 0 puede indicarse tal número N (e.) que con n > A 7 (e) para todo x 
del conjunto (x) se verifica la desigualdad *) 

I/, (x) -/(*) | <e. (1.6) 

observación i. En esta definición resulta muy esencial el hecho 
de que el número iV depende sólo do e y no depende de x. De este 
modo, para cualquier c > 0 existe un númoro universal A 7 (k), 
a partir del cual la desigualdad (1.6) queda válida simultáneamente 
para todos los x del conjunto {x}. 

observación 2 l.a convergencia de la sucesión {/„ (x)} sobre el 
conjunto {x} no predetermina en absoluto su convergencia uniforme 
sobre el conjunto aducido. Así. por ejemplo, la sucesión (1.3) del 
ejemplo 1 analizado más arriba converge en todo el segmento 10, 11 
(lo que se ha establecido anteriormente). 

Demostremos que dicha sucesión no converge uniformemente en 
el segmento 10, 11- Veamos una sucesión do puntos x„ = ~ln = 

= 1,2,...) perteneciente al segmento [0, 11. En cada uno de 
estos puntos (es decir, para cada número n) se verifican las correla¬ 
ciones /„ (x„) = 1/2, 1 (x„) = 0. De este modo, para cualquier 
número n tenemos 

I fn (*n) - / (*n) I = 1/2, 

es decir, cuando e ^ 1/2, la desigualdad (1.6) no puede ser satisfecha 
simultáneamente para todos los puntos x del segmento 10, 11, cual¬ 
quiera que sea el número n. 

observación 3- Indiquemos que la convergencia, uniforme sobre 
el conjunto {x}, de una sucesión funcional {/„ (x)} hacia la función 
/ (x) es equivalente a la convergencia de una sucesión numérica 

*i Además, esta demostración se deduce directamente de la fórmula de 
Maclaurin para e*, y de que el término residual en dicha fórmula tiende 
hacia cero para todo x. 

2 ) Si entendemos por (r) un conjunto de puntos x — (*,, . . ., * m ) del es¬ 
pacio E m . obtendremos definición de la convergencia uniforme para la suce¬ 
sión l„ (i) = /„ (z,, x 2 , . . ., x m ) de funciones do m variables. 
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{e„}, cuyos términos e„ representan cotas superiores exactas de la 
función |/„ (x) — / (a-) 1 sobre el conjunto (x). 

observación * De la Definición 1 se deduce inmediatamente 
que si una sucesión {/„ (x)} es uniformemente convergente hacia 
/ (x) sobre todo el conjunto {x), entonces {/„ (x)) converge unifor¬ 
memente hacia / (x) también eu cualquier parte del conjunto {x}. 

Aduzcamos ahora un ejemplo de sucesión funcional que converge 
uniformemente sobre cierto conjunto (x). Examinemos la misma 
sucesión (1.3). pero, no sobro todo ol segmento 10, 11, sino en el 
16, 11, donde 6 es un número fijo del intervalo 0 < 6 < t. Para cual¬ 
quier 5 de este género existe un número, a partir del cual todos los 
elementos /„ (x) serán nulos en el segmento 16, 11. Por cuanto la 
función limite / (x) es también nula en el segmento [6, 1], la desi¬ 
gualdad (1.0) en todo el segmento citado será lícita para cualquier 
p.> t), a partir del uúmero indicado. Esto demuestra precisamente 
la convergencia uniforme de la sucesión (1.3) sobre el segmento 
16. 11. 

Definición 2. Una serie funcional se llama uniformemente con¬ 
vergente sobre el conjunto ¡x) hacia su suma S (x). si la. sucesión 
[S, (x)> de sus sumas parciales comerle uniformemente sobre el con¬ 
junto (x) hacia la función limite S (x). 

Queda a cargo del lector demostrar que la serie funcional (1.1) 
del ejemplo 2, examinado más arriba, converge hacia su suma e* 
uniformemente en cada segmento —r ^ x ^ r, dolido res un número 
positivo fijo cualquiera '). 

1. Criterio de Cnucliy. Son válidos lo» siguientes dos tcoromus 
fundamentales. 

Teorema 1.1. f'ara que una sucesión funcional {/„ (x)) converjo 
uniformemente sobre el conjunto (x) hacia cierta función límite, es 
necesario y suficiente que para cualquier e > 0 se encuentre un número 
K (e) tal que se verifique la desigualdad 

1 / b + p (x) — /„ (x-) I < e. (1.71 

cualesquiera que sean n > .Y (p), /> naturales (/> = 1. 2, ...) y r 
del conjunto {x}. 

Teorema 1.2. Para que una serie funcional 

2 u»(.r) U.*l 

Para dcmostrai, Ua«U estimar ol término residual fl n +»(•*> '**' íónmil 
.le Maclaurin para la función e J . El citado término residual, representando I 
diferencia entre e x y la (»<-í- 1)-¿«iinn suma purciul de la serie (l-«). salisfu»- 
mmolt»no.»nieuU' para todo .r del segmento —r la desigualdad 

f n*i 

(véase v. I, fórmula |8,»/ún. 
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converja uniformemente sobre el conjunto {z} hacia cierta suma , es 
necesario y suficiente que para cualquier t > 0 se encuentre un número 
N (e) tal que se verifique la desigualdad 


n+p 

2 “* (*) 
fc—n+l 


(1.9) 


cualesquiera que sean n > N (e), p naturales ij x del conjunto {z}. 

El teorema 1.2 es un corolario del teorema 1.1: basta indicar 
que en el primer miembro de la desigualdad (1.9) figura, bajo el 
signo de módulo, la diferencia 5„ + p (z) — S n (x) de las sumas par¬ 
ciales de la serie (1.8). 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.1 1) NECESIDAD. SupOIlgamOS qUC 

la sucesión {/„ (z)} converge uniformemente sobre el con¬ 
junto (z) hacia cierta función límite / (z). Fijamos arbitrariamente 
e > 0. Para el número positivo e/2 existe un número N tal que para 
todos los n > ¿V y simultáneamente para todos los z del conjunto 
{z} tenemos 

|/„ (z) -f(x) I < e/2- (1.10) 

Si p es un número natural cualquiera, entonces para n ^ jV 
y para todo z del conjunto {z} queda válida con mayor razón una 
desigualdad 

|/„ +p (z) — / (z) | < e/2. (111) 

Por cuanto el módulo de una suma no sobrepasa la suma de módulos, 
en virtud de (1.10) y (1.11). obtendremos 


I U+V <■*> - fn (*) I = I l/n+/i (*)-/<*)) + 1/ (*) - /„ <*)] I <- 

<!/n +P (*)-/<*)! + !/(*>-/»<*) I<e. 

cualesquiera que sean re > JV, p naturales y z del conjunto {x). 
La necesidad está demostrada. 

2 ) suficiencia De la desigualdad (1.7) y del criterio de Cauclly 
para una sucesión numérica se desprendo la convergencia de la suce¬ 
sión {f n (z)} para z cualquiera del conjunto {z} y la existencia de 
una función limite / (z). 

Por cuanto la desigualdad (1.7) se verifica para cualquier p natu¬ 
ral , entonces, al realizar en dicha desigualdad el paso límite con 
p -r oo (véase v. I, teorema 3.13), llegamos a que para todo 
n > /V y todo x del conjunto {z} resulta válida la desigualdad 

I 1 (*) -fn (*) 1 < e. 


Debido a que e‘> 0 es arbitrariamente elegido, la suficiencia queda 
demostrada. 

5. Criterios suficientes de convergencia uniforme. Enunciemos 
los criterios de convergencia uniforme o bien en los términos de las 
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sucesiones, o bien en los términos de las series, según sea la como¬ 
didad de razonar *)• 

Introduzcamos, con el fin de enunciar dos criterios de convergen¬ 
cia uniforme de las series funcionales, algunos conceptos nuevos. 

Definición 1. Una sucesión {/„ (x)} se llama uniformemente acota¬ 
da sobre el conjunto (x). si existe tal número real M > 0 que para 
cualesquiera números n y para todos los puntos x del conjunto {x} se 
verifica la desigualdad 

|/„ (x)|<AÍ. 

Definición 2. lina sucesión funcional {o„ (x)) se llama sucesión 
dolada de variación uniformemente acotada sobre el conjunto (x), si 
la serie funcionai 

| (X)—I <*) 

1 

converge uniformemente sobre el conjunto citado {x}. 

Indiquemos aquí que toda sucesión dotada de variación uniforme¬ 
mente acotada sobre el conjunto (x} es convergente en el mismo hacía 
cierta función limite. 

fin efecto, la convergencia uniforme sobre el conjunto {x} de la 
serio (*) y el criterio de Cauchy predeterminan la convergencia 
uniforme sobro el conjunto {x} de la serio 

oo 

S k+iW-p»!*)!. 

«—i 

cuya n-ésima suma S„ (x) tiene por expresión (x) = r n+1 (x) 

— ( x ). De la última igualdad se deduce la convergencia uniformo de 

la sucesión {i„ (x)} lincia la función límite v (x) que es igual a 
S lx) — t'i fx). donde $ (r) es la suma de la serie 

y, lo* H (x) —(,> (*)]• 

*=t 

Podemos formular aliora y demostrar los siguientes dos criterios. 
Teorema 1.3.1 ( Primer criterio de Abel). Si una serie fundo 
nal 

2 “k (*) 

fc—1 

¡¡osee una sucesión de sumas parciales uniformemente acolada sobre el 
conjunto {x}, mientras que la sucesión juncional {e* (x)} esta dotada 
de variación uniformemente acotada sobre el conjunto {x} y tiene 
junción límite que es idénticamente igual a cero, entonces la serie 


l ) En virtud de lo dicho en el p. 1, ambas enunciaciones son equivalentes. 
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funcional 

<»> 

2 •*•*(*)! (1.12) 

h-l 

converge uniformemente sobre el conjunto {r}. 

demostración. Por hipótesis, existe un número M > 0 tul que lu 
sucesión {S„ (.r)} de sumas parciales de la serio (1.1) para cualesquiera 
números n y para lodos los punios x del conjunto {a-} satisface 
la desigualdad | S„ (x) | ^ M. 

Fijamos arbitrariamente e > 0, y, a base do ésto, el número N lal 
<|uo para todos los n superiores a A', para todos los p naturales y para 
todos ios puntos r del conjunto (jt) se verifiquen las desigualdades 


I fu (*) I < 3jj- 

n+p-I 

É I * í *s.|(x) — <•» (X) I 
1 


(hemos aprovechado aquí la convergencia uniforme sobro el conjunto 
(a - ) de la sucesión {y„ (x)} hacia el cero idéntico, y, además, la con¬ 
vergencia uniforme sobre {x} de la serio (*): cuando p = I. la suma 
en (**) ha do considerarse igual a cero). 

Rn virtud do la identidad de Abel (ó.77) del capítulo 'i v. I) 
y debido a que el módulo de la suma «le tres magnitudes no sobre¬ 
pasa lu suma de sus módulos, uhlencmos 


I »■*■(« | j n+p-1 | 

í! lu* (*)'*'k(*)l|< V] .9»(x)|p*(x) — oa + 1 (.t)1 4- 

+■ I Sn+» (*) I-I f n j ,w I + I s„ (x) I -I o „ +1 (x) |. 

Teniendo presento que para cualesquiera números n y para lodo i 
do (x) se verifica la desigualdad | S„ (x) | ^ ,1/, tenemos 

*-rf» n+p-l 

X I"* <•*)• t’/, (*)1 SÍ u- ^ | L-H+i l r) —1> ( x ) I + 

*=n+l A—»+| 

+ M I (r) | + .1/ | v B hl (x) |. 

Al cotejar la última desigualdad con las desigualdades (**), lle¬ 
gamos a que para cualesquiera números n superiores a N, para todo p 
natural y todos los puntos x del conjunto (x) 

H l«fc(x)-P*(x)l 

*=»+! 


<p. 
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1» que es testimonio de que la “ene (1.12) converge uniformemente 
sobre el conjunto {.*} feo virtud del teorema 1.2). 

El teorema eslú demostrado. 

Teorema 1.3.11 (Segando criterio de Abel). Si la serie funcio¬ 
nal (1.1) converge uniformemente sobre el con ¡unto (x) hacia la suma 
S tx). acotada en el citado conjunto, mientras que una sucesión fun¬ 
cional {(> (j)} está dotada de variación uniformemente acotada en 
el conjunto {*} u tiene función límite o (x), acotada sobre dicho con¬ 
junto. la serle funcional (1.21) converge uniformemente sobre el con¬ 
junto {*). 

demostración. Partiremos de la identidad do Abel (13.77) men¬ 
cionada en el capítulo 4. v. 1. lista identidad puedo ser escrita en la 
[orina 


n +,1 n+r -1 

S I«s 1 (*)-I-I l (.* )|aa ^ S k (X) |t'i, (x) —1'|,., (4'J) | 

h=»H I h-sn-r -1 

H" n + f> í*) — &n l*)| r n+V f* 5 ) I 1 ) l*'».♦ |* ( J ) l J n vi (^l 

(mediante, el símbolo S„ (j) esta designada aquí la n-ésima suma 
parcial de la serie (1.1); cuntido p — I, la suma en el segundo inioniliro 
lili de considerarse igual a cero). 

De la última identidad so deduce la desigualdad 


n ,i 

v 

>■ i 


li/ft (*)• <1 U)1 


V 

>1 *“»- l 


I Sh u ) i -1 '■* 


(/i —»•* (j-)T | | 


H , (j) — S„ ir )|• Ii-j, (-r> I + l‘V„(r) |-1 r„n,(.r) 



(cuando / 1 la suma en el segundo tniemliro lia de considerarse 

igual a cero). 

Puesto que la suma S (*) de la serio (1.1) y la función limito v (.r) 
de la sucesión {r* (*)) son. por hipótesis, acotadas sobro oí conjun¬ 
to (.c), se encontrarán unas constantes ,lf, 0 y T/ s >tJ de tal 
índole que para lodo a del conjunto {a} se verifiquen las desigualdades 


I A la i | g.; 1/,. | v tx) | 17.. 

De oslas desigualdades y do la convergencia uiiifoniie sobre el 
conjunto (x) de las sucesiones {5 ( x )} y [v (a)¡ bacía las funciones 
límites S (a) y v (x), respeclivamente, proviene la existencia de tal 
número .V,. que para lodos los puntos x del conjunto (a) y para lodo 
número n que satisfaré la condición «5* .V, queden válidas las 


2-OOSü 
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tlesuui.ililudes 

| S' n ix) | ^ -Vi-f 1. I i'„ <*> I < ¿h + 1. ia> 

Aliena. iie la convergencia uniforme soliro el conjunto {*} rio las 
senos funcionales (1.1) y (*) y riel criterio do Caucliy de ron veroen¬ 
cía uniformo proviene une para c > 0 arbitrario existen los números 
.Vj lo) y ,V, <*) tales que la desigualdad 

i S„ + „ U)-S n (x, | < : U y¿^ Jr ■>') 

quede válida para todos los pantos a del conjunto {j->. todos los /» 
naturales y todos los » que satisfacen la condición n > jV¡ te), y la 
riorigualiliHl 

«♦-►-i 

V ||„^(«I — »m| 

i. i.t-i 

qnene válida pala torios los puntos x del conjunte {*}. lodos lo- p 
naturales y todos los n que satisfacen la condición n .V., (e). 

Por fin. de la identidad 

tV4- l't |W)— 

/"• n A I 

y de las dcsiginildiiries 

| U„ ,,,!*) — r , Ul | - . N |.M,ÍJ|-1'*U)| 

1 

que proviene de la identidad y (el se deduce que 

I t'n4e U)—' «+, »*) I 3 ( .tf, e + T7 ,,n 

para lodos los puntos x del conjunto (r), lodos los/) naturales y to¬ 
rios los n que satisfacen la condición " -> -V., (e). 

Denótenlos con ¿V (e) el número máximo de los Iros: A',, V\ y A 3 . 
Entonces, cuando n>.V(t), para torio? los puntos x del conjun¬ 
to {a} y para torio p natural se verificará cada lina de las cuatro 
desigualdades (a), (b), te) y id). 

De estas desigualdades y de ( * J se deduce que 
» + !•- 1 

Im* ür)« «.>. f-c)] 

A—w+ i I 
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para cualquier n> A' (el, todo /> natural y para todos los puntos x 
del conjunto {x}. 

lín virtud del criterio de Cauchy, lo serio < 1,121 converge, unifor¬ 
me men te sobro el conjunto {*}. I I teorema está demostrado. 

Corolario ele! teorema 1.3.1. (Criterio de Dirichlet—A bel). 
Si la serie funcional (1.1) posee una sucesión «le somas parciales uni¬ 
formemente acotada sobro el conjunto {.r}. y si la sucesión funcio¬ 
nal (x)} no crece en todo punto del conjunto {x}, siendo unifor¬ 
memente. convergente en dicho conjunto hacia cero, la serie 
funcional (1.12) converge uniformemente ‘obro el conjunto {x}. 

Basta notar que la sucesión [v¡, (x)} que no crece on todo punto 
del conjunto (x) y que converge en el mismo liaciil cero posee a cien¬ 
cia cierta sobre el conjunto {x} una variación nniformemonto acotada, 
pues para dicha sucesión la n-ésima suma íx) de la serie (*) es 
igual a v, (x) —»„ ( ,íx). y resulta que existe el siguiente limite 
uniforme sobro el conjunto {r} 

lint S„ (x)~ lint i»-, l*> — tx„ 4 , ix) 1 r, (x). 

n-*oo n-oc 

lisiadienio'. lilulo de ejemplo, la cuocl.ióii de coinei•{oiictu 
uniformo de una serie 


V _ , I j 

M-il -H * |(t* 

l’or cuanto la sincsniu 


'' (r) ' t+(H-1 x |) k 

no cruce en todo punto de la recta infiniln —co <i ■. ¡ oo y - 

iinifornicmenle convergente en la misma hacia cero, la serie (1 .!."•! 
será convergente, en virtud del criterio de Dirichlet — Abel, en cual¬ 
quier conjunto, donde lo serie 

X sen (fcr) 1 1 I V ) 

»=i 

Í oscc una sucesión uniformemente aculada de sumas parciales 
alentemos y estimemos la «-ésima suma parcial S„ <x) de la se¬ 
rie (1.13'). 

Sumando la identidad 

2 sen - son kx = eos (fc — -|-) x— eos (fe +y) 1 

•>< 
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Clip 1. Sucesión.-- y -.enes funcionales 


según lodos los /.• do 1 a n, obtendremos 


2 sen ~ ■ S „ (a) eos y — eos (»--|) ¡r. 


De aquí. 


S» (J-) 


««{ -«os ( n-ry) * 


2 sen y 

l'oi coiisigiiionle, para lodos los números « so verifica la desigualdad 


I -V. II) I -< 


U.H) 


De la desigualdad (l id) se deduce obviamente que la sucesión 
í¿', (,rl) de sumas parciales de la serie (i.13') está uniformemente 
acotada en cualquier segmento fijo privado do los puntos r,„ - 2jw 
(" i =- 0, ■+1. ±2, • • .). P'KO en cualquier segmento de esta índole 
| sen ~| ‘ líenla con una cota inferior ovarla positiva. 

Do este modo se lia demostrado que la serio (1.1 ,i) converge uni¬ 
formemente en cualquier segmento que no contieno puntos r m 
= 2n/«. donde m *■= 0, ±1, d_-2, . . 

Teorema 1.4 {criterio de Weierslrass). Si una serle funcionaI 

>»» 

“i.(x) (f.lü) 

h-»l 


está definida sobre el conjunto {:r> y si existe una serie numérica con - 

*v 

l cruente ^ c k tal que para lodo t ilcl conjunto fx) y para cualquier 

número k se verifica una ilcstgualrlad 

I “* (*) I «£ c», ( 1 .115) 

entonces la sene funcional (1.1.ó) converge uniformemente sobre el con¬ 
junto ¡x). 

fokmui.ación drevf una serie funcional converge uniformemente 
sobre un conjunto dado, si se la puede mayoral sobre dicho conjunto 
mediante una serte numérica. 

nEMOSTiiAt ion De acuerdo ron el criterio de Cauchy, ruando se 
trata de una serie numérica V] c*. para cualquier c > <• existe un 

*—t 

numero .V (*) tal que con todo n > ,V (e) y con cualquier p natural 
se verifica una desigualdad 
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Do las desigualdades (l.lfi) y (1.17) y de lo que el módulo de una 
suma no es superior a la suma de módulos, obtenemos 

« + #• 

S «*(*)<*>• 

*--11+1 I 

cualesquiera que sean u ZS¡ N (e), p naturales y x del conjunto (x). 

Según el criterio de Cauehy, la serie funcional (1.15) es unifor¬ 
memente convergente sobre el conjunto {.t). El teorema está demos¬ 
trado. 

okvipio 2 , fina serle 


Li ^rnr- donde 

—^ jfc* + ® 

I 


converge uniformemente en loda la recta infinita, pues en loda la 

recta 



mi muras que la «une numérico 


2 - 



converge cuando 6~»0 


(véase v. 11. cap. 4). 

oiiSEB vacio x i El criterio de Weierstrass no es necesario. 

Infectivamente, se ha establecido anteriormente que la serie (1.12) 
converge uniformemente sobre cualquier segmento privado de los 
puntos x m == 2n m (ni — 0, ±1. ±2, . . .). En particular, la socio 
(1.12) es uniformemente convergente en el segmento la/2, 3 ji.' 21. 
No obstante, sobre el segmento mencionado el módulo 
del /¡-ésiino término de la serie (1.12) cuenta con la cota superior 

co 

evactu que es igual a 1 II:, es decir, la serie numérica mayoranlc 2 ~ 

*-l 

representa urja serie armónica que es a ciencia cierta divergente. 

Teorema 1.5 (criterio tle Diai) '). Ailihltainos que una sucesión 
{/„ (a-)} na decrece (o no crece) en cada punió del segmento |a. b I y con¬ 
verge en dicho segmento Inicia una función límite i (*) En este caso, si 
todos las elementos de la sucesión /„ (x) y la /unción límite f (x) son 
continuos sobre el segmento la, 6]. la convergencia de la sucesión 
{/„ (.r)) será en la, ól uniforme. 

DIímostracjon .Supongamos, para conrrctai, que la -nccsion 
{/„ (x)} no decrece en el segmento la. 6] (el caso (le una sucesión 
no creciente puede «or reducido al caso dado multiplicando tollos 
los elementos de la sucesión por —1). 


l ) Dini U., imilnoalico itiilboo 
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Cap 1 . SurrMmu-s 


^ries í.tnrion<ilo- 


Pintea inos 

»•» (*) — f (x) — ln (X). 

L.i sucesión {/„ (a-)} posee las siguientes propieilaih-' 

1) todos los r„ (a) son no negativos v continuos' en el segmento 

I", *|; 

21 {> „ (r )} es no creciente sobre el segmento [a, 61; 

3) en cada punto x del segmento la, 61 existe el límite 
lím t „ (r) = 0 

1|-S . 

Se pide doniostr.ii' que la sucesión {/„ (a-)} converge inicia coio 
nniloi mcmente sobre el segmento lo, 6). Es suficiente probar que, 
cualquiera que sea t¡ > O. existe ul menos un número a tal que 
i „ ('I < t sumí lia unamente para lodos los x de la, 61 (en esto caso, 
siendo {r„ (a?)> no creciente, la des igualdad r„ (x) < t será válida 
también para lodos los nú raeros ulteriores) 

Supongamos que para cierto e > O no existo ninguno de los mi¬ 
níelos ./ de tal género que inmediatamente para todos los a de la. 61 
se M-ridque la desigualdad r„ (a) - r. Entonces, paia cualquier 
número // se encontrará un punto j, de la, 6) tal que 

r» (J„) 5» <•. (1.18) 

L.u virtud del teorema de Bol/ano—Wcierstrass, podemos elegir en 
la sucesión ).r„ ¡ una subsucesión {r„ h } que sea couvergcnto hacia 
cierto punto x„ del segmento la, 61 (véase v. 1. cap. 3, § 4). 

Todas las funciones r m (a) (cualquiera que sea el número m) 
son continuas en el punto x„ Por consiguiente, para cualquier nú¬ 
mero m tenemos 

liniir m (x„ k ) - r M lx„) (1.111) 

Por otra parte, al seleccionar, para todo mimoro fijo m, un número 
ni, que sea superior a m, ohtemlieinos (teniendo presente que la 
sucesión no es creciente) 

r m (Xn f ) (x nj ,). 

Al cotejar la última desigualdad con (1.18), tendremos 

r m (x Bl ) : e (1.20) 

(para cualquier m fijo y para todo número n¡, que lo supera). 

Por fin, comparando (1.19) y (1 20). obtenemos 

(x 0 ) ;> e 

(para cualquier número m). 

La última desigualdad ostá en contradicción con el hecho de 
que 1a sucesión ¡i„ (a)} es couvorgonte hacia cero en el punió j„. 
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Esta contradicción obtenida demuestra el teorema 

Observación 2 En el teorema de Dini es esencial la condición 
de monotonía de la sucesión {/„ (x)} en el segmento [a, ó], puesto 
que una sucesión no monolona en la, ¿1 de funciones continuas en 
dicho segmento puede converger en cada punto del mismo hacia 
una función / (x) continua sobro el segmento en consideración, siu 
converger hacia ella en [a, él de un modo imitarme 

Puede servir de ejemplo una sucesión do funciones /„ (x) que son 

iguales a sen nx para n ^ x s£ nln, e iguales a cero cuando — <. 

(;i = 1, 2. . . .). Esta sucesión converge hacia / (x) es Ü 
en cada punto del segmento |0, ni, pero no converge uniformemente 
en [0, a|. pues | /„ (x„) -f (r„) | = 1 para x„ « jt/2», cualquiera 
que sea el número n. 

'jBsiuiv acion' a Eniuicicroos el teorema de Dini en términos de 
las series: si todos los términos de una serie son continuos y no negativos 
sobre el segmento |a. b] y s< la suma de dicha serie es también continua 
en [a. él, entonces la serie citado converge hacia su suma uniforme¬ 
mente en el segmento la, h|. 

■ ■Bnl'RVvClON t. El teorema de lliui > su tlemostración minian vlgeiiU- 
'i i ii lugar del segmento lii, 6| en esto tenremn lomamos coulnuinr eonjinUi, 
¡,i| i, rrade y neniad» tal conjunta suele llamar»- cem pact». 

i jitMOm a fina sucesión {j 1 } converge hacia cero iinifoi-moineiilc 
sol «re el segmento j^O, ~ \ . 

En electo, 1) paia cualquier x de jjí. ¡ la citada sucesión 
converge hacia cero: 2) (odas las funciones x“ y la función límite 
«ero son cont i mías sobre ’^O, ~ j ; 3) la sucesión Jx"} no va creciendo 
eu el segmento j\), j ! ■ 

Todas las condiciones del teorema de Dini quedan cumplidas 

6. Paso al límite término a termino. Continuidad de la suma 
de una serie y de la función limite de una sucesión. 

Examinemos un punto arbitrario a de una recta infinita y supon¬ 
gamos que j.r} os nu conjunto arbitrario que no contieno, quizás, 
e] punto a, pero posee una propiedad de que en cualquier g-enlorno 
del punto a están contenidos los puntos do dicho conjunto 1 ). 

Resulta válida la siguiente afirmación. 

Teorema 1.6. Supongamos que una serie funcional 

Vu*(*> (1-151 

k=l 


x ) En otra* palabra* el p»¿ntc a e$ punto limite *le {xj. 
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converge uniformemente sobre el conjunto ¡c( hado la suma S (x) 
Admitamos, además, ¡pie todos los términos de esta serie cuentan en el 
punto n con el valor límite 

lím Uj, (¿) - /<». 


Entonces, la función S {x) también tiene en el punto a el valor límite 
con la particularidad de que 

* V 

Iím6’(jr)- ^ lím u,, (x) -- ^ b k . (1.21 ( 

X +>* h=] X —•' h “1 

es decir, el símbolo lím de límite y el símbolo ^ de sumador, pueden 
ser permutados o. como suele decirse, se puede pasar a un límite término 
a término 

m-MosTiiir, ion. Demostremos, ante todo, quo In sene numénra 


2] I/,, es convergente. En virtud del criterio de Cauchy aplicado a la 

U mi 

serio funcional (I 15), existo, para cualquier e > 0. tal mí mero 
N U) que 

| o,, ,, U) - u„ u i*) .. (x) | < t. ti 22) 

cualesquiera que sean n > .V (e), p naturales y x del conjuntóla;}. 

Pasando en la desigualdad (I 22) al límite de x -*■ a M. oldon- 
ilremos 

I 0 ni , + b n » a I .. -i- Iü: e<2r 

(para todos los n ¿V (t ) y loilos los /. nal m ales). 

'C- 

Por emisiguieulo, para la suri.mélica ^ b* queda rnniplido 

h • 1 

el criterio do l'.aucliy y esta serie es convergente. 


Estimemos ahora la diferencia .V (x) — 2 b,, para los valores 

a-i 

do x de un outorno pequeño del punto a. Por cuanln S (x) — 

oo 

= ''l u h (x) pura lodos los puiito* del conjunto (.r), entonces para 

ft—i 

cualquier número n se verifica le identúlnd 


S{x)-'£ b 


,-fs 

U-i 


Uft (*) — 2 k 


K 

... V 
kdH 1 


U„ (X) 


- 1 W. 

k~ »t— I 


A partir de osla identidad obtenemos la siguiente desigualdad, para 
todo x de {i}: 


•V j 

S(x)-^b u k 

£ Un (x)— £ b h 

+ I Ui, tx) 

+ 

£ 

ÍJC-I | 
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que si>a convergente hacia a. 
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rijamos al azar r 0. Por cnanto In soné Yb,, es convergente 

6=1 

y la serio (1.15) converge uniformemente sobre el conjunto ¡x¡, 
existe, para e fijo, un número n tal que 

¿ K < 7 . S “*<*> €‘.24) 

h• n+I *«n+1 

cualesquiera que sean los puntos x del conjunto {x}. Como el límite 
ile una suma finita equivale a la suma de límites de los sumandos, 
para a > 0 fijo y para el número seleccionado n puede indicarse un 
ó 0 tal que 

<*■») 

VI 6 = 1 I 

cualesquiera que sean los punios x del conjunto {x} que satisfagan 
lo condición 0 <: | x ~ a | < fi. 

,M introducir (1.2ó) y (1 25) 011 el segundo miembro de (1 25), 
obtenemos en definitiva que 

S(r)~ 21 l>A<t 

6=1 | 

para los puntos x del conjunto (x) que satisfacen la condición 0 
< | x — a | C fi. Con esto queda demostrado que la función 5' (x) 
tiene valor limite en el punto x =* a y que es válida la igualdad 
(1.21). El teorema esta demostrado. 

Enunciemos el teorema I ti en términos de la- sucesiones funcio¬ 
nales. 

Si una sucesión funcional \f„ (x)} converge imifortncmciUc sobre el 
conjunto (x) hacia una ínnelón límite / (x). y si bulos los elementos ile 
la sucesión mencionada tienen calar límite en el ¡natío a, la función 
limite f (x) también tiene en el punto a el valor limite, con la particu¬ 
laridad de t¡ue 

líiti /(X) l¡mi Ifm f n (x) i — líni ilíni/(x)i, 

X-ti » .,1 1 rr—CX. 1 »-«• ’ .X-*^ • 

es decir, el símbolo lím del límite de la sucesión 1 / el símbolo lím del 

li -« X — tl 

calor límite tle la función pueden ser permutados (o. como suele decirse, 
al límite para x — 11 se puede pasar término a término). 

vibsehvaciON ai. TMuitrM.i «.• Si exigimos complementariamente, 
en las condiciones del leorema l.B, que el punto a pertenezca al con¬ 
junto {x} y que lodos los términos u k (x) de la serlo (1.15) sean con¬ 
tinuos en el punto a (o. respectivamente, continuos en este punto 
por la derecha y por la izquierda), la suma S (x) de la serie (1 15) 
será también continua en el punto a (o. respectivamente, continua 
011 el punto a por la derecha y por la izquierda). 
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Eu efecto, para el caso dado, !•,. u h (ai, y la igualdad (1.21 1 
adquiere la forma 

-X- 

líinS ix) — 2! “i l«l — .V la), 

x -o 1 

lo que significa precisamente la continuidad do la función S (x) 
on el punto a (o. en el caso do que j tienda hacia a unilateral uiouic. 
la continuidad de 5 (z) en este punto a la derecha o a la í/quicrdn, 
respectivamente). 

\plicaudo la Observación citada a todo punto de cierto segmento 
(«, í*!. llegaremos ni siguiente teorema fundamental. 

Teorema¡1.7. Si lodos los términos de una sene funcional (de una. 
sucesión funcional) son continuos sobre el segmento \a, b\, y si la 
serie mencionada (sucesión, mencionada) converge uniformemente sobre 
el segmento la, ó], entonces la suma de esta serie (¡unción limite de esta 
sucesión) es también continua sobre el segmento la. ó] 

ousmv .ven inc- ai. tomii-mv it 11 Kii el teorema 1.7 podemos 
tomar, en lugar del segmento la, b], un ¡ntervAlo, un sem¡segmento, 
"mi semirrecta, una recta infinita y. en general, cualquier conjunto 
denso en sí ’,x}. 2) En el teorema 1.7 resulta ser esencial la exigencia 
de convergencia uniforme, pues una sucesión de Junciones continuas, 
convergente de una innnora no uniforme, puede converger hacia una 
función discontinua (víase el ejemplo (13) de los pp. 1 y 2 del pul ía¬ 
lo presente). 

ORsi c-, v. iijN i in u.. Todos los (eoieinas de este párrafo son váli¬ 
dos pata las sucesiones de funciones definidas sobre el conjunto {t} 
del espacio T. m . 

S 2. Integración y diferenciación término a término 
de las sucesiones y series funcionales 

I. Integración término a término. 1 mne lugar el siguiente teorema 
fundamental, 

Teorema 1.8. Si una sucesión fundamental {/„ (x)} converge bacía 
la función límite f (z) uniformemente sobre el segmento (a, 6], y si cada 
función /„ (z) es integrable en el mismo segmento, la función límite 
1 (z) sera también integrable sobre el segmento (a, ¿»], con In particu¬ 
laridad de que la sucesión mencionada puede integrarse sobre el segmento 
[a. b\ término a término, es decir, el límite 

b 

lint ? /„ (r, dx 
e 

existe y es igual a ( i(x)dr. 
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MMoyrtiACiON- Fijamos arbitrariamente e > 0. Ya que la suce¬ 
sión { f„ (a:)} es un i forme mente convergente bacía / (x), se encontrará, 
para e > 0 fijo, un número A' (e) tal que, cualesquiera que sean 
n A" (e) y x del segmento !«, 61, se verifique la desigualdad 

I/, (*)-/<*>!< -i (t -!r-a, • t 1 * 2 ®) 

bi demostramos que la función límite / (x) os integrable sobre el 
segmento la, 61. entonces, recurriendo a las estimaciones conocidas 
de las integrales l ) y a la desigualdad (1.26). obtendremos 

í í 

) l„(x,dr- $ f(s)dx \ \j n (x)-f(*)]dx 

i» - “ 

I. h 

«» 

(|wr.‘ lodo n > .Y (e) 

Con ello será demostrado que el límite líin 'i l n (x)dx ('viste 


> equivale a J / ix) da: nos quoila sólo probar la inloginbiliilnd de la 

función f {x) sobro el segmento [a, 61. 

\1 dividir el segmento [a. 61, mediante puntos arbitrarlos a — 
•«; -r 0 •< x, < ... <- x„, — b, en m segmentos parciales I.r,,-,. a,,l 

(/, = 1. 2.m), convengamos en denotar por id símbolo «n, {/) 

(b> k (/„). respectivamente) la oscilación de la función / (.r) (/„ t.r) 
respectivamente) 2 ) en el /.-ésimo segmento parcial l* k -i, *»). 

Cerciorémonos de que para cualquier i>0 J cualquier I, - 
«r 1. 2.m existe un número suficientemente grande n, para 

*) Se tienen en cuenta ¡as siguientes estimaciones do las integrales establee 
das en el SII, cap. 1, v. II 1) si «na iunción F{x i es intagrable sobre el segmen¬ 
to la. id, será también integrable en lo. ¿d la función I F (*) I- ron la particiilari 

I I ' b 

riad de que \ I (j i dt j . J ) F t») | dx\ 2) si l (o) y g <*) son ambas integra 
ble* *obre \a t»l, y si cu punto de este ¿cgmcaUi f g (rí, entone» 

b *» 

^ f(x)dx < ^ xhfdr. 

3 ) Recordeiúo* que •*. denomina oscilación fi<- Ia íunciúu -obre un soffmoul'. 
dado la diferencia entro k* cota* superior exacto e inferior csaru do dicto 
función on *1 bc^nivolo dado. 
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pJ cual se verifique una dpNigualílnd 

“a </„i 4 ■ II 27/ 

Efectivamente, cualesquiera que sean z \ x° del segmento fr*.,, r k I. 
se verifica la desigualdad 

I f W) -f{x ~) | < | / (*) - /„ (*') | + 

+ I tn (*”) -/„ (r") | + | /„ (*') -f(x') |. (I 28) 

Deludo a la convergencia uniforme de {/„ (.r)} hacia / l.r) se 
ejiconIraní, para lodo e >■ U. mi número n tal que con cualquier ,r 
de la, h\ será válida la desigualdad (1.26). De osle modo, para dicho 
número n leñemos 

I /(> )-/«<*') H I 

y, por lauto, en virtud de ( 1 - 28 ), 

| / (a-') -f(x‘) \<r\/ n (x) - /„ (x") | + . 

I)e Ja última desigualdad y «le l.i arbitrariedad de los punios 
x y r" se deduce iiuuediatanieiil.e que pam id número elegido o 
la desigualdad (1.27) e.s válida. 

I*ma la partición, asumida por nosotros, del seginerilo |a. '»|, 
designemos mediante los símbolos .5 y s los sumas superior v inferior 
«lo la función / (*), y medíanle los símbolos ,S„ y las sumas supe¬ 
rior e inferior do la función /„ (x). 

Multiplicando Ja desigualdad (1.27) por la longitud del t.-esimo 
segmento parcial Xx k , y sumándola despnós según todos los /, 

— 1. 2. tn, obtenemos uun designnldad 

S -ss,i5„ —v„ 4 t. (1,29) 

Hornos establecido (1.29) para la partición arbitraria del segmento 
la, 6]. Como la función /„ (r) es integrable sobro el segmento la, h |, 
existo otra partición de dicho segmento, para la cual S„ —s„ <‘ 
<í ‘). y. por consiguiente, en virtud de (1.29), 5 -s<2r. 

Puesto que e os un número positivo arbitrario, la última desi¬ 
gualdad demuestra integrahilidad de f lx) sobre el segmento la, b| •) 

El teorema está demostrado. 

*) Kn virtud del teorema l.t del r,«|i. 1 . y U 

a l En virtud del teorema 1.1. v II, la existencia. para »>ii ;ulalj.ii m. 
de una partición del segmento, para la cual .v — s < Je. es condición m c«in i 
y siilK‘ieJit4* «le inlcgraljilitlad dp toda función acolaría i-ii el segmento dado. 1,1 
carnelor .notado d«: / (a) vttbrv el segmento 1/». u\ se deduce* en seguida ir |,i 
desigualdad (í.26> y do lo que la íiihcícui f, f r» Integrable en el segmento |«. ¿»|. 
esta acolada. 
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Enunciemos el teorema 1.8 en términos de las series funcionales: 

Si la serle funcional (1.15) converge hacia su suma S (x) uniforme¬ 
mente sobre el segmento ¡a. ¿1. y si cada término de esta serie u h (i) 
representa una función integrable en el segmento [a, b], la suma S (x) 
también será integrable sobre el segmento citado, con la particularidad 
de que la serie en consideración puede integrarse sobre el segmento lo, M 
término o término, es decir, la serie 

t 

X 5 “* dr 

A-l .« 

h 

es convergente y tiene como su suma la integral ^ S (i) dx. 

misSRv a. ion. En los libros de texto del análisis matemático el 
teorema 1.8 se demuestra, como regla, bajo un supuesto más rígido 
de que cada función f„ ( x ) no es sólo integrable, sino también con¬ 
tinua sobro el segmento lo, fcl. Admitida esta suposición adicional, 
se simplifica la demostración aducida más arriba, pues para de¬ 
mostrar la integrabilidad de la función limite f (x) sobre el segmento 
la, M basta referirse al teorema 1.7. 

2. Diferenciación término a término. Demostremos el siguiente 
teorema fundamental 

Teorema l.f). Supongamos que cada función /„ (x) tiene .sobre el 
segmento la, ól una derivada f'„ (r) '), y, además, la sucesión de fleri- 
vmlas {/’„ (¿)} converge en dicho segmento uniformemente, mientras 
que la propia sucesión {/„ (i)) converge por lo menos en. un punto x a 
del segmento la. />]. Entonces, la sucesión \f, (j)} converge hacia cierta 
función límite f (x) uniformemente en todo el segmento la, M. con la 
particularidad de que esta sucesión puede diferenciarse en dicho seg¬ 
mento término a término, es decir, en cada punto del segmento la, ó| 
la función límite f (x) tiene derivada f (x) que sinv de función límite 
para la sucesión (*)}. 

demostración. Probemos al priucipio que la sucesión (/„ (r)} 
converge uniformemente sobre el segmento lo, ú|. Do lo que la sucesión 
numérica {/„ (z 0 )) es convergente y {/„ (x)), convergente unifor¬ 
memente en la, bl concluimos que para un e > 0 arbitrario existe 
un número :V (r) de tal género que se verifiquen las desigualdades 

l/n-p(*«) — /„ <*o)l<-§-. I fñ+e <*) — /'"<•*> I < f ( 7 , ~ ü 7 • 

cualesquiera que sean n ^ .V (e) de todos p naturales y (esto se 
refiere a la seguiula desigualdad de (1.30)) lodos x do la, ó]. 

’) Por el término ‘la función I (r) tiene derivada sobre el segmento |o, M- 
so sobreentiende aquí > en adelante que existen la derivada /' (el en cualquier 
punto interior de [a. Si. la derivada a la derecha i' (a i Oi en el punto u. y deri 
vade a la izquierda T (i - 0) en el punto é 
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Sea x un punto arbitrario del segmento [a, 61. Para Ja función 
I/n +r M —fn (01 se cumplen, con cualesquiera n y /> fijos, todas 
Jas condiciones de Lagrange sobre el segmento lx 0 , x] (véase e! teo¬ 
rema 8.12 del v. I). De conformidad con este teorema, oviste entre 
x y x„ un punto § tal que 

i/n+p ( J ) /n (•*)! ljn+f (x p ) Jn t 'oj] ~ ljn-\ P f|) — /»i í£)| (X — Xp). 

Teniendo presento que | x - x„ | •/. b — a, de la última igualdad 
y de las desigualdades (1.30) obtenemos: 

l/n + p (x) —/» tx) | < e 

(para todo x do la, 6], cualquier //. .Y (e) y todo número natural /<) 

Eslo es precisamente un indicio de que sobre el segmento [a, 6] 
la sucesión {/„ (x)) convergo uniformemente hacia cierta función 
límite f (x) ‘). 

Kosta por demostrar que en cualquier punto x 0 Jet segmento 
la, li] la junción límite / (x) tiene derivada ij que esta derivada constituye 
la junción limite de la sucesión fj'„ (x)¡. 

Fijamos sobre el segmento la, 61 un punto arbitrario x», > a base 
del mismo, un número positivo ó lili que el Ó-enlorno del punto ,(„ 
esté contenido integramente dentro de la. 6| (en el caso de que x„ 
sea un punto de frontera del segmento (a. 61. por ó-entorno del punto 
x 0 se sobreentenderé el semienlorno derecho la. a -f ó] deJ punto a. 
respectivamente, el semientorno izquierdo (6 —ó. 61 del punto 6|. 

Designemos con {Ax} el conjunlo de todos los números Ax que 
satisfacen lo condición 0 < | Ax ! *- ó para a c x„ < b, la condi¬ 
ción 0 < lí < 6 para x„ = o. y la condición —ó <' Ax C U. para 
x 0 —6. y demostremos que la sucesión de funciones del .Tgiunon- 
to Ax 

es iinirorinemente convergente sobre el conjunto citado ¡Ax}. 

Para un s > 0 arbitrario, siendo uniformemente convergente la 
sucesión {/{, (x)}, se encontrará un número N (e) tal que 

|/; +p (x)-/; ( r)|<e, (1.31) 

cualesquiera que sean x de la, 61, n > ,Y (e) y p naturales. 

Teniéndolo on cuonta, fijemos arbitrariamente Ax doi conjunto 
{Ax} y apliquemos el teorema de Lagrange a la función I/„ +p \t) — 
— fn MI (P« r a cualesquiera n y p fijos) sobre el segmento Ix 0 , x„ -f 
4- Axj. Según este teorema, existo dentro del intervalo 0 < 0 < 1 


l ) En virtud cid criterio de Cauchy, o* decir, del teorema 1.1. 
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un número 0 tal que se verifique la igualdad 

, . l/n.,, — /n (-ro+A*))— l/n.pl-r»'— /# (*oW 

ínm <Ax) - q'n (Ax) =--^-* 

= í«- .. (X„ - OAx) — f'„ (x 0 OAl). 

Do la última igualdad y do la desigualdad (1.31). válida para 
todo» los puntos x del segmento (a. 1)1. se deduce que 
1 tp„ + p (Ax) — (f„ (Ax) | < e 

pura todo Ax de {Ax}, cualquier n > A f (e) y todo p natural. De 
este modo, la sucesión ¡i[i n (Ax)) converge uniformemente sobro el 
conjunto {Ax} (cu v irtud del critorio de Cauchy). Mas, esto nos per¬ 
mite aplicar a la sucesión mencionada en el punto Ax = 0 el teo¬ 
rema l.C sobre el paso limito término a término De acuerdo con 
dicho teorema l ). una función 

*)-/(*■>) 

A* ’ 

que es función límite do la sucesión {rp„ ( \xt). tiene, cuando Ax —- 0, 
un valor límite, con la particularidad de que 

lím lím i l¡m <f„ (Ax)I - lim | Ifm q„(Ax)|- 

\r *0 •** Ax—0 I •»—«- | •»-.*» | 

- lím [ lim Ifm íAf-r 0 i 

Esto prueba precisamente que la derivada do la función / (x) en el 
punto x„ existe y es igual a lím (x„) El teorema está dcinostvndo 

Demos a conocer la formulación del teorema 1.9 en términos de 
las serios funcionales. 

Si cada junción u* ix) tiene derivada sobre el segmenta ¡a, ó), // si 
00 

la serle de las derivarlas V u k (x) es uniformemente convergente sobre 
i^i 

el segmento |u, b], mientras que la propia serie ^ ir» (x) converge por 
lo menos en un solo punió del segmento lo. bl. entonces la serie 21 u„ (x) 

h= i 

converge uniformemente sobre todo el segmento [a, bl hacia cierta ¡turna 
S (x), con la particularidad de que dicha sene puede diferenciarse en 
el segmento [a, bl término a término , es decir, su suma S (x) liene en 
el segmento [a, bj una derivada que representa la suma de la serie de 

co 

derivadas 2 «j, (x). 

_*=i 

‘) So emplea la formulación del teorema 1.0 en términos de las sucesiones 
funcionales. 
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obsesualion i Subrayemos que en el teorema 1.9 sólo se supone 
que cada función /„ (x) tiene derivada sobre el segmento (o, 6]. 
Ño se requiero que esta derivada sea acotada, ni, menos aún, inte¬ 
grable o continua. En los cursos del análisis matemático el teorema 1 .!l 
so demuestra, de ordinario, bajo ol supuesto adicional de continui¬ 
dad de cada derivada f' r . (x) sobre el segmento [a, 61. 

onsi av \ciOx 2 Si on el teorema 1.9 exigimos complementaria¬ 
mente la continuidad sobre el segmento [a, 61 de cada derivada 
/>. (a), entonces, en virtud del teorema 1 7, la derivada de la función 
límite / (a;) será también continua sobre dicho segmento. 

iiiisi'kvaoian s. Si se examina el caso de las funciones de m varia¬ 
bles, ol teorema 1.9 se enuncia del modo siguiente: si cada función 
/„ ( x ) /„ (x,, . . ., x m ) tiene sobre un conjunto acotado de puntos 
(x) del espacio h' m una derivada parcial . y si la sucesión (4^2- \ 
es mi i fot lilemente convergente sobre {a¡. mientras que la propia 
sucesión {/„ (x)} converge en cada punto del conjunto {a:}, entonces 
la sucesión (/„ (x)} puede diferenciarse en el conjunto {.r} respecto 
a la variable Xj, término a término. 

Del teorema 1.9 se deduce la siguiente afirmación. 

Teorema 1.10. Si aula ¡unción f„ ( x) tiene primitiva sobre el seg¬ 
mento la, 6], y si la sucesión {/„ (x)[ converge uniformemente sobre el 
segmento (a, 61 hacia la función límite f (x), esta última también 
tendrá en [a. 61 su fundón primitiva. Más aún, sí x„ es un punto 
cualquiera de la, 61, la sucesión de primitivas <!>„ (x) de las funciones 
ln (*)> satisfacen la condición <1>„ (x„) -- I), converge uniformemente 
sobre la, 61 hacia la primitiva 0) (r) de la fundón límite f (x) que 
satisface la condición <9 (x„) — 0. 

1 H M> «traciúx Basta notar que para la sucesión de primitivas 
<l>„ (x), que satisfacen la condición «I>„ (x„) — 0, se cumplen todas 
los condiciones del teorema 1.9. Esto asegura la convergencia uni¬ 
forme en (a, 6| de la sucesión {<!>„ (x)} hacia la función límite c|) (x), 
la cual tiene en cada punto de (a, 61 ia derivada igual en valor a la 
función límite / (x) de la sucesión {/„ (x)}. 

ohsi'.rvacion i Subrayemos que en el teorema 1.10 no se requiero 
que la función l„ (x) sea acotada, ni menos aún, integrable sobre el 
segmonlo (a, 61. 

El material de los últimos ó puntos permite obtener la siguiente 
deducción importante: la convergencia uniforme deja sin cambios 
la clase de funciones que tienen valor limite (teorema 1.6), la clase de 
funciones continuas (teorema 1.7). la clase de funciones integrables 
(teorema 1.8), la clase de funciones que tienen primitiva (teorema 1.10) 
y (en el caso cuando las derivadas son uniformemente convergentes) 
la clase de funciones diferenciables (teorema 1.9). 

Pava concluir, aduzcamos el ejemplo de función f (r) (basado en ol teore¬ 
ma 1.9) cuya derivada /' (r) existe en cada punto del segmento |U, I|, pero os 
discontinua on cada punto racional del segmento citado. 
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{ ** eos — pora x gfc 0, 
r 

0 parar = 0, 

i función 

ísen — + 2i cos— para x =fc 0 , 
l 0 para i =0 


resulta ser discontinua para x = 0. y continua en todos ios puntos restantes. 
Numeremos todos los puntos racionales del segmento [0, 11 en la sucesión 
¡r,, . .x k (la posibilidad do hacerlo está demostrada en el p. 2. § 4, cap. 3, 
v. 1) y pongamos u k (*) = ~-'p (x — x h ). Entonces cada derivada u' h (x) = 

■= Jj. <p' (x — x/,) es discontinua en un solo punto x k , y continua en todos los 
demás puntos. Por cuanto para todos los x del segmento 10. 1| 

lm {x) i< Iu;(*)i< 1+2| ^~ a ' 

oo ao 

ambas series “* <*1 y 2 “á <*' Pueden mayorurse mediante la serie nu- 
a—i a—i 

OO 

mérica 3- 2 -jy . y, por esta razón, son convergentes uniformemente sobre 
el segmonto [0. f|. De ucuerdo con el teorema 1.9, la suma f (x) de la serie 

e» 

2 iij, (i) tiene sobre el segmento 10, 11 una derivada f (,-), que os igual 

J>=! 

a la suma de la serie u' h (i), y que tiene discontinuidad en cada punto 

h—\ 

*»(*-!. 2. ...). 

3. Convergencia en media. Supongamos que toda función 
/„ (x) (n — 1, 2, . . .), y también la función / (x), son integrables 
sobre el segmento ia, b ). Entonces (según se sabe del cap, 1, v. II), 
la función 

l/n <*) - / <*)P- /I <*)+ í 1 <*> - 2/n (*) • / (*) 

será también integrable sobre el segmento la, 61. 

Introduzcamos el concepto fundamental de convergencia en 
media. 

Definición 1. Se dice que una sucesión {/„ (x)} converge en media 
hacia la función f (x) sobre el segmento la, ¿], sí 

b 

lím \ |/ n (x)-/(x))*dx = 0. 

7J-*OC " 


3-56» 
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Definición 2. Se dice que una serie funcional converge en media 
hacia la ¡unción S (x ) sobre el segmento (a, 61, si la sucesión de sumas 
parciales de esta serie converge en media hacia S ( x) en el mismo seg¬ 
mento. 

Observación. De estas definiciones se deduce que si una sucesión 
(o una serie) converge en inedia hacia / (x) en todo el segmento lo, 6], 
dicha sucesión (o la serie) converge en media hacia / (x) en cualquier 
segmento le, d] contenido dentro de [a, b). 

Aclaremos la cuestión acerca de la relación existente entro la 
convergencia en media y convergencia uniforme de una sucesión. 

Demostremos primero que si una sucesión {/„ (x)} converge hacia 
la función f (x) de manera uniforme en el segmento la. 61, entonces 
{/„ ( x ) í también convergerá en media sobre el segmento la, 61. 

Fijemos arbitrariamente e > 0. Para un número positivo 

2 (b~á) ex ' Rto ’ debido a I a convergencia uniforme, un nú¬ 
mero A' tal que 

(1.32) 


Vi 


|/„(X)-/(X)|<|/ 

para cualquier x de [a, ól y todo n ¿V. 

En virtud de (1.32), para todo n ^ .V tenemos 


es decir, sobre el segmento la, 61 la sucesión {/„ (x)} converge en 
media hacia / (x). 

Cerciorémonos, ahora, de que la convergencia en media de una 
sucesión sobre cierto segmento no trae consigo convergencia uniforme 
sobre el mismo segmento, ni mucho menos la convergencia al menos en 
un solo punto del segmento mencionado. 

Veamos una sucesión de segmentos I x , / 2 , . . . que pertenecen 
a 10, 11 y que se expresan en la siguiente forma: 


I, *= ( 0 , 11 , 
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Definamos el n-ésimo término de la sucesión del modo siguiente: 

1 sobre el segmento I„, 

0 en los puntos restantes de |0, 1). 

La sucesión construida converge en medía hacia la ¡unción / (x) = 0 
sobre el segmento [0, 11. 

En efecto, 

i 

5 l/.W-Opd*- [ 1l{x)dx= C dx = 

0 '» 'n 

= longitud del segmento /„-*-(• (cuando n— roo). 

Además, la sucesión construida no converge en ningún punto del 
segmento (0, 1 ]. 

Efectivamente cualquiera que sea el punto fijo x„ del segmento 
[0, 11, entre todos los números n, tan grandes como se quiera, oxisten 
tanto aquellos, para los cuales el segmento /„ contieno el punto x„ 
(para estos números /„ (x 0 ) =» 1), como también aquellos, para los 
cuales el segmento /„ no contiene el punto x 0 (para estos últimos 
números /„ (x 0 ) — 0). De este modo, la sucesión {/„ (x 0 )) contiene 
un número infinito de términos, tanto iguales a la unidad, como nulos, 
es decir, dicha sucesión diverge. 

Resulta que la convergencia en media do la sucesión {/„ (x)} 
hacia la función limite / (x) sobre el segmento la, 6) asegura la posi¬ 
bilidad de integrar término a término dicha sucesión en el segmento 
citado. 

Teorema 1.11. Si una sucesión {/„ (x)} converge en media sobre el 
segmento (a, 61 hacia una junción / (x), dicha sucesión puede integrarse 
término a término sobre la, 61, es decir, el limite 

b 

lítn [ ln (.£) dx 

n— » » 

b 

existe y es igual a la integral ^ ¡(x)dx. 

a 

Demostremos, ante todo, el siguiente lema. 

Lema 1. Para cualesquiera ¡unciones ¡ (x) y g (x), integrables 
sobre el segmento la, 61. se verifica la siguiente desigualdad 

$ gHx)dx. (1.33) 

a o 

llamada desigualdad de Cauchy—Buniakovski. 

3* 


b 

\ Hx)g(x)dx < 1 / 
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demostración del lema i Veamos el siguiente trinomio cuadrado 
respecto de X: 

h 

5 lf(r)—yg(x)\ i dx = 

b b b 

— J /*(*)</* —21.J f(c)g(x¡ dx+X 2 J g 2 (x) dj>0. 

o >, a 

Como que este trinomio es no negativo, no tiene , pues, raíces reales 

diferentes. Pero, en tal caso su discriminante no es positivo, es decir, 

/ b , J 6 h 

( J /(*)*(*)<**] /*(*)<**$ g 2 ( 2 )rfzs£ 0 . 

'« 'a a 

El loma está demostrado. 

DEMOSTRACION del teorema mi. Haciendo uso de la desigualdad 
(1.33) para g ( x) = 1, tendremos 


u a i o 

$ f n (x)dx— $ ¡(X)dx = $ [f n (x)-f(x)]dx 




r~ 


j I/.W-/WP* j¡«fa- 

/ fr 

- J/ (*-a) lj |/ n (í)-/(a-)| 2 dr — 0 
(cuando n —» oo). El teorema queda demostrado. 


§ 3. Equicontinuidad de una sucesión de 
funciones. Teorema de Arzelá 

Supongamos que cada una de las funciones /„ ( 2 ) está definida 
en cierto segmento la, 6], 

Definición. Una sucesión de funciones {/„ ( 2 )} se llama equicon- 
tínua sobre el segmento lo, b ), si para cualquier e > 0 existe un 6 >0 
tal que la desigualdad 

I fn (*') - /„ <x') | < e 

es válida con todo n y todos los puntos x' , 2 " del segmento la, b] ligados 
entre sí mediante una desigualdad 

\x — x" |< 6. 



§ 3 Equitonlimndnd. Teorema de Arcela 
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observación i. Directamente de esta definición se deduce que 
si la sucesión {/„ (x)} es eqnicontinua sobre [a, 61, cualquiera de sus 
subsucesiones será también eqnicontinua sobre el mismo segmento. 
Demostremos la siguiente afirmación notable. 

Teorema 1.12(teorema de Arzelá). Si una sucesión de funciones 
{/n (x)} es equtcontinua y uniformemente acotada sobre el segmento 
la, 61, en la sucesión mencionada puede elegirse una subsucesión que 
sea uniformemente convergente en el segmento (a, 6). 

DEMOSTRACION. Examinemos en el segmento [a, 6] la siguiente 
sucesión de puntos (x„}t a título de x, tomemos aquel punto que 
divide el segmento [a, 61 en dos partes iguales; a título de x 2 y x s , 

i -1-1-1-1-1-4-+-i 

O r, r„ x s r, i¡ t, o 


Fig. 1.3. 


aquellos dos puntos que. junto con x„ dividen el segmento [a, 61 
en cuatro partes iguales (fig. 1.3); a titulo de x,. x., x t y x 7 lomamos 
cuatro puntos los cuales dividen el segmento la, 61, junto con ¡r,, 
x, y x 3 en ocbo partes iguales (fig. 1.3), etd. 

La sucesión construida fr„} poseo la siguiente propiedad : cual¬ 
quiera que sea un ó> 0 elegido, existe para él un número n 0 de 
(al índole que en todo segmento de longitud fi, perteneciente a la, 61, 
se ubique al menos uno de los elementos x„ x, . x„, '). 

Procedamos ahora con la elección de una subsucesión uniforme¬ 
mente convergente sobro el segmento [u, 61 a partir de la sucesión 

^ Analicemos al principio la sucesión {/„ (x)} en el punto 
Obtendremos una sucesión numérica acolada {/„ (x,) ¡. de la cual 
puede ser separada, en virtud del teorema de Bolzano —Wcierstrass 
(véase v. I, cap. 3, § 4) una subsucesión convergente que se denotará 
del modo siguiente: 

/n ( J i)< /u (*>)• • • •« /in ( x l)< • • ■ 

Examinemos luego uno sucesión funcional 

/u (x). fit ( r )i • • í ¡n (*)» • ■ • 

en el punto x 2 . De acuerdo con el teorema de Bolzano—Wcierstrass, 
podemos elegir en ella uno subsucesión convergente que se denotará 
del modo siguiente: 

/si ta). Isa (-tj), • • • i Isn (■**)• • • • 


l ) Sobre una sucesión que posee tal propiedad suele decirse que es densa en 
lodo punto del segmento (a, l>). 
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De este modo, la sucesión funcional 

Al (*), A, (-0./ín W- (1-34) 

resulta ser convergente tanto en el punto * lt como en el x 2 . 

Ahora examinamos la sucesión funcional (1.34) en el punto x a 
y elegimos en ella una subsucesión convergente 

Au ( x s)i /as ( x a)i • • •» /an (*»)< • ■ • 

Al continuar los razonamientos análogos, obtendremos una infi¬ 
nidad de subsucesiones 


/ti ( x )t As ( x )> Aa ( x )i • • -i An (*)• • • • 

Al (*>. /as (*)• /aa ( x ).An (*), • - • 

An (*>. /as (*)• /aa (*)./an (*). • • • 


/», (*>• /». (*)• / /I3 (*). 


/nn (*). ■ 


con la particularidad do que la subsucesión que figura en la n-ésima 
fila es convergente en cada uno de los puntos x¡, x 2 , . . ., x n . 

Veamos ahora la así llamada sucesión «diagonal» 

At (•*)• /ai ( x )' • • •» /nn ( x )t • ■ • 

Demostremos que esta sucesión es uniformemente convergente en 
el segmento lo. 61. 

Con el fin de reducir la notación, esta sucesión diagonal se de¬ 
notará en adelante (al igual que también la sucesión de partida) 
con el símbolo 

A (*). A (*)./» <*)- 

(es decir, escribiremos un solo indico en vez del índice doble). Fije¬ 
mos arbitrariamente un e > 0. 

Por cuanto la sucesión diagonal es equicontinua sobre el seg¬ 
mento \a, 61, existe, para e > 0 fijo, un ó > 0 tal que, cualesquiera 
que sean dos puntos jyi„ del segmento [a, 61 relacionados entre sí 
por la desigualdad | x — x m | < ó. se verifica para todo número. n 
la desigualdad 

Id-35) 

Teniéndolo presente, dividamos el segmento [a, 61 en un número 
finito de segmentos de longitud inferior a ó. Elijamos en la sucesión 
{x„} un número finito n 0 de primeros términos x„ x 2 , . . ., x„, 
tan grande que en cada uno de los segmentos mencionados esté contenido 
por lo menos uno de los puntos x„ x 2 , . . ., x„,. 

Es obvio que la sucesión diagonal es convergente en cada uno de 
los puntos x,, x a , . . ., x„,. Por eso, para e ;> 0, fijado más arriba. 
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existe tal número iV que 

I l<f. d-36) 

cualesquiera que sean n > A', p naturales y m = 1,2, . . n t . 

Sea, ahora, x un punto arbitrario del segmento la, 6]. Este punto 
se dispone forzosamente en uno de los segmentos mencionados más 
arriba cuya longitud es inferior a 6, razón por la cual existe para 
dicho punto al menos un solo punto x m (m es uno de los números igua¬ 
les al, 2, . . ., «o) que satisfaga la condición | x — x m 1 <8. 

Debido a que el módulo de una suma do tres magnitudes no 
sobrepasa la suma de módulos, podemos escribir 

| / n + J , (x) — /„ (x) I s£ | /„ + „ ( x) — / B + p (x m ) | + 

+ I (*») -/- (*.*) I + I ln (x m ) -U (*) I- (1-37) 

Estimemos el segundo término en el miembro derecho de (1.37) 
con ayuda de la desigualdad (1.30), y para estimar los términos pri¬ 
mero y tercero en el segundo miembro de (1.37) tendremos en cuenta 
que |x — x m | <C 6, y emplearemos la desigualdad (1.35) que se 
verifica para cualquier número n (y, por tanto, para cualquier 
n + p). 

Obtendremos en definitiva que para un r > O arbitrario existo 
tal número A’ que 

1 (x) — /„ (x) | < e 

para todo n > N, todos los p naturales y cualquier punto x de 
¡a. (>]. Da convergencia uniforme do la sucesión diagonal queda de¬ 
mostrada. El teorema 1 12 está también demostrado. 

observación z Al tratar el teorema do Arzelá. en lugar de exigir 
que la sucesión {/„ (x)} sea uniformemente acotada sobre el segmento 
la, 61 es suficiente exigir que esta sucesión sea acotada al menos en 
un solo punto del segmento en consideración. Efectivamente, resulta 
legítima la siguiente afirmación: si la sucesión {/„ (x)} es equlcontinua 
sobre el segmento la, 6] y está acotada por lo menos en un solo punto x„ 
de dicho segmento, la sucesión citada es uniformemente acotada en el 
segmento [a, 61. Con miras do probar esta afirmación indiquemos 
que, según la definición do equicontinuidad, existe, para e — 1, 
un 6 > 0 tal que la oscilación do cualquier función /„ (x) on cada 
segmento, cuya longitud no es superior a 6, no sobrepasa el número 
e = 1. Por cnanto todo el segmento la, 61 puede ser cubierto con 
un número finito n„ de segmentos, cuya longitud do sea superior a 6, 
la oscilación de cualquier función /„ (x) en todo el segmento [a, bl 
no sobrepasa el número n„. Mas. en este caso, de la desigualdad 
I fn (x„) l ^ A, que expresa carácter acotado de la sucesión {/„ (x)} 
en el punto x„, se desprende la desigualdad | /„ (x) | ^ A n„. 
que es válida para todo punto x del segmento la, 61 y que es indicio 
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del carácter uniformemente acotado de la sucesión citada sobre este 
segmento. 

obsekvaciúx 3 . Demos a conocer el criterio de equicontinuidad: 
si la sucesión {/„ (x)> se compone de las / unciones diferenciables sobre 
el segmento [a, b], y si la sucesión de derivadas {/'„ (t)} está uniforme¬ 
mente acotada sobre dicho segmento, entonces la sucesión {/„ (x) ¡ es 
equtcontinua en el segmento I a, 61. 

Para demostrar, tomemos sobre el segmento [a, 6] dos puntos 
arbitrarios, x' y x", y escribamos para la función /„ (x) en el seg¬ 
mento [x\ x"\ la fórmula do Lagrangc (véase v. I, cap. 8, § 9). 

De conformidad con el teorema de Lagrange, existe sobre el 
segmento Ix\ x"l un punto tal que 

I /n (*') /n (a-*) I - I fn (En) I • | *' —| (t 38) 

Por cuanto la sucesión de derivadas {(x)} es uniformemente aco¬ 
tada sobre el segmento [a. 61, existe uun constante .4 tal que para 
todos los números n so verifique la desigualdad 

I/;, (É„) IC./1. (1.39) 

Introduciendo (1.39) en (1.38), obtenemos 

I /n (*') -fn (*') I A 1 x' - x* |. (1.40) 

Fijamos cualquier e > 0. Entonce», si tomamos 6 =• ti A. y si re¬ 
currimos a (1.40), llegamos a que para todos los números n , y para 
cualesquiera x' y x' de (a, 61, ligados entre sí mediante la condición 
I •*' — x" | < 6, se verificará la desigualdad 

I /n (*') — /.. (-O I < e. 

La equicontinuidad de la sucesión [/„ (x)} queda demostrada. 

Examinemos. a título (le ejemplo, una sucesión Esta sucesión 

es equicoptimia en cualquier segmento |a. ó|, pues en cualquier segmento lo, fcj 
la sucesión de dorivadas (eos nx) está uniformemente acotada. 

observación i. El concepto de equicontinuidad puede formularse 
no sólo con relación al segmento la, 61, sino también respecto de un 
intervalo, un semisegmento, una semirrecta, una recta infinita y, 
en general, respecto do todo conjunto denso en sí *). Además, este 
concepto puede introducirse no con relación a una sucesión de fun¬ 
ciones, sino respecto de cualquier conjunto infinito de funciones. 

*) En este caso el teorema de Améis qdeda en vigor, si en su formulación 
sustituimos el segmento |a, d| por cualquier conjunto cerrado acotado. 
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S i. Serios de potencias 

1. Serie de potencias y dominio de su convergencia. Se de¬ 
nomina serle de potencias a una serie funcional de la forma 

OQ 

flo+2 • • • +«*■*"+ • • •* ( l41 > 

*«= i 

donde a„, a¡, a¡, .... a„, .. . son unos números reales constantes 
llamados coeficientes de la serie (1.41). Trataremos do aclarar cómo 
está construido el dominio de convergencia de una serie de potencias. 

Notemos que toda serie de potencias converge en el punto x — 0, 
con la particularidad de que existen series de potencias que son con¬ 
vergentes solamente en este punto (por ejemplo, una serie^S k\-x k ). 

Formemos la siguiente sucesión numérica con ayuda de los coefi¬ 
cientes a„ de la serie (1.41): 

UTO¡J (/. = !.2. ...). (l-«> 

Pueden examinarse dos casos: 1) la sucesión (1.42) es no acota¬ 
da; 2) la sucesión (1.42) os acotada. 

En el caso (2) la sucesión (1.42) tiene límite superior finito (vense 
v. I, cap. 3, § 4, p 3) que se denotará con L. Subrayemos 
que el citado limito superior L es a ciencia cierta no negativo (puesto 
que todos los elementos de la sucesión (1.42) son no negativos y. 
por tanto, cualquier punto limite de esta sucesión es no negativo). 

Al resumir, llegamos a una conclusión do que pueden tener lugar 
los siguientes tres casos: I) la sucesión (1.42) es no acotada; TI) la 
sucesión (1.42) es acotada y tiene límite superior finito L>0; 
111) la sucesión (1.42) es acotada y tiene límite superior t. = 0. 

Demostremos ahora la siguiente afirmación notablo. 

Teorema 1.13 (teorema de Cauehy—U adamará ). 

I. Si la sucesión (1 42) no es acotada, la serte de potencias (1.41) 
converge sólo cuando x — 0- 

II. Si la sucesión (1.42) es acotada y tiene límite superior L > 0, 
la serie (1.41) es absolutamente convergente para los valores de x que 
satisfacen la desigualdad \r\C\ll.. y divergente, para aquellos 
valores de x que satisfacen la desigualdad | x \ > 1A L. 

III. Si la sucesión (1.42) es acotada y su limite superior L es igual 
a cero (L — 0), la sene (1.41) es absolutamente convergente para todos 
los valores de x. 

DEMOSTRACION. 

I. Supongamos que la sucesión (1.42) no es acotada. Entonces, 
para x 0 la sucesión 
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tampoco es acotada, es decir, dicha sucesión contiene términos con 
los números n tan grandes como se quiera y los términos mencionados 
satisfacen la desigualdad 

V I a n -x n I > 1, o bien | a n -x n |> 1. 

Mas. esto significa que para la serie (1.41) (cuando x ,4=0) está per¬ 
turbada la condición necesaria de convergencia (véase v. II, cap. 4, 
§ 1, p. 2), es decir, la serie (1.41) es divergente para i 

II- Supongamos que la sucesión (1.42) es acotada y su limite 
superior /, es mayor que cero (L > 0). Demostremos que la serie 
(1.41) converge absolutamente cuando | x | < 1 /L, y diverge, cuando 
I x | > l/L. 

a) Al principio fijamos cualquier x que satisfaco la desigualdad 
I x I < 1 /£• Existe, entonces, un e > 0 tal que | x | < 1 l(L -f e). 
En virtud de las pr opiedades que posee el límite superior, todos los 
elementos Y\ a„ |, a partir do cierto número n, satisfacen la de¬ 
sigualdad 

'/kTíca+y- 

De este modo, a partir del uúmero indicado n, queda válida la de¬ 
sigualdad 

L-\- — 

Vi a„-x" \ = I X I • '/TÍTT < 4+f < 1. 

es decir, la serie (1.41) es absolutamente convergente según el cri¬ 
terio de Cauchy (véase v. II, cap. 4, § 2, p. 3). 

b) Fijamos ahora cualquier x que satisfaga una desigualdad 

I * I > ML- 

Existe, entonces, tal e > 0 que |r|> l/(¿ — e). Por defini¬ 
ción del límite superior, en la sucesión (1.42) puede ser elegida unn 
subsucesión { Y I 1} (á = 1. 2, . . .) que sea convergente 
hacia L. 

Mas, esto quiere decir que. a partir de cierto número k, queda 
válida la desigualdad 

L - e < "V fo^T< L + e. 

Así pues, a partir del número indicado k, se verifica la desigualdad 

VMM = i * i • VísT> tEt -1, 


o bien 





§ 4 Series de potencias 


43 


es decir, está perturbada la condición necesaria de convergencia de 
la serie (1.41) y dicha serie diverge. 

III. Supongamos que la sucesión (1.42) es acotada y su límite 
superior es nulo (L = 0). Demostremos que la serie (1.41) es absoluta- 
monte convergente para cualquier x. 

Fijamos arbitrariamente x (con x = O la serie (1.41) es 
absolutamente convergente a ciencia cierta). Por cuanto el límite 
superior L es igual a cero (£. = 0) y la sucesión (1.42) no puede tener 
puntos límites negativos, el número L = 0 será el tínico punto límite, 
y, por consiguiente, sirve de límite para dicha sucesión, es decir, la 
sucesión (1-42) es infinitamente pequeña. 

Pero, en este caso, para un número positivo 1/2 | x I existe un 
número, a partir del cual se verifica la desigualdad 

' I a " I < 2 I r | • 

Por consiguiente, a partir del número mencionado. 



es decir, la serie (1.41) es absolutamente convergente según el cri¬ 
terio de Cauchy (véase v. II, cap. 4, § 2, p. 3). El teorema está com¬ 
pletamente demostrado. 

El teorema demostrado nos lleva directamente a la siguiente 
afirmación fundamental. 

Teorema 1.14. Para cualquier serie de potencias (1.41). siempre que 
ella no representa una serte que converge sólo en el punto x = 0, existe, 
un nlimero positivo R (igual, quizás, al infinito) tal que la citada serie 
sea absolutamente convergente cuando | a: 1 < R, y divergente , cuando 

^ Este número R se denomina radio de convergencia de la serie de 
potencias en consideración, y el intervalo (— R. R). Intervalo de con¬ 
vergencia de esta serie. Para el cálculo del radio de convergencia vale 
una fórmula 

R -- — (1.43i 

lun » | «n i 

n—» 

(en el caso en que lim Via,, 1=0, R—°o). 

n— v 

Observación i En los extremos del intervalo de convergencia, 
es decir, en los puntos x ^ —/?, y x — R, la serie de potencia- 
puede ser tanto convergente, coreo divergente 1 ) 

l ) Indiquemos ol siguiente teorema de Abel: si la serie de potencias (1.4* 
converge para j = H. la suma de ella S (x) es continua en el punto II r. la izquierdo 
Sin perder la generalidad de razonamientos podemos considerar que /? = 1 
mas en pata formo el teorema de Abel (que confirma, de hecho, la reguJiu inii 
del método de I’ois.son- Abel) fue demostrado en el anexo 3 al cap. 4, v. 11 
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Como que para la serie 1 -f 2 **■ el radio de convergencia es 

*=i 

igual a uno, el intervalo de convergencia será (—i, 1), y esta serie 
diverge en los extremos del intervalo mencionado. 

oo 

Para la serie 2 TT e ' intervalo de convergencia es el mismo, 

»—l 

es decir, (—1, 1), pero esta última serie converge en ambos extremos 
del citado intervalo. 

Observación 2 . Todos los resultados obtenidos en este punto son 
legítimos para la serie (1.41), en la cual la variable real x está susti¬ 
tuida por una variable compleja z- 

Para la serie de este tipo se establero la existencia de un número 
positivo l{ tal que la serie converge absolutamente cuando | z | < R, 
y diverge, cuando | z | >./?. 

Para el cálculo de H vale la fórmula (1.43). El número fí recibe 
el nombre de radio de convergencia, y el campo | z | < fí. círculo de 
convergencia de la citada serie de potencias. 

2. Continuidad de la suma de una serio de potencias. Supongamos 
que la serie de potencias (1.41) tiene el radio de convergencia fí > 0. 

Lema 2. Cualquiera que sea un número positivo r que satisfaga la 
condición r •< /í, la serie (1.41) es uniformemente convergente sobre el 
segmento [ — r, / j, es decir, para \ x | sj r. 

demostración. En virtud del teorema 1.14. la serie (1.41) es 
absolutamente convergente cuando x = r. es decir, converge la serie 

I «o I + 2 I"* 

H=l 

Pero, la última serie numérica es inayorante para la serie (1.41) 
para todo x del segmento [— r, rj. Debido al criterio de Weierstrass, 
la serie (1.41) converge uniformemente sobro el segmento (—/■, r]. 
El lema está demostrado. 

Corolario. En las condiciones del lema 2 la suma de la serie (1.41) 
es una fundón continua sobre el segmento 1 —r, /■) (en virtud del teob¬ 
roma 1.7). 

Teorema 1.15. La suma de una serie de potencias en el interior de 
su intervalo ile convergencia es una función continua. 

demostración Sea S (x) la suma de la serie de potencias (1.41), 
y sea /?, su radio de convergencia. Fijamos cualquier x en el interior 
del intervalo de convergencia, es decir, tal que sea | x \ < R. Existe 
siempre un número r tal que | x \ < r < /?. La función S (,r) es 
continua sobre el segmento | —r, r), en virtud del corolario del lema 2, 
Por consiguiente, S (j) también es continua en el punto x El teo¬ 
rema está demostrado. 
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3. Integración y diferenciación término a térmiuo de una serie 
de potencias. 

Teorema 1.16. Si R > 0 es el radio de convergencia de la serie de 
potencias (1.41), y si x satisface la condición | x ) < /?, entonces la 
serie ( 1 . 41 ) puede integrarse término a término sobre el segmento [0, x]. 
La- serie obtenida como resultado de la integración término a término 
tendrá el mismo radio de convergencia que la serie de partida. 

jiemostiracion . Para cualquier x que satisface una condición 
| x | < R. se encontrará un r tal que | x | < r < R. De acuerdo con 
el lema 2, la serie (1.41) converge uniformemente sobre el segmento 
[— r , r], y, por lo tanto, también sobre el segmento 10, aj. Mas, en 
este caso dicha serie puedo integrarse, debido al teorema 1.8, tér¬ 
mino a término sobre el segmento 10, *]. 

Como resultado do la integración término a término se obtendrá 
la siguiente serie de potencias 

U ,Z + -|-í*+...+^L 

cuyo radio de convergencia constituirá, de conformidad con el teo¬ 
rema 1.14, una magnitud inversa del límite superior de la sucesión 

= (1.44) 

• ” y n 

El límite superior de la sucesión (1.44) es el mismo que en (1.42) l ), 
por lo cual el teorema queda demostrado. 

Teorema 1.17. La serie de potencias (1.41) puede diferenciarse 
término a término en el interior de su radio de convergencia. Una serie 
que se obtendrá por diferenciación término a término tendrá el mismo 
radio de convergencia R que la serie de partida. 

demostración. En virtud del teorema l.y y lema 2, resulta sufi¬ 
ciente demostrar solamente la segunda afirmación del teorema. 

Como resultado de la diferenciación término a térmimo de (1.41), 
obtendremos la serie 

a, + 2 a t -x + . . . 4- n-Un-x"-' +■ 

+ (n + l)-a n+ 1 -x" -i- . . 

cuyo radio de convergencia R (de acuerdo con el teorema 1.14) es 
inverso al límite superior de la sucesión 

í" - (" + 1) I “»n I )• (1.45) 


') Pues, lím » / ñ=l. lira í I a„_, | = Tíiñ "*{ | o„ | = [im [’{ | a n |]” +1 — 

n-oo n-*on n—’T) 

= Íím IV[ a n |). 

n—oo 
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Por cuanto ¡a sucesión (1.45) y la (1.42) tienen un mismo límite 
superior'), el teorema queda demostrado. 

Corolario. Una serie de potencias puede diferenciarse término a tér¬ 
mino, en el interior de su intervalo de convergencia, cualquier número 
de veces. 

Una serie, obtenida por n-ésima diferenciación término a término 
de la serie de potencias inicial tiene el mismo radio de convergencia que 
la serie inicial. 


§ 5. Desarrollo de las funciones en series de potencias 

1. Desarrollo de una función en serio de potencias. 

Definición 1. Diremos que una junción f (x) puede desarrollarse 
sobre el intervalo (—/?, /?), (sobre el conjunto {j¡) en serie de potencias, 
si existe una serie de potencias que converge hacia f (x) en el segmento 
citado (conjunto citado). 

Son válidas las siguientes afirmaciones. 

V. J'ara que una junción f (x) pueda desarrollarse en sene de poten¬ 
cias sobre el intervalo (—M, R). es necesario que dicha función tenga 
en el intervalo citado derivadas continuas de cualquier orden -). 

En efecto, una serie de potencias puede diferenciarse término 
a término, en el interior de su intervalo de convergencia que en todo 
caso contiene el intervalo (— R. R). cualquier número de veces, con 
la particularidad de que todas las series obtenidas en este caso son 
convergentes en el interior del mismo intervalo de convergencia 
(teorema 1.17), 

Pero, las sumas de las series obtenidas por diferenciación cual¬ 
quier número de veces representan (en virtud del teorema 1.15) 
funciones continuas en el interior del intervalo citado de convergen¬ 
cia y, por lo tanto, son continuas sobre el intervalo (— R, R). 

2°. Si una función f ( x ) se desarrolla sobre el intervalo (— fí. R) 
en serle de potencias, se lo puede hacer sólo de un único modo. 

Efectivamente, supongamos que la función / (*) puede ser de¬ 
sarrollada sobre el intervalo (-R, R) en la serie de potencias (1.41). 


1 1—lira ""i | fl n |= lim IV I „a |J n *’. 


’) Pues, lim j' n-f 1=1, li «i Y\< 

H — OO Tt-OO 

— lim y' l a n | . 

n—vB 

2 ) Observemos que existen funciones que tienen en el intervalo (— fí, fí) 
derivadas continuas do cualquier orden, pero no son d osar rol lables en dicho 
intervalo en serie de potencias. Como ejemplo de tal función puede servir 


- l/x* 


'«={ o 


para í ^ 0 . 
para 0. 


§ 5. Desarrollo de las (unciones en series de potencias 


47 


Al diferenciar la serie indicada término a término n veces (lo 
que puede realizarse a ciencia cierta en el interior del intervalo 
(— H y /?)), obtendremos 

/<"> (z) = a„-nl + a n+l -(n + 1)1 z + ... 

De aquí, para z = 0 encontramos 


o bien 


/'"> (0) = «,-n! 


Un 


/<’’> (0) 
«I ‘ 


( 1 - 40 ) 


Así pues, los coeficientes de la serie de potencias (1.41), en la 
que puede desarrollarse la función / (z), se definen unívocamente por 
la fórmula (1.46). 

Supongamos ahora que la función / (z) tionc sobre el intervalo 
(—11, II) derivadas continuas de cualquier orden. 

Definición 2. La serie de potencias (1.41), cuyos coeficientes se 
definen mediante la fórmula (1.46), se llama serie de Taylor de la 
función ¡ (z). 

Lo afirmación 2 o nos conduce a lo siguiente: 

3 o . Si una función f (z) puede ser desarrollada sobre el intervalo 
(—11, II) en serie de potencias, dicha serie es serie de Taylor de la fun¬ 
ción f (z). 

Enunciemos, para concluir, la siguiente afirmación que se deduce 
directamente del § 14. cap. 8. v. I. 

4°. Para que una fundón f (z) pueda ser desarrollada en serie de 
Taylor sobre el intervalo (— H, U) (sobre el conjunto {z}), es necesario 
y suficiente que el término residual en la fórmula de Maclaurin para 
esta función tienda a cero sobre el Intervalo mencionado (conjunto 
mencionado). 

2. Desarrollo de algunas funciones elementales en serle de Taylor. 
En el v. I (véase p. 2, § 15, cap. 8) se ha demostrado que los térmi¬ 
nos residuales en la fórmula de Maclaurin para las funciones e', 
eos z y sen z tienden a cero en toda la recta infinita, mientras que el 
término residual en la fórmula de Maclaurin para la función 
ln (1 -|- z) tiende a cero sólo sobre el sem¡segmento —1 < z ^ -5-1. 

En vista de la afirmación 4° del punto anterior, estos razonamien¬ 
tos nos llevan a los siguientes desarrollos: 


**- 4+2 

n— 1 


00 

Cosz = 1+2 
n=l 


(-ti"*»" 

( 2 nll ’ 
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sen x 


S (_l)n x tn + i 
naO 


]u(i+i)= 2 

n —1 


i —i )' 1 * 1 x n 
n 


Los primeros tros de los desarrollos citados convergen para todos 
los valores de x, y el último, para los valores de x pertenecientes al 
semisegmento —1 < r 1. 

Detengámonos ahora en un desarrollo en serie do potencias de la 
función (1 + x) a , o en la llamada serie binomial. 

Si / (x) = (f + r)“, tenemos 

/**> (*) = o (« — 1) (a — 2) . . . 

...(a-n + lHH 


Por eso, la fórmula de Maclaucin con el término residual en forma de 
Cauchy tiene por expresión (véase v. I. cap. 8, § 14) 




' t + 2 ° 11 ^ + ^n-e, (*), (1.47) 


donde 


#=i 


(*> = iL =r !: - *~ l • r 1 (0^) = 


( 1 — 01 " 


,j<»+«).a(a—1) ... (a — n) (1 + 6-r)“ 


(^|) n -.ad+flxr 1 .^- (1.48) 


(0 es un número del intervalo 0 < 0 < 1). 

Cerciorémonos al principio de lo que para a > 0 el término re¬ 
sidual 7fn+i (x) tiendo hacia cero (con n oo) en cada punto del 
intervalo — 1 < x C 1. 


)’} 


nunca 
sucesión 


[. 1 — 0 

En efeclo, todos los términos de la sucesión { . . „ 

111 + 0x 

sobrepasan la unidad en el intervalo citado; la 
{ 1, 1 ' ffi ~ n 2 | > " (a ~ "* } es acotada para cualquier a>0 fijo 1 ); 

el número a (1 + está definido para cualquier a>0 y para 

todo a: del intervalo —I<z< 4 - 1 ; por fin, la sucesión {x ,,+i } 
es infinitamente pequeña para cualquier x del intervalo — 1 < ar< 1. 


*) Todos los elementos de esta sucesión están acotados en módulo por el 
ñero -Í2— H |g ~^j •: (« — [ap ^ donde (o) es la parte entera de a. 
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Asi pues, el término residual /?„+, (a-) tiende, un virtud de (1.48), 
a cero, cualesquiera que .vean a ;> O fijo y J de! intervalo —1 < •r < 

< I. 

l’or consiguiente, debido a (1.47), cuamk> ce 5* 0, en cualquier 
punto del intervalo —1 x <1 es válido el desarrollo 


(i H r“) — 1 + S 


n la— 1 ) ... |g — h j-ii 


(1.49) 


Dt'innslromos, a Ilota, que cuando ce 4- o, la serte en el segundo miembro de (1 .49) 
converge nntjurnieincnte hacia la función (I -f- 4 a sobre el srgmcnln cerrado 
- I ■--» rsC 1. 

Kn cualquier punto del resínenlo mencionado esta serie inietle mayoraroo 
por I* supliente serie iiunu'rieii 

S — 1 l1 ~ — 1 "• (I SO) 

*-1 

De acuerdo con el cnleiiu de \V eierslrass. 11,11,1 ole Mecer convergencia 
uallornie -ubre el .segmento I 6 , i e; I di' l.i soné que figura eu el si'gundu 
miembru de ( 1 . 49 ), liuftla demostrar convergen, la de la serie mayoranle (l.á'll 

Deuolemos ron ;> e el A'-ésimn léuumo de la serie' li Vi Obleudremos para 
tollos los I- suficientemente grande* 


l'i., _ *—■» . 

p, — 14 I *+1 ' 


(1 51) 


De ln fórmula fl.fil) ~e delinee que 

lim k (1 — ") .*|l-,-ai lim —£-K.(d-a l, 

k-.v. \ l . / !,-*■ A j I 


oh ilccir, la serie ll bU) c*» vonvviiP'iiU». en virtud ilvJ critriio rie Itauilx* fv(■<(*•’ 
v. II. cm|>. 4, $ 2, p :,i. 

f on olio quedo demostrado «|n< . t tundo a j> u, lu «'Mr que ntfiiiu en el 
segundo miembro «le ll.4'.»i convergí' tiniforuiunirnlc *obr<: el «egnicnto 
— 1 t’y I. lloxU jMir doniiV'tr.ir une ln serie mcutíoii.ida convergí» -obre e! 
«aginen lo — x*i i tac i.i I» Función (1 i x)*. 

Kn virtud do lo dornoal red«. mó** ¡uiilw. l;i suma de la sorie mencionada 
S (;t) > ln función (1 -+- r) a emuctden rn todo punto sobre «l Intervalo — t*-. x <T I. 
Además, ambas Iuiu iones, .v lr\ \ (1 i- /I a , wn continuas rn A scpmentu — I 
< r *£ 1 (U funrióii Ir) o*, «ontinn.i. pues representa ln mi mu de ln “erio lon- 
vcrtrenle compuesta j»or ln* fiiueiones •'onfimia*; ln ion litiuul.nl de l.i función 
(1 -|- x) a para a ■> i.» es obvia). 

Pero, en tal caso, los valore* de la» funciones $ ir) y (I b en las puntos 
X = —1, y r - 1 b*»n «ir coincidir, es decir, ln «ene en el «egundo miombro 
de ti.40) es uniformemente ronverficuta luiría il -J- XI er -obre el segmento cerra¬ 
do —1 < 1. 

3. Nociones elementales sobre las funciones de una variable 
compleja. Se bu «otado más arriba que al caso de la serie de potencias 

4-MÍO 
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respecto <le la variable compleja z 

°o + °i z + “¡z* + ... | a„z" + . . . 
se extienden los teoremas 1.13 y 1.14 (sobre la existencia y valore? 
del radio de convergencia). Las series de esta índole se utilizau^par» 
definir funciones de variable compleja z. 

Las funciones <■', eos z y sen z de la variable compleja z se definen 
como sumos de las siguientes series: 

«*-l+2-£. <1.02.1 

71=1 


1 + S 

Tlm | 


< —1)" 
i2>"i 


s 


<—li¬ 




li.53) 


(1.54) 


Es fácil comprobar que las tres series mencionadas convergen nbso- 
lulnmonte para todos los valores de s (su radio de convergencia es 
fí oo). 

Establezcamos ahora la relación existente entre las funcione? 
e\ eos z y sen z. 

Al sustituir en la fórmula (1 52) z por iz, obtendremos 

,-,.«+tt + jy + iy .■$ nf, ..._ 

= ( 1— •••) +l ( t ~ÍT" i. l— •••) • " 55t 

Al cotejar el segundo miembro de la igualdad (1.55) con los de¬ 
sarrollos (1.53) > (1 54), llegamos a la siguiente fórmula notable: 

e ,z ■= eos z -j- i •sen z. (1.56) 

La fórmula (1.56) desempeña un papel fundamental en la (eoría 
de funciones do la variable completa y se denomina fórmula de Euler 

Atribuyendo a la variable z en la fórmula de Euler el valor de un 
número real x, y luego, el del número real —a. obtenemos las siguien¬ 
tes dos formulas: 

C' — eos x !- t-sen x, 
e~ ,x = eos x — i sen x 

Al sumar y restar estas dos fórmulas, obtendremos fórmulas que 
expresan cosa: y sena: en términos de la función exponencial: 

( <0*4 

I í*f)C 7* — 


2 

e*'—r 


(1. 57) 
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Detengámonos cu conclusión en lo definición «lo función logarítmica «e = 
= lns «le la variable compleja z. Picha íuncñín se «lefine naturalmente como 
función inversa ilu la función exponencial, es decir,a base de la relación i — e w . 
Al asumir u = u -- lu, z - x -¡- iy, propongámonos el objetivo de expresar 
« > v en términos .le t — * t ty- 

üe ln corrclafióti 

s — x ly — f**'-- (eos o -(- i seo e) 

obtendremos. Iiactcndo uso del concepto de módulo y argumento de un número 
complejo (véase fórmula (T.fil .leí v f|, 

1=1 = l »*•' y 2 - c u . argr—p—2rt<. 

donde 

k =- 0. il. dr2. . .. 

De las últimas igualdades encontramos que 
u=-ln |x| — ln V’*’d-y*. 
y=-.*rgj-).2rt(< it —0. ±1, ! 

o bien, en definitiva 

ln s o ln I i | + l larga ¡ ink), donde * — Ú. jz I. ±'¿, ... ti 581 

La formula (1.58) enseña que la función logarítmica en uu campo voiuiilejo 
no es univoca', su parle imaginaria tiene, para el mismo valor do c. una infinidad 
de valores correspondientes a diferentes * = 0. ±1. d 2. 

Es fácil comprendei que la situación análoga tendrá lugar también al defi¬ 
nir en un campo complejo funcione» trigonométricas inversas. 

4. Aproximación uniforme de una función continua medíanle 
los polinomios (teorema de Wpierstrass). Eli este punto demos¬ 
tremos un teorema fundamenta) que se debe a Weierstrass y que loo 
enunciado por él en 189.V 

Teorema I.IS (teorema de Weierstrass). Si una función f í.r) 
es continua en el segmento la, i»], existe una sucesión de polinomios 
{!>,, (x)} que converge uniformemente sobre (a. fc] hacia la función 
f (x), es decir, para cualquier e >■ 0 se encontrará un polinomio (a) 
con el número n (dependiente sólo de e) tal que 

I (*) — /(*)!<*» 

simultáneamente para todos los x del segmento |a, ó]. 

Ilícito de otro modo, una función / (x). continua sobre el segmento 
la. fc], puede ser untformementr aproximada sobre dicho segmento me¬ 
diante un polinomio con la exactitud t prefijada con anticipación. 

demostración Siu limitar la generalidad de nuestros razona¬ 
mientos, podemos examinar el segmento (0. 11*) en lugar del seg¬ 
mento (a, ól. Además, es suficiente demostrar el teorema para una 
función continua f (x) que se anula en los extremos del segmento 
10, 11. es decir, que -satisface las condiciones / (0) = 0. y / (1) = 0. 
Efectivamente, si la función / (x) fallase a satisfacer estas condiciones, 

‘1 Puesto que uno de estos segmentos se transforma en otro medíanlo una 
sustitución lineal i = th — a) l + a. 

4 > 



1 Sucesiom»* y sorn-^ limo ion ilcs 


r.2 


entonces. ni poner 

HU) -f(*) — fV >)— x 1 / 11 ) — /(0>J. 
obtendríamos una función g (x) continua sobre el segmento |0, 11 
que satisfaga las condiciones g (0) - 0 \ g (l) — ti, mientras que- la 
posibilidad de representar g lx) en forma del límite para una sucesión 
uniformemente convergente de polinomios nos permitiría llegar 
a una deducción de que / (z) es también represen labio oji forma del 
límite de una sucesión uniformemente convergente de polinomios 
(ya que la diferencia / ( x) — g (z) es nn polinomio do primer grado) 

Así pues, admitamos que la función I (x) es continua sobre el 
segmento 10. 11 y satisface las condiciones / (O) — 0, j (1) = t*. 
Tal función / (x) podemos prolongarla a toda la recta infinita, ha¬ 
ciéndola igual a cero fuera do los márgenes del segmento 10, II 
y afirmar que la función prolongada de la manera aducida es uni¬ 
formemente continua en toda la recta infinita. 

Veamos la siguiente sucesión concreta do polinomios no negativos 
de grado 2n: 

Q,>(x) -c a ( 1-*T <«- l. 2. ...). (150) 

en cada uno de los cuales la constante c„ está elegida de mi modo 
tal que se cumpla la igualdad 
i 

$ Q.,U)ilx = I (n 1.2. íl.'lO) 

-i 

Sin calcular el valor exacto do la constante c„, estimémosla supe 
nórmente. 

Con oste fin notemos quo para cualquier número u 1,2,... 
y para todo .r del segmento 10. 11 se verifica la desigualdad ') 

(l — x*)" :> 1 — »x 5 . (1.61) 

Aplicando la desigualdad (1.61) y teniendo presento que l'| n í¿. 
<1, tendremos para todo n > 1: 

i i 

^ (1 — z 1 )" dz 2^(1 — x*)" di > 

-i a 

I t'*á 1 iV " 

>2 J (I —r s ) , dx>2 J (1 — iiar*)rfr j-^-=->-i-. (102) 
u a 

Do las fórmulas (1.59), (1.C0) y (1.62) concluimos quo para lodos 
los números n — 1, 2, ... es válida la siguiente estimación supe- 

'l Esta desigualdad se deduce de lo que pura cualquier t una función 
q ú) - (1 — J?)" — (1 — nj‘) es en negativa en lodo i'unla del tegmento O <■ 
< ieg i. pues dicha función se anula cuando r -- II y tioun en cualquier punto 
del segmento citado derivada no negativa if' i» 2nr |i — (1 —**V" - T 
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rioi pura la concia rile e„: 

(,<N. (1.83) 

Di> (1.83) y (t.íi'J) se deduce quo. cualquiera que sea 8 > 0, 
para lodo ,r del segmento 6<x<l se verifica la desigualdad 

0 < Q n U) C | ñ (1 - 8 ; ) ‘. (1.84) 

De (1.64) se desprende que. cualquiera que sea 6 ;_> 0 ///o, la suce¬ 
sión ríe polinomios no negativos ((!„ (x)} es uniformemente convergente 
hacia cero sobre el segmento li ^ 1 l ). 

rengamos aliovn para torio x del segmento ll sr; .r s;; 1 

¡¡ fí* + l)Q„Uidl (1.63) 

y cerciorémonos de que para cualquier « 1. 2. ... la [unción 

(x) es un polinomio de ’ln-ó simo grado, con la particularidad de 
'■l'io {/’„ (x)) es precisamente la sucesión Imsciida de polinomios uni¬ 
formemente convergente solire el segmento II x <’ I Inicia la fun¬ 
ción f (x). 

'I a que la Función analizarla / (x) es igual a cero fuera de los már¬ 
genes del segmento |D, ll, para cualquier x del segmento 10. fl 
la integral (1.6. r >) puede escribirse en la forma 

i >• 

/'.,fn ij flx + l)Q,.(t)rlt. 

■ X 

Sustituyendo en la última integral la variable t poi la t — .r, 
Coniuniqnémosle mui fiama 

I 

/'-('I- ^ / {l)Qi(t — Xlíft llalli 

•> 

De (1.60) y (1.35*) se pone claro quo la función /’„ (x) representa 
un polinomio de 2w-ésimo grado. 

Kesta por demostrar que la sucesión {/’„ (x)) es uiiiformemeiile 
convergente sobre el segineulo 0 ^ x 1 liar ía la función / (x). 


‘.I Kfcclivnriieme. es siilicicnlc demostrar que la sucesión a„ 
l l - 8V* - Vb cnvcrui luiría ver», lo •|iu > «¡o ili’ilnce, por (•joinpl>*. il«» «|u«* 

M 

ln «orio "Sj n n CoiiviT^n- i l « nicho de CjiucIiv teorema ill del 

v II) por cuanto 

linr'i -i— 11--ñ*l l<m -íl — ó 2 )*- 1. 
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Fijamos arbitrariamente f ;>■(). Par» « fijo existe, por ser / (x) 
uniformemente continua cu toda la recta infinita, un 6 ;> 0 tal que 

I í < jr ) —f(y) I j para | x — y | < 6. (1.07) 

Además, puesto quo / (j) es continua sobre el segmento [0, 11, 
será un adición acotada cu el mismo, y, por consiguiente, en todo 
punto de la recta infinita. Esto quiere decir que existe una constante 
A lal que para cualquier x se verifica 

l/(x)|</l. (1.68) 

Haciendo uso de (t.UO). (1 64). (I 67), (1.68), y teniendo pré¬ 
senle que (I (x) es no negativo, estimemos la diferencia /'„ (x) — 

— / (x) 

Para lodo x del segmento l) x r' 1 tendremos 
1 

I/'«(■»•)-/(*) 1 =| $ |j(. ■ t)-/u)K>„(0df[v. v 

I -f* 

i'íji \fU+t)-IUi\Q,Midt-¿2A\ Q„ (f (til -1 

-1 -I 

* 1 

•I + í Q„ (/,<// <4.4 1' ñ-(l-6*)‘+y. 

-f i 

Con el luí de finalizar la demostración del teorema, basta obser¬ 
var que para todos los números n suficientemente grandes se verifica 
la siguiente desigualdad 

4A J. ñ(l — ó*j" < y • 

Corolario. Si no sólo la propia ¡unción / (x), sino también las deri¬ 
vadas suyas hasta cierto orden k inclusive son continuas sobre el seg¬ 
mento 10, 11 ’), existe, entonces, una sucesión de polinomios {P n (x)l 
tal. que cada una de las sucesiones {/'„ (x)}, {P'„ (x)}, . . ., {/>(*> (x)J 
converge uniformemente sobre el segmento 10, 1 1 hacia f (x), f (x), . . . 

. . /<*’ (x), respectivamente. 

En efecto, sin perder la generalidad de los razonamientos, pode¬ 
mos considerar que cada una de las funciones / (x), /' (x), 

. . /i*» (x) se anula cuando x = 0, y x = i *). mas, en estas con- 


l ) En lugar de |0, 1 1 podemos tomar, por supuesto, la, él. 

¡ i Si la lunciñn / (a) fallara a satisfacer estas condiciones, encontraríamos 
un polinomio /’/, (x) ilo 2n-ésimo grado de lal género que para la función g (i) 

■ 1 1 » — p k (>i estas condiciones se cumplan. 
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iliciones la función / (x) puede ser prolongada a toda la recta infi¬ 
nita, suponiéndola igual a cero fuera de (0, 11, de modo que la fun¬ 
ción prolongada y todas las derivadas suyas de orden hasta el /(-ésimo 
inclusive resultarán ser uniformemente continuas en toda la recta 
infinita. 

Pero, en este caso, ul denotar con P n (x) ol mismo polinomio 
(1.60) que se trató más arriba, v al repetir los razonamientos aducidos 
en la demostración del teorema 1.18, demostremos que cada una de 
las diferencias 

Pn (*) ~ 1 (*). Pn <x) - f (X) .P<*> (X) - f*« (*) 

es una infinitésima, uniforme con relación a x sobre el segmento 
0 < x :£[ 1. 

onsERV ación i. La demostración expuesta so generaliza con 
facilidad al caso de una función de m variables / (r,. x m ) 

continua en el cubo m-dimensional 0 <z, < 1 |i - 1 , 2, ., m). 

Poi analogía completa con el teorema 1 18 se demuestra que para 

tal función / (x¡. x 3 . x m ) existe una sucesión de polinomios 

de m variables x¡. . . * m que es uniformemente convergente 
hacia dicha función en el cubo m-dimensional. 

UUSLKV ACION i Obserumos que los polinomios que ligimin en <d teore¬ 
ma I IS pueden mt .sustituidos por las [unciones de un l¡j-o mas general, coiikm- 
vando intacta la afirmación sobro la posibilidad de aproximación uniforme 
mediante tales buicionus da cualquier función continua / 

Convengamos cu denominar Algebra una letalidad arbitraria A de funcio¬ 
nes definidas sobre cierto conjunto E. si l ) i) f + g ( A . 2) tg € A i 3) a-/ ¿ A 
para t 6 A y g ( A arbitraria- y para cualquier a reíd. 

Dicho de otro modo, álgebra es totalidad de funcione- cerrada con relación 
a lu tumación y a multiplicación de funeiones y a in multiplicación de las funcio¬ 
ne- por los números reales 

SI para cada punto r ikl conjunto h. existe cierto función g £ A tal que 
A* (ai «a 0. suele decirse que el álqebrn A no desaparees en ningún nimio 1 del ron - 
junio E. 

Je dice que una totalidad A de funciones definidas sobre el conjunto E separa 
Ion punios del con)nulo K. si luirá cualesquiera puntos diferentes r, y x¡ del 
conjunto meucionado se encuentra una función de ,1 tal quo ) (¿,) =* / (*„>. 

Tiene lugar la siguiente dltmación notable llani ela teorema ir Weterstrass— 

Store *í. 

Sen A un álgebra de iunciones . continuas sobre el conlunto compacto E *), la 
que separa los puntos del conjunto A y no desaparece en ningún punto de este conlun¬ 
to Fnlonces, toda función 1 (al, continua sobre el conlunto £. puede ser representada 
en tormo del límite de n na som/óii de funciones del ¡Ugehra A uniformemente 
conecrgente. 


'i Recordemos que el símbolo I f d denota la pertenencia de i a A 
: ) M. Stone es malemático contemporáneo norteamericano. 

3 i Recordemos que coiu|iacli. se llama un conjiiiitn .notado cernido. 





Capítulo 2 


INTEGRALES DOBLES E INTEGRALES 
N-MÜLTIPLES 


J5n el v. 1 so han analizado problemas físicos y geométricos que con 
(lucían al concepto de integral definida simple. 

Como problemas lipo do este género intervienen el problema de 
cálculo (lo la masa de un vastago no homogéneo a base de la densidad 
lineal conocida del vastago citado y el do cálculo del área de un 
trapecio curvilíneo (es decir, dol área que so dispone por debajo do 
la gráfica de la función no negativa y / (a-) sobro el segmento 
|«. 6 ]). 

No es difícil indicar problemas «iiniltidiinensionalos» análogos 
que conducen al concepto de integral doble o integral triple. 

Por ejemplo, el probloma de cálculo de la masa do un cuerpo no 
homogéneo T según la densidad volumétrica conocida p (.1/) do 
este cuerpo nos lleva, naturalmente, al concepto de la integral 
triple. 

Al objeto de calcular la masa del cuerpo mencionado T, dividá¬ 
moslo en secciones suficientemente pequeñas 7\, 7’ 2 , .... 
Podemos considerar aproximadamente que lo densidad volumétrica 
p (Jif) de cada sección T,, es constante o igual a p (Mi,), donde ,\f h 
es cierto punto de la sección T k . En esto caso la masa de cada sección 
1\ será aproximadamente igual a p (.V/,.)-r», donde v>, es el volumen 
de la sección 7\. 

151 valor aproximado de la musa de lodo el cuerpo T sera igual 
a la suma 

2 pMHv 

i,-i 

Resulta natural que el valor exacto de la masa esté definido como 
límite de la citada suma cuando cada sección 7'» disminuye inde¬ 
finidamente ‘). Precisamente este límite puede tomarse por la defi¬ 
nición de integral triple, extendida al campo tridimensional T, 
de la función p (M). 

De nn modo sumamente análogo puede examinarse el problema 
geométrico sobre el cálculo del volumen del llamado cilindro ron 
fondo encorvado (es decir, volumen del cuerpo que está expuesto 
en la fig. 2.1 por debajo de la gráfica de una función no negativa 
z = / (*, ;/) en cierto dominio bidimensional D). Este problema 


‘j Por supuesto, couviene precisar el término «disminución indefinida*. 
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*5 i. Definición y existencia de la integ ral iliáilc 

conduce «1 concepto de iriterral doble de la función / (x, y) extendida 
a) dominio bidimension.il D 

En el presente capítulo si* expone la teoría de las integrales 
dobles, triples y, en general, de integrales n-múltiples. 

t’ara el empleo más efectivo de la analogía con la iiilogral simple, 
introduzcamos primero el concepto de integral doble para un rectán- 



Wg. 2.1. l ig. 2.2. 


guio y sólo luego, de la integral doble extendida a un dominio arbi¬ 
trario tanto con ayuda de la partición rectangular, como mediante 
partición arbitraria del campo inencioiindo. 

$ I. Definición y existencia de la integral doble 

I. Definición de la integral doble para rectángulos. Admitamos 
que una función arbitraria / (j. ;/) está definida en lodo punió sobre 
el rectángulo H — [a x sg AMe ^ // =5 tfl (fig- 2 2). 

Dividamos el segmento « S' a < h en ii segmentos parciales con 
ayuda do los puntos a x„ <í| <7 x¡ -' ... <Zx„ h, y el 
segmento f ^^ lí. en p segmentos parciales con ayuda do los 
puntos e y„ C ¡h C y t < ... < Vii <1. 

A la partición citada mediante unas rectas paralelas a Jos ejes 
Ox y Oy (véase fig, 2.2) le corresponde la partición del rectángulo H 
en «-/i rectángulos parciales 

J<i,i I -D,-i < -r -o. I • I Vi- 1 ^ V Vil (k- 1.2 . ». f-*i.2 ./>). 

La partición mencionada del rectángulo H se designará con el 
símbolo T. 

Eii este capítulo por término «rectángulo» se entenderá siempre 
un rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados. 

Elijamos en cada rectángulo parcial /?y,i un punto arbitrario 
(£,,. tu). Al poner \x,. - x k Ay, — y, — denótenlos 

con \/¡,,¡ el área del rectángulo /f»,|. Es evidente que A/?m - x 
> Agí- 
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Cap. 2. Integrales dobles y n-múltiplcs 


Definición I. Un número 
m r 

o= S i( S /<s*. m)- v<*i C--D 

SÍ llama suma integral de la función / (x, y), correspondiente a la 
partición dada T del rectángulo H y a la elección dada de los puntos 
intermedios (¿j,, i|,) en los rectángulos parciales de la partición 7. 

La diagonal V (Ax*) s + (Ai/,)* so denominará diámetro del 
rectángulo fl kl . Con el símbolo A se designará el mayor de los diá¬ 
metros de todos los rectangulos parciales R¡, 

Definición 2. til número l se llama limite de las sumas integrales 
(2,1) con A -r 0, si pura cualquier número positivo e puede indicarse 
tul número positivo 6 que para A 6 se verifica la desigualdad 

| o — / | < e, 

cualquiera que sea la elección de los puntos (i,., >|,) sobre los rectángulos 
parciales /i*,. 

Definición 3. Una función f [x. y) se llama mlcgrable (según 
IItemann) sobre el rectángulo II, si existe un límite finito f de las sumas 
integrales de dicha función para A --*• 0. 

El limite mencionado I se denomina inlegial doble de la función 
I (x, y) extendida al rectángulo R ij se denota por uno de los siguientes 
símbolos: 

í= ' U ’ y> ^ du 1 \ \ / dn - 

i> * 

observas (ON Al igual que en el caso de una integral dciinida 
simple, (véase v II, cap 1, § 1), se establece que cualquier función 
/ ( x , y), integrable sobre el rectángulo H, es acotada en dicho rectán¬ 
gulo. 

Esto nos presta los fundamentos para analizar en adelante sola¬ 
mente funciones acotadas f ( x , y). 

2. Existencia de la integral doble para un rectángulo. La teoría de 
Darboux, desarrollada en el cap. 1, v. II para la integral definida 
simple, os complotainenlc aplicable para el caso de la integral doble 
en uii rectángulo R. En vista de la citada analogía, limitémonos 
a esbozar un esquema general de razonamientos. 

Sean A/*, y m h¡ la cota superior exacta y la cola inferior exacta, 
respectivamente, do lina función /(x, y) sobre el rectángulo parcial li ht . 
Compongamos dos sumas para la partición dada T del rectángu¬ 
lo R: 

una superior 

S= S f. 

A=l /-I 
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y otra inferior 

¿ w*i-AR| 

*-=i i—i 

Resultan válidas las siguientes afirmaciones (cuya demostración 
es completamente análoga a las demostraciones aducidas en el p. 2, 
§ 2, cap. 1, v. II). 

1°. Para cualquier partición fija T y todo e >0, las puntos interme¬ 
dios (| (l . r| ( ) en los rectángulosparciules H„i pueden elegirse de un modo 
tal que la suma integral ex satisfaga las desigualdades OsJ S — a < s. 

I.os puntos (Ei,, »ii) pueden también elegirse de tal modo que la suma 
mtegial satisfaga las desigualdades 0^0 — S C e. 

2°. Si una partición T' del rectángulo R se ha obtenido por adición 
de unas rectas nuevas a las que forman la partición T, entonces la suma 
superior S' de la partición 7" no sobrepasa la suma superior S de la 
partición T , mientras que la suma inferior s' de la partición 7" no es 
menor que la suma inferior s de la partición T. es decir, 
s<~ 

8", Sean 1" y T" cualesquiera das particiones del rectángulo R 
liulouces, la suma inferior de una de estas particiones no sobrepasa la. 
suma superior de la otra A saber, si S' y S" son sumas inferiores 
y superiores, respectivamente, de las particiones T y T", entonces 

s'<S\ s'sgS'. 

Un conjunto {.>’} de sumas superiores de una función dada 
f (x. y) para toda clase de particiones del rectángulo R está acotado 
iriferlormente. Él conjunto (4 de sumas inferiores está acotado superior¬ 
mente. De este modo existen unos mlmeros 

7 =* inf (5), / = sup {»•}, 

llamados integrales de üarboux. superior e inferior, respectivamente, 
(de la función f (x, [/)) extendida al rectángulo R 

¿s fácil convencerse de que í /. 

.V, Supongamos que la partición T' del rectángulo It se ha obtenido 
a base de La partición 7 por adición a la última de p recias nuevas, 
y sen s', S' y s, 5 las sumas inferiores y superiores, respectivamente, 
de las particiones T y T 

Entonces, para las diferencias S — S' y s' s puede obtenerse 
tina estimación cuyo valor depende del diámetro máximo A del rectángu¬ 
lo parcial de la partición T. del número p de rectas añadidas, de las 
colas exactas XI y m de la función f (x, y) en el rectángulo It y del 
diámetro d del rectángulo R. 

A saber, S — S' z. (V — m)-p - A <¿, 
í' — s£- {M — in)-p-X-d. 
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ü 1 '. Las integróles de Darboux superior <- inferió /, fe /, de lo fu/i- 
i•ion / U- U) extendidas al rectángulo K son limites de las sumas superio¬ 
res e inferiores, respectivamente, /mío A—<- (I *) 

De las propiedades l”—6 5 se deduce id siguiente teorema funda¬ 
mental 

Teorema 2.1. Tara que una función / (x, y) acolado sobre el rectán¬ 
gulo K seo integrable en dicho rectángulo, es necesario ij suficiente 
que con todo e ;> 0 Se encuentre tal partición T del rectángulo /{, para 
la cual S — s c" e. 

Al igual que en el cap. I, v. II, el looreraa 2.1 permite, siendo 
analizado en conjunto con el Icocuma do continuidad uniforme de la 
Función, indicar las clases más importantes de filneiones intcgraldos. 

Teorema 2.2- Cualquier función f (x, y) continua en el rectángulo ll 
está Integrable en dicha rectángulo 

Definición /. Llamemos figura elemental o mi cor Junto de puntox 
que representan una suma del número finito de rectángulos (cuyos lados 
son paralelos a tos ejes Ox y ti y) 2 ) 

Definición 2. Diremos que una función f (j , y) posee en el recia líga¬ 
lo H (en un dominio cenado arbitrarioD) la I-propiedad, si: I) f (x, y) 
está, acotada en el rectángulo H (en el dominio D): 2) para lodo t "> 0 
elisie una figura elemental que contiene linios las puntos y lineas de 
discontinuidad de la función f (x. ¡i) y que tiene área inferior o e. 

Teorema 2.11. Si una función / (r, y) posee en el rectángulo H la 
f-propleilad. sera integrable en dicho rectángulo. 

lili demostración de los teoremas 2.2 \ 2..'i es completamente 
análoga a la quose uso bu al demostrar los teoremas 1.3 y 1.4del\ II, 

3. Definición y existencia de la integraI doble para un (Iniiiiiiio 
arbitrario. En el p. I, § 2, cap. 2, v. II so lian introducido los con¬ 
ceptos de cuadntlnlidtul y de áren de »mi figura plana// Estos concep¬ 
tos so extienden sin cambios algunos al caso del conjunto acotado 
arbitrario Q de puntos del plano. 

En todas las definiciones y afirmaciones del punto mencionado en 
lugar de la figura Q puede estudiarse el conjunto acolado arbitrario Q. 

En el mismo punto se ha dado la definición de una curva (o de 
froatora de la figura) del área cero. Llamamos 1' curva del área cero , 
si para cualquier f >0 existe un polígono que contenga todos Jos 
puntos de 1' y que tenga área menor que t. 

■) El concepto do sumas superiores e inferiores «o define sumamente igual 
que el de sumas integrales. A saber, olnúmero 7 se llama limite de las sumas 
superiores .1 para A — n, »i con todo g>0 puedo indicarse tal 6 5- " que 
I A — / | < g, cuando A < ó. 

3 ) Observemos que la suma de uo uúmero finito de rectángulos (completa- 
monte arbitrarios y con lodos paralelos a los ojos Or y Oy) es representa Ido en 
forma de la suma, laminen de un numero finito de rectángulos (cuyos lados son 
paralelos a los ejes mencionados) privados de los pítalos interiores comunes. Pof 
eso, en la Uefimción ) pueden tomarse los rectángulos, tanto aquellos que tit¬ 
ilen puntos interiore-- comunes, como también aquellos que no los tienen. 




Notemos que en esta definición el término «polígono» se lo puedo 
sustituir por n) término tfigura elenienlal». Esto se deduce do lo 
que inda figura elemental es un polígono, y cualquier polígono de 
.ir. a menor que el número r está contenido dentro de la figura ele¬ 
mental cuya área es menor que el número 8e '). 

Ks fácil demostrar la siguiente afirmación. 

Si L' es una curra del urca cero y si el plano está cubierto con una 
red cuadrada de paso h, entonces, para lodo p>0 reiste un h > (I 
tal que la suma de úreas de lodos los cuadrados que tienen con 1’ puntos 
comunes es inferiói a e 

En efecto, para cualquier e > 0 se puede fijar una figura olornen- 
Uil l> que contieno I' dentro de sí y que tiene área menor que e/4. 
Nos resta señalar que -si el paso h de 
la red cuadrada es suficientemente " 
pequeño, todas las cuadrados que tie¬ 
nen coil f pitillos comunes están con¬ 
tenidos dentro de una figura elemental 
que so olitione como resultado de 
sustituir cada rectángulo de Q por un 
rectángulo dos veces mayor ron el 
mismo centro 

Subrayemos que la clase de cur¬ 
vas dol úrea cero es bastante amplia. *''K- 

\ esta clase pertenece, por ejemplo. 

cualquier curva rectificable (véase el teorema 2.i!. ' II). 

Pasemos, ahora, a la definición dr integral doble para un dominio 
bidimensinnal arbitrario ll % 

Sea O un dominio acotado cerrado cuya frontera I es de! area 
cero, y sen f (ar. )/) una función arbitraria definida y acolada en el 
campo L). 

Designemos con II cualquier rectángulo (con lados paralelos a los 
ejes coordenadas) que contenga el dominio D (fig- 2..Í) 

En el rectángulo II definamos la siguiente función: 



/• le. y) 


/( j, ,/) en ios puntos del dominio O. 
O en los demás puntos de II 


b En efecto' li un iiotiguno e> igual a I.' suma finita .le Iriámodos. 2| oadn 
triángulo e' igual a l.i suma lo diferencial de des triángulos rerliingiilnitt!; 3) un 
triángulo rectangular está roiitenidn ni un rectángulo coya urea es (ios vtn~ 
mayoi ti cualquier rectángulo es igual a la suma de un número finito do cn i- 
lirado* v un rectángulo en -I qo. la refarióii de sus lados está encerrada entre I 
v 3. Si malquier cundrado está contenido dentro de otro cuadrado cuyos lado» 
son paralelos a lo- ejes 'h <)y. \ cuya área es dos veces mayor en com|iaiar 
cfin la del cu,elnido priiuiro r.) t.sio rectángulo con relación de los lados encerra¬ 
da enl.c I f ¿ peíale s-r romplelado hasta que se obtenga un cuadrado, ra/óu 
por la cual está contenido dentro del cuadrado cuyos Indos son paralelos u lo- 
¿jes Ox y Oy, y diva ñnv es cuatro veces malo, que el área ilcl rectángulo. 
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Definición. I ría función f (x. y) se llamará integrable en el domi¬ 
nio D. si la ¡unción F (x. y) es integrable dentro del rectángulo R 

Llamemos en este caso el número / = \ ^ F (a', y)dxdy integra] 

“h 

doble fie la función / (x, y), extendida al campo O, y designé- 
mosla con el símbolo 

/ ~ J 5 / (*• H) <lj du — J J HM) da. 

U ¡J 

observación i De esta dofinición se deduce inmediatamente que 
la integral ^ l-dxily es igual al área del dominio D. E/octí vamori- 
‘o 

te, al someter el rectángulo correspondiente H a las particiones cada 
vez más menudas, llegaremos a que las sumas superiores de dichas 
particiones “crán iguales a las áreas de las figuras elementales que 
contienen Ü, mientras que las sumas inferiores, a las áreas de las 
figuras elementales contenidas en ol interior de D. 

Observación 2 Supongamos que una función f (x. y) es integrable 
en el campo cuadruble acotado O; el plano está cubierto con una red 
cuadrada de paso h\ C,. C t , . . C n ,„, son cuadrados de la red citada 
íntegramente contenidos en el campo D: (J,,, ip,) es un punto arbitrario del 
cuadrado Í7„; m k «- inf / (x. y) (/. 1,2. ... n (A)). 

Entonces, cada una de las sumas 


W>) 

2 l<l„. ih)-* 4 . 1’ 

*=l h- I 

tiene límite para h —- 0, el cual is igual a Ij /(x, y) dx dy. 

Para demostrarlo, basta constatar que las sumas mencionadas 
se diferencian de la suma integral ordinaria (do la suma inferior, 
respectivamente) de la función/(x, y) en el dominio/} sólo por la ausen¬ 
cia de las sumandos referentes a los cuadrados quo tienen puntos 
comunes con la frontera T del campo D , con la particularidad de que 
la suma de todos los sumandos ausentes es inferior en módulo al 
producto de la cota superior exacta \f de la función \] (x, y) | en 
el dominio/} por el área S de la figura elemental compuesta por los 
cuadrados que tienen con Y puntos comunes. De acuerdo con la 
afirmación demostrada más arriba, S —*-0 cuando h —*- 0. 

Con relación a la dofinición dada por nosotros surge, natural¬ 
mente, una pregunta de si depende el hecho de existencia de la 
integral doble y su valor I: 1) de la elección en el plano de los ejes 
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coordenados Ox y Oy; 2) de la elección del rectángulo ñ, en el cual 
se define la función F (x, y). 

En el punto siguiente se dará otra definición de la función inte¬ 
grable/ (x.y ) y de la integral doble la cual no depende del modo de 
elegir los ejes coordenadas, ni tampoco de la elección del rectángulo R 
y se demostrará la equivalencia de esta definición con la aducida 
más arriba. 

Por ahora enunciemos, entre tanto, el siguiente teorema 
fundamental que se desprende del teorema 2.3 y de la definición dada 
anteriormente. 

Teorema 2. J. Si una función f (x, y) posee en el dominio D la 
/-propiedad, será integrable en O. 

demostración. La función F (x, y ), definida por la fórmula (2.2), 
poseerá, para tal función / (,r. y), la /-propiedad en el rectángulo R. 

En efecto, la función F (x. y) está acotada en el rectángulo R 
y todos los puntos y las lineas de discontinuidad do esta función 
o bien coinciden con las discontinuidades correspondientes de / (x, y), 
o bien se disponen en la frontera T del dominio D. Por cuanto I' 
tiene el área cero, el teorema queda demostrado. 

Corolario 1. Si una función f (x, y) está acotada en el dominio Ü 

Í tiene en dicho dominio discontinuidades sólo en un punto finito ele 
incas rectificables, entonces f (x, y ) es integrable en el dominio D 
Corolario 2. Si f (x, y) es ¡utegiable en el dominio D. y y (x, y) 
as acotada y coincide con f (x, y) en todo punto de D, a excepción del 
conjunto de puntos itel orea cero, entonces U. ij) también es integrable 
en el campo D. 

4. Definición de integral doble con acuda de las particiones arbi¬ 
trarias de un dominio. Más arriba liemos definido la integral doble, 
parliondo de las particiones de un dominio mediante lineas rectas 
en uu número finito de rectángulos parciales. En este punto se 
onunciará otra definición de la integral doble que se (lindamente en 
la partición del dominio D mediante cualesquiera curvas del área cero 
en un número finito de dominios parciales y .se demostrará que esta 
definición es equivalente a la aducida anteriormente. 

Sea D un dominio acotado cerrado con la frontera I’ del área 
cero. Dividamos el dominio D. mediante un número finito de curvas 
arbitrarias del área cero, en un número finito r de dominios parciales 
cerrados D,, O.., . . , /V, (ino forzosamente conexos!). 

Indiquemos que cada dominio D¡ es cuadrable, pues su frontera 
tiene el área cero (véase vil. cap. 2. § 2) y denotemos con el símbolo 
A D, el área del dominio D,. 

En cada campo parcial D, elijamos arbitrariamente un punto 

Pi (6i. %)• 

Definición 1. Un nrimero 

r 

0 = S tu*,) A£>, 

i 


(2.3) 
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se denomina suma integral de la /unción í (.r. ;/) correspondiente a la 
partición dada del dominio O en dominios parciales ü¡ y a la elección, 
dada de los puntas intermedios J’¡ en los dominios parciales. 

1,lamemos diámetro del dominio /), a la rota superior osarla de 
las distancias entro cualesquiera dos puntos de este dominio. Con 

el símbolo A se denotará el mayor de los diámetros (le los dominios 
parciales O,, l)„ . II,. 

Definición 2. ln número I se llama limite de las sumas integra¬ 
les (2.3) con A —- 0, »< para auihpiler número postura e. puede indicarse 
tal número positivo 6 que con A < 5 en los dominios parciales D, se 
verifique la desigualdad 

| O - / | < 8, 

independientemente de cómo se eligen los puntos P¡. 

Definición J (definición general de integrabilidad). 
lita función f (x. y) se llama integrable (según Riemann) en el 
dominio I). si existe un límite finito 1 de las sumas integrales a de esta 
función para A— 0. Kl limite citado í recibe el nombre de integral 
doble de la función f (r, y) extendida al dominio D. 

Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 2..5. /.o enunciada definición general de Integrabilidad 
es equivalente a ln definición dada en el p. d. 

m-.MOKTKAum.v Es evidente que si una función f [x. y) es inte¬ 
grable según la definición general de integrabilidad y su integral 
doble, do acuerdo con dicha definición, es igual a I. esta función será 
integrable también según la definición del p. 3. y tiene, según data 
última, ln misma integral doble / 

Hesla por demostrar que ai la función / Ix. y) os integrable en el 
dominio D. según la definición del p. 3, e / es la integral doble do 
/ (a;, y), oxtendidu ul dominio D. según la misma definición, para la 
función f (x. y) existo un limite de las sumas integrales o, cuando 
A —0, el cual es igual a /. 

Designemos con .1// y m¡ las colas exactas superior e inferior 
de la función / (x. y) en un dominio parcial D¡ e introduzcamos en 
el análisis las sumas superior e inferior 

8 = M.-SIJ, ys-I «*,-A/>,. 

i~l O-I 

Por cuanto para cualquier partición 

o sC S. 

resulta suficiente demostrar que ambas sumas 8 y s tienden bacía I T 
cuando A —► 0. 
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Se requiere demostrar que para todo e > 0 existe un 6 > 0 tal 
que cada una de las sumas S y s quede desviada de / en una magni¬ 
tud inferior a e cada ver- que A < 6. 

Fijamos un e>0 arbitrario. Para tal e se encontrará una parti¬ 
ción T del rectángulo H que contiene el dominio D en rectángulos 
parciales R h de tal género que para ella 

S “*<¥* (2-4) 

Designemos con M 0 la cola superior exacta | / (*, y) | en el domi¬ 
nio D, y hagamos encerrar todos los segmentos de las curvas, que 
realizan la partición T, y la frontera F del dominio D en el interior 
de una figura elemental cuya área sea inferior al número e/4;l/ 0 . 

Entonces, existe a ciencia cierta una cota inferior exacta posi¬ 
tiva Ó de la distancia entre dos puntos, uno de los cuales pertenece 
a la frontera la citada figura elemental, y el otro, a los segmentos do 
las rectas que realizan la partición T, o bien a la frontera T del 
dominio D l ). 

Demostremos que para las sumas S y s de cualquier partición del 
dominio D que satisfaga la condición A < ó se verifican las desi¬ 
gualdades 

5 <5 +y. (2.5) 

*—j<~. (2.6) 

Limitémonos a la demostración de la desigualdad (2.5), pues la 
desigualdad (2.6) so demuestra del modo análogo. 

Eliminemos en la suma S todos los sumandos XI r \D,, corres¬ 
pondientes a los dominios D,. cada uno de los cuales no se dispone 
íntegramente dentro de un solo rectángulo parcial de la partición T. 
Todos los dominios D, déosla Índole pertenecen a la figura elemental 
mencionada más arriba, por lo cual la suma de áreas do tales campos 
es inferior al número e/4 M n . 

'' En efecto, examinemos dos coujuntos: 1 ) un conjunto (/>) do todos los 
pantos do la frontera de la figura elemental en consideración y 21 un conjun¬ 
to \Q) de todos los puntos en los segmentos de partición T y do la frontera r del 
dounmo O. Ambos conjuntos. ¡ V ) v (<>) son acotados y cerrados Supongamos 
que la cota inferior ««acta Ó de la distancia p (p, Q) es igual a cero. Entouces. 
existen dos sucesiones de puntos (/>„} y {i?„ ) tatos que p 17>„, (>„)-+ 0. En 
las sucesiones mencionadas pindén elegirse, en virtud del teorema ile Bolza- 
no — Woiorstrass. las- subsucesiont» convergentes (P, } y {i? ft }, cuyos lími¬ 
tes P y Q pertenecen (por sor cerrados) a {/’} y {(?}, respectivamente! Mas, en 
este caso p (P, (?) = 0. es decir, los puntos P y Q coinciden, lo que no os posible, 
puesto que el conjunto {(> > so dispone oxtrictamento dentro do la figura ele¬ 
mental y no tiene puntos comunes con {/>). La contradicción obtenida demuestra 
precisamente que ó es positivo. 


5-50Ó 
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Por consiguiente, la suma de todos los sumandos eliminados 
M ¡• AZ ) t os inferior al número e/4. 

Así pues, con un error no superior a e-'4 se verifica la igualdad 

S =2'a7,AD ( . (2.7) 

donde la virgulilla es indicio de que la suma queda extendida sólo 
en los dominios D¡ dispuestos íntegramente en los rectángulos corres¬ 
pondientes de la partición T. 

Ahora, en el segundo miembro de (2.7) sustituyamos las cotas 
exactas \]¡ en los dominios D¡, contenidos en el rectángulo parcial 
fí h , por la cota superior exacta ,1/j, del roctángulo /?*. En oslo caso 
oblondreraos 

2'.W| AO,siy A/.-A/f,., (2.6) 

donde d.fí k denota el área del dominio fí k que es igual a la suma de 
todos los dominios D) íntegramente contenidos dentro del roclángu- 
1° R„. 

Todos los dominios B k — fí¡, pertenecen a la figura elemental 
elegida más arriba. Por eso 

S(A/? í -a^)<-^í 7 . 

y, por lo tanto, 

I S - 2 • A/?J = ¡2 Mu (A/í* - A/?*) | < -j . 

h >t 

De este modo, con un error no superior n e/4 queda válida la igualdad 

= (2.9) 

h 

Al comparar las igualdades (2.7) y (2.9), válidas con un error no 
superior a e/4, con la desigualdad (2.8), obtendremos la desigual¬ 
dad (2.5). 

Del modo análogo se demuestra la desigualdad (2.6). 

De (2.5) y (2.6) obtenemos 

s— jCÍíSScS-r-r- (2.10> 

Por cuanto, en virtud de (2.4), cada una de las sumas s y S so desvía 

de I en una magnitud menor que e.2, cada una de las sumas s y S 
se desvía, en virtud de (2.10), de / a una magnitud no superior a e. 
El teorema está demostrado. 
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§ 2. Propiedades principales de la integral doble 

Las propiedades de la integral doble (como también las deduccio¬ 
nes de ellas) son bien análogas a las propiedades correspondientes 
de una integral definida simple. Por eso, limitémonos a la enuncia¬ 
ción de estas propiedades 

1’. aditividad. Si una función / (x, y) es integrable en el domi¬ 
nio D y si el dominio D se parte, mediante la curva de área cero T, 
en dos dominios D , y D, que sean conexos y no tengan puntos interio¬ 
res comunes, entonces. Ja función / ( x , y) será integrable en cada uno 
de los dominios D, y D 2 , con la particularidad de que 

^ J f( x - V)**dv=‘ $ J /(•*• y)dxdy- f- $ $ /(x, y)dxdy. 

U Di l>, 

2'. propiedad li.\kal. Si las funciones / (x, y) y g (x, y) son inte¬ 
grables en el dominio D, y si a y (5 son cualesquiera uúmoros reales, 
entonces la-/ (x, y) -i- fi-g (x, y))será también integrable en el domi¬ 
nio D, con la particularidad de quo 

^ J I y) + P-£ (x, y)]dxdy = 

O 

= “ J .'/) dx dy + (1 f í g(x, y) dx dy. 

o D 

3 o . Si las funciones / (x, y) y g (x, y) son integrables en ol domi¬ 
nio D , ol producto de estas funciones será también integrable en D. 

4 o . Si / (x, y) y g (x, y) son ambas integrables en el dominio D, 
y si en todo punto de este dominio / (x, y)^ g (x, y), entonces 

^ $ /(*a y)dxdy¡^ j («(j, y) dx dy. 
u u 

5' . Si / (x, y) es integrable en el dominio D, la función | / (x, y) J 
será también integrable en el dominio D. con la particularidad 
de que 

| ) ü /(■»•. y) dxdy |< $ $ | /(x. y) | dxdy. 

Ij d 

(Por supuesto, do la iutegrabilidad de | / (x. y) | en D no se deduce 
integrabilidad en ü de / (x, y.) 

6°. TEOREMA DE?. VALOR MEDIO St las funciones / (x, lj) y g (x, y) 

son ambas integrables en ol dominio D, y si la función g (x, y) es 
no negativa (no positiva) en cada punto de este dominio, mientras 
que M y m representan las cotas exactas superior e inferior, respecti¬ 
vamente, de la función / (x. y) en el dominio D, se encontrará un 
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número |¿ que satisface ia desigualdad /ncü JISCA/, y que es de tal 
Índole que quuda válida la fórmula siguiente 


\j jj / (x, y) g (x. y) di úy * ji J J p<x ' & dx d U- (-.11 1 

lj D 


En particular, si la función / (x. y) es continua en D, siendo D 
conexo, existe l ) en este dominio un punto (&, q) tal que u = / (5- i) 
y la fórmula (2.11) adquiere la forma 

/ (*. y) g(x, y) dxdy =■ I (S. H) $ $ g {I. y) dxdy. 

J> 

7°. PROPICDAD GEOMfcTKlCA DE iMPOIlfANCIA $ \ 1• dx dy es igual 

¡> 

al área del dominio D. (Según lo observado más arriba, esta propie¬ 
dad so deduce inmediatamente de la definición de iutegrabili- 
dad enunciada en el p. 3 § 1.) 



§ 3. Reducción de la integral doble a la integral reiterada 

La reducción de la integral doble a una integral simple reiterada 
que se oxpone en este párrafo representa uno de los métodos más efec¬ 
tivos para el cálculo de la integral doblo. 

1. Caso de un rectángulo. 

Teorema 2.6. Supongamos que para una función f (x, y) existe en 
el rectángulo R = In<x<fcl X |r< y^d] una Integral doble 

/ (x, y) dx dy. 

n Admitamos también que para lodo x del segmento xs£ b existe 
la integral simple 

ti 

/(*)=$ /(•*> y)dy. ( 2 - 12 ) 

e 

Existe, entonces, una integral reiterada 

b ft J 

$ / (x) dx = $ dx $ t(x, y) dy 

a a t 

y se verifica la igualdad 

b d 

/ (x, ¡,) dx dp = $ dx $ / (x, y) dy. (2.13) 


') En virtud dol teorema 5.5 del v. II. 
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demostración. Dividamos el rectángulo R, al igual que en el § 1, 
mediante unos puntos a = x» < i, < a:. < . . . < i» = b y c — 
— i/ 0 < y¡ < y 2 < . . < y k = d en n-p rectángulos parciales 

R k , = <*iJ x \</i-i<y<v<) 

(A- = 1,2. n ; 2=. 1.2. p). 

Pongamos &x k = x k — **_„ Sy¡ = y¡ — yi- t . y designemos con 

M hl y m kl las cotas exactas de la función / (x, y) en el rectángulo 

parcial R k Entonces, en cada punto del citado rectángulo tendremos 

í)< Mi i- (2.14) 

AI poner en esta desigualdad x = donde es un punto 
arbitrario delsogmento Ix*-,, xj,l,e integremos, a continuación, (2.14) 
respecto de y dentro de los límites desde y i_, hasta y¡. Obtendremos 

■'i 

m„ r Ay,^ $ /(l*. y)dy^M hr Ay¡. (2.15) 

¡< 1-1 

Sumando (2.15) por todos los l de 1 a p, y haciendo uso de la 
designación (2.12), tendremos 

¿ &)< s Mu-byi- ( 2 . 16 ) 

i=i i=i 

Multipliquemos ahora (2.10) por Ax* y sumemos por todos los k de 1 
o n. Obtendremos 

2 i¡ 2 /(£*)• ¿ M kl -Ax k -Ay,. (2.17) 

*=I |=l A-l »=! 1=1 

Hagamos tender hacia cero el diámetro mayor A de los rectán¬ 
gulos parciales. Entonces tenderá a coro también la máxima de las 
longitudes Ax k . Los términos extremos en (2.17) que representan las 
sumas inferior y superior tienden en este caso a la integral doble 
$$ /(x, y) dx tly. 

F 

Por consiguiente, existe también un límite para el término medio 
de (2.17), que es igual a la misma integral doble. Mas, este limite 
equivale, según la definición de integral simple, a 

a b <i 

$ /(x )dx — $ dx J /(x. y)dy. 

«i u e 

Con ello quedan demostradas la existencia de la integral reiterada 
y la igualdad (2.13). El teorema está demostrado. 





obskrvaciox En el teorema 2.fi se pueden cambiar de papeles x 
o y , es decir, se puede soponer la existencia de la integral doble y la 
existencia de una integral reiterada para cualquier y del segmen¬ 
to e sC jg: d. 

h 

K(y)= $ /(a-, y)dr. 

O 

En este caso el teorema confirmará la existencia de la integra) reite¬ 
rada 

.1 ah 

$ K iy) dy = ¡J dy J / (x. y) dx 
f e o 

y de la igualdad 

. i h 

$ $ /(*, y)dxdy = $ dy $ /( x. y)dx. (2.18) 

H « o 

2. Caso de un dominio arbitrario. 

Teorema 2.7. Supongamos cumplidas las siguientes condiciones: 
1) el dominio D es acotado, cerrado y de tal índole que cualquier recta 



Fig. 2.4. Fig. 2.5. 


paralela al eje Oy corta la frontera de este dominio a lo sumo en dos pun¬ 
tos cuyas coordenadas son y¡ ( x ) e y 2 (x), donde y, (i) C |/¡ (x) 
(fig. 2.4); 2) la función f (x. y) admite la existencia de una integral 
doble 

J J / ( x - y) dx dy 
r> 

y la existencia, para x cualquiera, de una integral simple 
»B*> 

J f (*• y) dy- 

im* > 
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En estas condiciones existe una integral reiterada 

*a lltf» 

$ dx J / (*, y) dy 

*i mi*) 

(x, y x.¿ representan las abscisas mínima y máxima de los puntos del 
dominio D) y se verifica la igualdad 

*s val*) 

^ J f(jt.y)dxdy^ J dx ^ f(x,y)dy. (2.19) 

o *i m(*) 

demostración Designemos con R un rectángulo con lados para¬ 
lelos a los ejes coordenados que contieneu el dominio D , y con 
F (x, y), una función que coincida con / (x,y) en los puntos del domi¬ 
nio D y que sea igual a cero en los puntos restantes de R. Para la 
función F (x, y) se cumplon en el rectángulo R todas las condiciones 
del teorema 2.7, y, por consiguiente, es válida la fórmula (2.13) la 
cual (habida cuenta de que F (x, y) es igual a cero fuera de D y coinci¬ 
de con / (x, y) en D) so transforma en la fórmula (2.19). El teorema 
queda demostrado. 

observación i, En el teorema 2.7 se pueden cambiar de papeles x 
e y, es decir, podemos suponer que se cumplen las siguientes dos 
condiciones: 1) el dominio D es tal que cualquier recta paralela al 



Fig. 2.0. Flg. 2.7. 


eje Ox corta la frontera de este dominio a lo sumo en dos puntos 
cuyas abscisas son x, (y) y x 2 (y), donde x, (y)sjx 2 (y) (fig- 2.5); 
2) la función / (x, y) admite la existencia de una integral doble 
extendida al dominio D y la existencia, para y cualquiera, de una 
integral simple 

*S(lí> 

^ /(*. y)d-r. 

*ii») 
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Si se cumplen estas condiciones, existe la integral reiterada 

vi *.-(») 

[dy $ / (x, y) dx 

!M *11») 

(y¡ e ü 2 son las ordenadas tninima y máxima de los puntos del cam¬ 
po D) y se verifica la igualdad 

Vi 

[ 5/(*. v)dxdy= $ dy $ j(x,y)dx. (2.19') 

a v xtivi 


ejemplo. Sea D un círculo x* + /? 3 (fig- 2.6), y sea / (x, y) = 

= x 1 (i? 3 — y 2 ) 3 ' 5 . Cualquier recta paralela al ojo Ox corta la frontera 
de D a lo sumo en dos puntos cuyas abscisas son x t = — fí- — y 2 
y x 2 =■ K/í 3 — y 2 (véase fig. 2.6). Por eso, aplicando la fórmu¬ 
la (2.19'), obtendremos 

r 

J J /(*. U)dxdy= ^ dy J x 1 (R 2 —y z ) 3 ' 1 dx = 

V -R 

R r VRt-v* I 

= l (fl 1 -y 2 )H 5 x z dz\dy = 

-R L_g-Rirji J 

R 

= 4 5 ('í l -J/*) , dv = £s* 7 . 


Observación 2. Cuando el dominio O no sulisface los requisitos 
del teorema 2.7 o de la Observación 1 al teorema citado, se logra 
frecuentemente dividir este dominio en la suma de un número finito 
de dominios de este tipo que no tienen puntos interiores comunes. 
Entonces, la integral extendida al campo D es igual, en virtud déla 
propiedad de adjtividad (véase la propiedad 1 del § 2) a la suma de 
integrales extendidas a los dominios correspondientes. Así por ejem¬ 
plo, el dominio D, expuesto en la fig. 2.7, se logra partirlo en una 
suma de tres dominios D¡, D*y D a cada uno de los cuales puede 
aplicarse o bien el teorema 2.7, o bien la Observación 1. 


§ 4. Integrales triples e integrales «-múltiples 

La teoría expuesta de la integral doble se extiende sin complica¬ 
ciones algunas o ideas nuevas al caso de la integral triple y, en gene¬ 
ral, de la integral n-múltiple. Detengámonos en las nociones prin¬ 
cipales de la teoría de integral «-múltiple. 

Convengamos en considerar ante todo, que el volumen de un 
paralelepípedo rectangular «-dimensional es igual, por definición. 
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al producto de las longitudes de todas las aristas suyas que tienen 
por origen un mismo vértice. 

Llamemos, además, cuerpo elemental a un conjunto de puntos de 
un espacio n-dimensional que representa la suma de un número 
finito de paralelepípedos rectangulares «-dimensionales que no 
tienen puntos interiores comunes, pero sí tienen aristas paralelas 
a los ejes coordenados. 

El volumen de cualquier cuerpo elemental es conocido, siendo 
igual a la suma de volúmenes de los paralelepípedos que lo cons¬ 
tituyen. 

Ahora, sea D un dominio acotado arbitrario en el espacio euelídeo 
n-dimensional. Denominemos volumen inferior del dominio D a la 
cota superior exacta V de los volúmenes de todos los cuerpos elemen¬ 
tales contenidos en D, y volumen superior del dominio D , la cota 
inferior exacta V de los volúmenos de todos los cuerpos oloinentales 
que contienen un dominio T. 

Es fácil convencerse de quo V *). 

Un dominio D se llama cubicable, si V — V. En oslo caso el 
número V = V = 1' lleva el nombre de" volumen n-dimensional 
del dominio D. 

Por analogía completa con el caso de un dominio plano se demues¬ 
tra la siguiente afirmación. 

Para que un dominio n-dimensional D sea cubicable, es necesario 
y suficiente que con cualquier número positivo e existan dos cuerpos 
elementales, uno de los cuales contenga D,y el otro, esté contenido en O, 
y que la diferencia entre los volúmenes de dichos cuerpos elementales en 
módulo sea menor que el número e. 

Se llama superficie (o variedad) del volumen cero n-dimensional 
a un conjunto cerrado, todos los puntos del cual pertenecen a un 
cuerpo elemental de volumen n-dimensional tan pequeño como so 
quiera. 

Es evidente que un dominio n-dimensional O es cubicable, cuando 
y sólo cuando, la frontera de esto campo representa una variedad 
del volumen cero «-dimensional. 

Al principio la integral «-múltiple de una función de n variables 
/ (x v x¡ ..£„) se define en el paralelepípedo rectangular «-dimen¬ 

sional í? cuyas aristas son paralelas a los ejes coordenados. 

Con este fin realizamos la partición de cada una de n aristas di 1 
paralelepípedo H en un número finito de segmentos parciales y de 
esto modo obtenemos la partición T del paralelepípedo R en un 
número finito de paralelepípedos parciales «-dimensionales 2 ). 

‘I La_desigualdad J’s: 1 su demuestra sumamcute igual que la desigual¬ 
dad P <. I 1 eu el j>. i. § 2, cap. 2, v. II. 

V Podemos decir que la partición T se realiza con ayuda de un número finito 
de biperplanos (n — I(-dimensionales paralelos a los ejes coordenados. 
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Por analogía completa con el caso de n — 2, se definen, pora la 
partición T, las sumas integrales superior e inferior de toda función 
acotada / (x„ x 2 , . . ., x n ). 

La integral n-múltiple de la función / (x lt x 2 , . . x„), extendida 

al paralelepípedo i?, se define como límite de las sumas integrales, 
cuando tiende a cero la longitud de la mayor de las diagonales de 
los paralelepípedos parciales n-Uimensionales. 

Igual que en el caso de n 2, la teoría de Darboux establece 
en la siguiente forma la condición necesaria y suficiente de integra- 
bididad: para que una junción f sea integrable en el paralelepípedo R, 
es necesario y suficiente que con cualquier e > 0 exista una partición T 
del paralelepípedo R , para la cual la diferencia entre las sumas superior 
e inferior sea inferior a t. 

Ahora se hace fácil definir la integral «-múltiple de una función 
/ extendida a un dominio «-dimensional D, acotado, cerrado y ar¬ 
bitrariamente elegido, cuya frontera tiene volumen cero «-dimen¬ 
sional. 

Esta integral se define como integral extendida al paralelepí¬ 
pedo rectangular «-dimensional R (con los lados paralelos a los ejes 
coordenados), que contiene el dominio D, de una función F la cual 
coincide con / dentro del dominio D y es igual a coro fuera de D. 

Para designar la integral «-múltiple de una función / (x,, x 2 , . . . 
. . x n ) extendida al dominio D, resulta natural emplear el símbolo 

H . x n )dT i dx t ...dx n . (2.20) 

No obstante, con el fin de reducir la notación denotaremos la 
integral (2.20), siempre que ello no causa incomprensiones algunas, 
con un símtralo breve 

\f(r)dx (2.20') 

D 


Si se emplea la notación (2.20'), por símbolo x convieno entender 

el punto x = (Xj, x 2 .x„) de un espacio E n \ por el símbolo dx, 

el producto dx = dx t dx, . . . dx„ *), y por el símbolo la integral 

n-múltiple extendida al dominio D. 

Sumamente igual al caso de « = 2 se demuestra la integrabilidad 
en el dominio «-dimensional D de cualquier función f que posee en 
el dominio D la I-propiedad (es decir, de una función acotada en el 
dominio D cuyos puntos de discontinuidad pertenecen a un cuerpo 
elemental de volumen «-dimensional tan pequeño como se quiera). 

’) Este producto se llama, de ordinario, elemento del volumen en el espa- 
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Por supuesto, en la afirmación enunciada el papel de x, puede 
desempeñar cualquiera de las variables x 2 , x 3 , . . ., x n . 

Convengamos en llamar simple, un dominio D, si cada recta 
paralela a cualquier eje coordenado o bien corta la frontera de D 
a lo sumo en dos puntos o bien tiene en la frontera citada un seg¬ 
mento entero. 

La fórmula de integración reiterada puedo aplicarse en el caso 
de un dominio simple respecto de cualquiera do las variables x x . 


Como ejemplo de un dominio simple puede servir un paralele¬ 
pípedo rectangular «-dimensional (cuyas aristas no son forzosamente 
paralelas a los ejes coordenados). 

Notemos, como conclusión, que para una integral n-múltiple 
quedan válidas propiedades I o — 1° enunciadas cu el § 2 para el caso 
de la integral doble 

En particular, jj J ... ^ 1 'dx x ix t . .d.e„ es igual al volumen 

n-dimeusional V (D) del dominio D. 

Además, lo mismo que en el caso de n = 2, resulta válida la 
siguiente afirmación. 

Supongamos que una ¡unción f (x,, x 4 .x„) es integrable en un 

dominio acolado cubicable D. Supongamos, además, que el espacio E" 
está cubierto con una red de cubos n-Aimenslonales de arista h, C it 
C 2 , . . ., C n( ,„ son loscubosde la diada red que están contenidos íntegra¬ 
mente en D; (§**>, 14'“, . . !<*>) es un punto arbitrario del cubo C lt ; 

m k es la cola inferior exacta de la función f en el cubo C k (k — 1, 
2, . . ., n (h)). Entonces, las sumas 


n</i) Mh) 

2 /&»>. V».*.*»•*• V 2 m k .h* 


cuentan, para h —► 0, con un 
...,x n )dx, dx 2 ...dx n . 


límite igiuil a J J ... ^ / (x,, x a _ 


§ 5. Cambio de variables en una integral n-múltiple 

El objetivo de este párrafo consisto en argumentar la fórmula de 
cambio do variables en la integral n-múltiple. 

La fórmula a deducir será uno de los medios más importantes para 
el cálculo de la integral n-múltiple. 

Supongamos que una función / (g,, i/ s , . . ., y„) admite la exis¬ 
tencia de la integral n-múltiple 

J 1 i!/) d y = J J "• \ y* . yn) dy, dy t ... dy n (2.22) 
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extendida a cierto dominio acotado cerrado y cubicablo D en e! 

espacio do las variables y¡. y 2 . y n • Supongamos, además, que de 

las variables y,, y 2 , ., y,. pasamos a las variables nuevas a-„ 

x.¿, . . ., x n , es decir, realizamos una transformación 

. r n ), 

** .*»)• (2.23) 

’/.n = 1 n (-C|, *s.■*«)• 

Esta breve transformación (2.23) se denotará con el símbolo 

y = '}’ (*)> 

entendiendo por x e y los puntos del espacio «-dimensional x = 
— (*„ x 2 , . ■ ., x„), y = (y¡, ii 2 , . . ., y n ), y por símbolof, totalida¬ 
des de n funcionesif„ i))*, . . ., ijv 

Denotemos con/)' un dominiodel espacio de variables x,, x 2 ,. ., 

. . ., x„, que, al realizarse la transformación (2,23), pasa u D, es 
decir, pongamos que D = (/)') *). 

Demostremos que si las funciones (2.23) tienen en el dominio /)' 
derivadas parciales continuas de primer orden y si ol jacobiano 

j£i£L = . .(2.V4) 

X ui X iZ|. x,.x„i ' ' 

está distinto de cero en D'. para la integral (2.22) se verifica la 
siguiente fórmula de cambio de variables 

5 (2.25) 

D D* 


La notación detallada de la fórmula (2.25) tiene por expresión 
\ \ •••.ib.)ájjrfgi ■••dy n * 

--J5 5/Wi(*u••••*■).• • 


• ■ » B )¡! 


, Xty,. 


i A IX,, 


dx¡ . . </x,.. 


(2.25'1 


Demostremos do este modo el siguiente teorema fundamental. 
Teorema 2.8. Si la transformación (2.23) convierte el dominio D‘ 
en í), siendo biuntvoca, y si las /unciones (2.23) tienen en el dominio D' 


*) Suponemos que la transformación (2.23) adinile lo inverso y que D' 

f* (O). 
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derivadas parciales continuas de primer orden y el jacobiano (2.24) l ), 
distinto de cero, entonces, bajo la condición de existencia de la integral 
(2.22) se verifica la fórmula de cambio de variables (2.25'). 

La demostración del teorema 2.8 no es de ninguna manera ele¬ 
mental. La idea principal déla demostración aducida consiste en que 
al principio se da la argumentación do la fórmula (2.25) para el raso 
en que la transformación (2.23) es lineal, y sólo después se reduce 
a este caso la transformación general (2.23). 

Para la comodidad, dividamos Ja demostración del teorema 2 8 
en unas etapas diferentes. 

DEMOSTRACIÓN’ DEL TROBF.MA 2.8 

1°. Lema l. Si la transformación i — i| (i) es una superposición 
(o, como suele decirse, producto) de dos transformaciones, y — t|’, (x) 

y z — i|> 3 (y), el jacobiano ^ ^ , lomado en cualquier punto x = 
o n o ^ 

(a-,, . .. x„), será igual al produelo de jacobianos ^ 

. . 0 0 0 0000 
y , lomados en los puntos x = (*„ x 2 , . ., x„) e y — (y¡, y,. . . 

u oo 

• • y n ). donde y = ti (*). es decir. 

3¡ 1=) Z j.-l S (») l2 ., r . 

-id» zny) "SUT‘ ' ■“ ' 

En la inscripción más detallada la fórmula (2.26) tiene por 
expresión 

ió (g 3 , l t , .... Zn) _ di (=1 • -q. . .. r*i) d iy |. Uj .,Wi) <2 9(j'\ 

Z l x \. x i » • ■ •« *n) dó (yi, y%, .. - . yn) di (x¡, x 2 . ...,x n ) 


demostración DEi. lema i. Un elemento que se dispone en la inter¬ 
sección de la/i-ésinia fila y Ar-ésima columna del jacobiano — es 
igual a-2|í- , con la particularidad de que la citada derivada parcial se 
toma en el punto x. Según la regla de diferenciación de una función 
compuesta (véase § 7. cap. 5, v. II) dicho elemento es 


n 

foj _ y ói, Oyi 
Oís — Oyi ' ox,. • 

i-l 


(2.27) 


rj Notemos quo si so cumplen las condiciones del teorema 2.8, las ecuacio¬ 
nes (2.23) pueden sor resueltas respecto de x x , x t , . . ., x a . con la particulari¬ 
dad de que la transformación inversa x = (y), obtenida en ol proceso de 

resolución, tendía, en el dominio D. debido ol teorema 5.2, v. II, derivadas 
parciales continuas de primer orden y, además, el jacobiano distinto de 


cero. 






con la particularidad de que todas las derivadas parciales en el segun¬ 
do miembro de (2.27) se loman en el punto J, y todas las derivadas 
parciales , en el puuto correspondiente y = % ( x ). 

Do las igualdades (2 27) que son válidas para cualesquiera i = 1, 
2, . . n y k = 1, 2, . . . n, y del teorema sobre ol determinante de 
un producto de dos matrices (véase la Publicación «Algebra lineal») 
se deduce directamente la fórmula (2.26), 

El lema 1 está demostrado. 

2°. Antes de formular ol lema siguiente, recordemos la definición 
de transformación lineal de las coordenadas. 

Se denomina transformación lineal a una transformación de la forma 


yi — «u*t -4 -«ií*s ... -4- a t „x„, 

y 3 — a„e l +a..¡T 1 + ... 

Un ”<*«1*1 4- o„¡x s a un x n , 


(2.28) 


en la que a íh (f = 1, 2, A = 1,2. n) son unos números 

constantes. 

La transformación lineal (2.28) se denotará brevemente por el sím¬ 
bolo y — Tx, entendiendo porxo y los puntosa: = (x,, x 2 ,. . . 

e V — (lln Ht . y n ) del espacio A'“, y por T, la matriz T = 

- II “ ¡h || (i = 1. 2; . . ., /.; A = 1,2,.. n). 

La matriz T se llama, de ordinario, matriz de la transformación 
lineal. 

Si el determinante do una matriz de transformación lineal det T 
es distinto de cero, la transformación lineal y — Tx se llama regular 
Para tal transformación podemos resolver las ecuaciones (2.28), en 
virtud del teorema de Cramer '), respocto dea;,. x 2 . x„ , y pode¬ 

mos afirmar la existencia de una transformación inversa i — T~'y, 
la cual es también lineal y regular. 

Observemos en adición que para la transformación lineal (2.28) 
el jacobiano^^| coincide con el determinante do Ja matriz T de 
la citada transformación, es decir, 


^f = detr. (2.2b) 

El objetivo principal del punto presente y de los dos puntos 
siguientes consiste en demostrar que para una transformación regular 
lineal arbitraria (2.28) es válida la fórmula de cambio de varia¬ 
bles (2.25). En virtud de la relación (2.29), basta demostrar que para 


') Véase el teorema He Cramer en la Publicación «Algebra lineal». 
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cualquier transformación regular lineal y = Tx se verifica la fórmula 


$ / (i/) «íí/ = 5 1<Tx)\>\elT \dr (2.30) 

í) T-1D 


(a condición do que existe la integral en el primer miembro de esta 
fórmula). 

En esto punto se demostrará que la íóiínula (2.30) os válida para 
dos tipos especiales de las transformaciones lineales: 1) transforma¬ 
ción lineal T } i, la cual consisto en que la i-ésima coordenada se mul¬ 
tiplica por un número real X =J=iJ, mientras que todas las domas 
coordenadas no cambian *), y 2) transformación lineal T¡j, la cual 
consiste en que a la i-ésima coordenada se le agrega la /-¿sima coorde¬ 
nada, mientras que las coordenadas restantes, salvo la i-ésima. no 
cambian *). 

Lema 2. Si una Junción J (y) es integrable en el dominio D , para cada 
una de las transformaciones T\ y T,¡ es ntltda la Jórmula de cambio 
de variables (2.30). 

demostración DBc lema 2 . Designemos con R un paralelepípedo 
rectangular «-dimensional que contenga el dominio D, y con F, 
una función que es igual a / en D, y a cero, en R — D. Es suficiente 
probar que para cada una de las transformaciones T* y T¡¡ queda 
válida una fórmula 

\F{y)dy= J F (Tr)- \ dnt T \ dx, (2.31) 

R 7-‘R 


en la cual mediante T está designada una de las transformaciones, 

T\" 6 T tJ . 

Un cálculo elemental muestra que 


det Ti - X, det T„ = 1. (2.32) 

Adornas, es obvio que si R es un paralelepípedo rectangular 
a h ^ !/h b h (/¡ = 1, 2, .... n), entonces [7'fl - * R representa el 
paralelepípedo rectangular 


para k^i. 


(2.33) 


l l En la forma simbólica esta transformación puede escribirse así: 

<*i> . .■*»)-*■ (i„ .. ., x,_„ x l+ i, .. ., x n ). 

-) En la foruia simbólica esta transformación puede escribirse así: 
(X„ *„ . . ., *„)->- (*„ . . ., Z¡ + Xj, x¡+i, . . %). 
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SI 

mientras que [T¡ t \~'fí representa un dominio que es a ciencia cierta 
cubirable 

I a*. I'arn k^=i, 

I n, x,^x,^b t — x,. ' ' >} 

Rigiéndonos por la fórmula ilo integración reiterada (2,21), tenemos 
y *<-. í ’i‘« S 
J F <!/) dy J . - J } ... J dy ,.. . 

n -i 

v, 

• • • dVi-i dy,*, • • - dy n J f(y, . y ni din. (2.35) 

Aplicando a la iiitegr.il ‘-imple rospocto ilc la variable p, la fórmu¬ 
la de cambio do la variable y, X.r, para el caso do la transformación 
T\. e y, =-■ x¡ -|- Xj, en el caso de la transformación T,, (véase § 7, 
cap 1. v. II), obtendremos: 

a) para el caso de la transformación 1, 


J h { H\ .'/„ )dy,— 

! V 

J F (y,. . .. Vi ,|. ).f„ Ihn- kth,, Cllalulo >..> 11 . 

'.*■ 
y» 

\ F (y„ - y i-i. r, í/ (+t . —j.trtx,, cuund» A.<cO; 

I . f. 

(2.3b) 

b) para el caso do la transformación 1,, 

M 

> "y.. y n )dy, 

"i 

n ¡ -x ) 

— \ i'(y,. . xi + xj. y,*,- - ..u„)rlr i . (2.37) 

-i*/ 

Introduciendo (2.3b) en (2 35). aplicando una voz más la fórmula de 
integración reiterada (2.21) y teniendo presente la igualdad y h — x, t 
para /. =£i, la forma (2.33) del dominio [r*| -1 /? v la primera igualdad 

n-.-.r-j 
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«le (2.32). obtendremos la fórmula (2.31) para ol caso de la InniK- 
formación T * 

Análogamente, introduciendo (2.37) en (2.35). aplicando la fór- 
rnuln de integración reiterada y teniendo presente la igualdad y h — 
x h para A =*-i, la forma (2.34) del dominio [7',;)"'/? y la segunda 
igualdad do (2.32)t obtendremos la fórmula (2.31) para el caso de la 
transformación T t ¡. El lema 2 queda demostrado. 

3°. Lema 3. Tóela transformación regular lineal T puede ser repre¬ 
sentada en forma de una superposición de un número finito de trans¬ 
formaciones lineales del tipo T\ y T,¡. 

demosto ación dei. lema 3 Comprobemos, ante todo, que una 
transformación lineal T‘ , la cual consiste en permutación de cuales*- 
quiern dos coordenadas, puedo sor representada en forma de una 
superposición de seis transformaciones del lipo T\ .V T„. En efecto, 
supongamos que 7” consisto en cambio de lugar de las coordenadas 
f-ésiina y /-ésima (las demás coordenadas no varían en este caso). 
Entone es fácil compobar que >) 

T’~T- l 'T, J T?T„r- i 'T l) . (2.38) 


Indiquemos ahora que una transformación regular lineal. Mima- 
mente arbitraria. T puede ser reducida, mediante un número finito 
de permutaciones de dos filas y dos columnas, a la transformación 
lineal (2.28) con matriz || a lk ||, cu la que son distintos de cero todos 
los así llamados menores principales, es decir, lodos los determinantes 


A,. 


«n . - • «i» 

c*i■ - ■ 0*1 


(A -1,2. ...n). 


(2 3<l) 


Resta por demostrar que la última transloiinación lineal es 
ropreserilable en forma de una superposición de un número finito de 
transformaciones del tipo T* y T,¡ 

Demostrémoslo por inducción. 

Por cuanto A, — o,, =tO. obtemlronios mediante la transfor¬ 
mación r¡oi : (x,, x a . . . ., x„)— («nX|. Xj, , x„). 

Supongamos ahora que mediante una superposición de un número 
finito de transformaciones del tipo 7"} y T hemos logrado de redu¬ 
cir la sucesión inicial de coordenadas (»,, x 2 , . . .. x„) a la forma 


(a„x, + - - . «i»*», . . ., «ux, 4 . - . I «****. 

**+|. • -*n> (2.40) 


J ) R» efecto, .il conservar en la notación solo las coordenadas /-ésima 
y ;-ésinia, obtendremos, realizando inta cadena de transformaciones (2.38)* 
lr¡, x j )-* ’r Jj. x, — x Jt rj\-> < r, - jj, — r ¡)-~ (— — xj . 
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Para finalizar la inducción, basta demostrar que por medio do la 
superposición de un número finito de transformaciones del tipo T\ 
y T,j podemos reducir la sucesión de coordenadas (2.40) a la forma 

(a,,x, + . . I- »ioui *m i. ■ - •, + • . . 4- 0»,*+,)®*+,, 

"¡fi+ui-'h + • • • + “<*+im«i+ 1 )®i,+ 1 , -Zftej. ■ - ■, ® n )- (2.41) 

Al principio realicemos sucesivamente para cada número i, 
pnrn el cual es distinto de cero el elemento a.,*.,,, un par de trans¬ 
formaciones «<» + i>2”/.* l> (no realizamos transformaciones corres¬ 
pondientes para aquellos f, para los cuales a J(/111) ) - 0. La superposi¬ 

ción de todos los pares mencionados conduce la sucesión (2 40) a la 
forma 

-I- • . • + n.0*1*1 • I a*,*+,j **+i. 

**+i. n.*.*„). (2.42) 

Luego digamos que por cuanto el menor (2.39) es distinto do cero, 
será distinto de cero tutu bien el determinante 


«11 

.. a,„ 

a u*<.ii 


■ «** 

“*(*+!) 

0 . 

. . II 

1 


que es igual al menor. Pero, en este casóse encontrarán talos núme¬ 
ros reales K¡, . L,, que la combinación lineal de lilas del 

determinante (2 43) con estos números será *) 

.0i»n)*. 0c*+i)(*+D (2.44) 

Kslo quiere decir que si realizamos sucesivamente, para cada 
número j«= 1, 2, . ., fc-f-1. para el cual ¡jtO, un par de transfor¬ 

maciones '/’(*+nj T/ (el par correspondiente de transformaciones, 
para aquellos /, para los cuales ?•, —0, no realizamos), la superposición 
de lodos los pares do transformaciones realizadas hará pasar Li 
sucesión (2.42) en la (2 41) Con ello queda finalizada la inducción 
y el lema está demostrado. 

4 o . Lema 4. Para una transformación regular lineal arbitra¬ 
ria (2.28) se verifica la fórmula de cambio de variables (2.30), siempre 
que existe la integral que figura en el primer miembro ríe (2.30). 

Para demostrar el lema 4. basta notar que la fórmula (2.30) es 
válida para cada una de las transformaciones del tipo T , y T tj (le¬ 
ma 2) y que la transformación regular lineal arbitraria (2.28) puede 
sor representada en forma de una superposición de un número finito 

'l Para demostrarlo, basta añadir a la matriz del dctnin man te (3.431 la 
ido (2.44) y aplicar el teorema -obro el menor básica (véase «Algebra lineal». 

y. 1) 
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de transformaciones del tipo 7'f y T t¡ {lema 3), con )a particularidad 
de que al realizarse la superposición de las transformaciones lineales 
tiene lugai lUuUiplícación de los jacobianos correspondientes (lema 1). 

Corolario del Intuí 4. Si (', es un dominio cubieable arbitraria en 
el espacio E" ;/ 7'. una transformación regular lineal arbitraria , 
entonces, el volumen tt-dn/tensional I’ ( G ) del dominio C y el volumen 
n dimensional V (777) de la imagen Til de dirlto dominio están entre¬ 
lazados median te una ecuación 

r (TG) = I det 7' I-I {(i! (2M) 

fura demostrar el corolario, luíala poner on la igualdad (2.3U) 
/■)./) TG,y tomar en consideración que en este cuso T '!) ■ ■ 
- C. 

5 . Pasemos ahora a la argumentación de la fórmula de cambio 
de variables (2.25) para una transformación sumamente arbitraria 
¡I — i|' (x) que satisfaga las condiciones del teorema 2.8. 

Conviene subrayar que si se cumplen las condiciones del teore¬ 
ma 2.8. existen ambas integrales que figuran en los miembros primero 
y segundo de (2.25). de modo que nos ivsia demostrar solamente la 
igualdad de dichos integrales. 

Convengamos en designar coii el símbolo ./|;(x) los elementos 
de la matriz de Jarobi (»- 1,2 . n: /•-- 12. n) loma 

dos en un punto r — {x t . x s . x„). 

Lo propia matriz de Jacohi || J„ (x) || se denotará con el símbo¬ 
lo J, (x). 

11 eslilla cómodo introducir el concepto de norma de un punto 

x - (¡r,. x. .xj y el de norma de una matriz .4 = || 0 ^ II (i— l, 

2 . ir. 1 = 1 . 2 . .. «). 

Se llamará norma de un punió x — (x,. x 8 , . . .. x„) a un numero 
que se denota con el símbolo || x || y que es igual a máx I x,| 

Se llamará norma de una matriz .t = ||a. / || a un número deno¬ 
tado con el símbolo || A l| que es igual n 



Tendremos en cuenta que con tal definición de norma de un punió 
y de una matriz, do la igualdad y <lx se deduce que 

II y II < II -i II-II -> II < 2 / > r ') 

Además, es fácil comprobar que para la matriz unidad I. «o 
verifica la igualdad II E || = 1. 

En este punto demostraremos el siguiente loma 
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Lema 5. Si se cumplen las condiciones del teorema 2 8, // si C es un 
cubo n-dimcnsional perteneciente al dominio D', los volúmenes n- 
dimensitmales del cubo C y de su imagen i|- (£•') están ligados entre sí 
mediante la desigualdad 

I OKO) -Cjináv!|-M*)|ir-I (O (2.47; 

DEMOSTRACION Scfl (' (lil Cubo Í7-|||||IOII5ÍO|1R( COII Cl'IltrO 011 OÍ 

1' U fi i) 

puriLo x — (Jii, x lt . . , x,) v ció arista 2s. Entonces, ol cubo C 
pnc-clo definirse por la desigualdad 

||a-x|K*. (2.48) 

En virtud do la fórmula de lavlor, para una función do n varia¬ 
bles i|>, (x) existo (véase p. 3, & ó. cap. 5, v II» un mímoro 6. del 
intervalo O <r O, <1 de tal índole que 

if,tai--i|, (.>) ¿nUj — l,). 

Do la última igualdad y de la relación |2/it¡) resulta que 

Ú „ 

II i) (t) - (ai || < más || y, (x) ||-¡| x , ||. (2,4(1) 

sriC 

Poniendo ./ - if (y). ;/’ —. t| (r’i, obtenemos de (2 40) y (2 48) 

l| 

II p - >i ||< s ■ máx || ./, (x) ||. 

x£C 

Asi pues, cuando el ¡mulo r cambia su posición dentro de los límites 
de un cubo n-dimenstonal C de arista 2 s, la imagen y del punto t no 
sute de los márgenes del cubo n■dimensional cuna arista es igual n 
■¿s- máx ||A <*) II- 
«o 

I-* 1 ' aquí se infiere inmediatamente la cubicabilidad de la ima¬ 
gen vj' (O) de cualquier conjunto cnhicable C. ‘» (m particular, la 
cubicabilidad de '|' {!’)) se deduce precisamente de Ja drsigii.il- 
“a«,J2.47). El lema .» está demostrado. 

6°. Lema C. Supongamos cumplidas las condiciones del teorema 2.8, 
siendo O un. subconjuuto cubicadle arbitrario de LE Entonces, para 
uu volumen n-dlmenxional ile la imagen i|- (C) del con junio O se rerl- 


‘i l.ii efecto, la fmntorj di cualquier conjunto cubica ble C, es mi eouiunlo 
Ilel volumen cero «-dimensional. y, de acuerdo con Jo demostrado aiilcrmnnrntc. 
uu conjunto so transforma en un Minjiinlo cuyo volumen u-dimensional is í;nn- 
men a cero. 
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fien la desigualdad ') 

r = (t{ (G))< $ | .Id! J t (x, | dx. (2.50) 

íj 

DEMos’Cii acion del lkma b Demostremos ante todo que para 
cualquier transformación regular lineal T v para todo cubo «-dimen¬ 
sional C contenido en D' , so verifica la desigualdad 

HtHOísSl dot T | •Jniúv || r */, (.r) || j-.f (O- (2.51) 

En virtud del corolario del lema 4. para cualquier conjunto 
cubicnhle G y para la transformación lineal 7' _l es válida la igualdad 

V (T-'G) = | riet T -* | -V (tí). 
l)e este modo, si G = i|- (C), resulta ! ): 

v or (c» = i det t i• v (r-'t (O). ( 2 . 52 ) 

Estimemos el segundo miembro de (2.52) mediante la desigual¬ 
dad (2.47), tomando (2.47) no paro transformar i). sino para super¬ 
poner las transformaciones 7’ — *af. Obtendremos 

V (q (O)<| det T | ■ jmáv || ■/, ■( x\ ||j"• V(O- (2.5'íj 

Teniendo presento que la matriz de Jacob! de una transformación 
lineal coincide con la matriz de esta transformación, obtendremos, en 
virtud del lema 1: 

T t -> (x) - T-'J* (í). 

Mas. esto significa precisamente que la desigualdad (2.53) puede 
escribirse en la forma (2.51). 

Con ello queda demostrada la desigualdad (2.51). 

Ahora, para demostrar el lema 6. cubramos el espacio E“ con una 
red de cubos «-dimensionales de arista h, y supongamos que C,, 
C¡, . C„,h) son aquellos de los cubos que están contenidos ínte¬ 

gramente en G y que el símbolo G,, denota la suma de todos los cubos 
mencionados. 

Al elegir en cada cubo C¡ un piuito arbitrario x¡. escribamos 
para ól la desigualdad (2.51), suponiendo que T = J v (x t ). Obten¬ 
dremos 

y (>| (C,))s $1 del ■/» (X,) I -{máx II [./* UDr* J* <*) \\r-V ((■',)■ 
_ *< c . 

l « El mismo hecho lie cubicabilatiü tic Li imagen \f (6*) se deduce de la 
afirmación demostrada en el lema antecedente. 

2 i Tomamos en consideración que en este caso T-T~ l = E, de suerte qvo 

det T- det T-‘ = 1 
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Sumando la última desigualdad respecto «te lodos los números de 1 
a n (/i), obtendremos 

»'íi|-(O'hlK S |det/*(r,i | 

i-i 

v [rmix ||iy,(-r l ))-*./^(i,||)».F(6 < ). (2.54) 

I’or cuanto los elementos de la matriz de Jacob i . 1 * (ir) son fun¬ 
ciones continuas del punto x en todo el dominio D' y, con mayor 
razón, en G, y teniendo presente que el producto I/* (x)l-’./,. (x) 
es una matriz, mudad cuya norma es igual a uno, entonces 

lira mú\ ||iy + (* ( )|-«./*(ar)|| = l. 

h~a xec, 

l.n afirmación enunciada al final del § 4 de este capitulo 
deja constancia de que el limite de todo el segundo miembro de 
(2..Vi), cuando h í), e\isto y es igual a ^ | del J f (x) | (U. 

c 

De la misma afirmación proviene que lint G h G, do 

Al —II 

«ueito que oh el límite para h — 0 olilendromos de (2 54) la desigual¬ 
dad (2.30). El lema b queda demostrado. 

l-ema 7. Supongamos cumplidas todas la $ condiciones del 
teorema 2.8, y, además, se admite complementariamente que la función 
i (y) es no negativa en el dominio I) Entonces será válida la fórmula 
de cambio de variables (2.25). 

Di mostración Cubramos el espacio A" con una red de cubos 
^-dimensionales de arista /<. y supongamos que C,. C t , . , ., C„,,„ 
son aquellos do los cubos que están contenidos integramente «ti el 
dominio D. Admitamos a continuación quo G, — t|—* (C,). Al escri¬ 
bir para cada dominio G, la igualdad (2.50), Iondremos 

V (C«J.< J | det/, (x) | d.r. (2.55) 

r u 

Sen, ahora, m¡ la cota inferior exacta de la función / (¡/) sobre 
el cubo C, (o bien, que es lo mismo, la cota inferior evactu do la 
función / [i(’ (x)] en G¿). Multiplicando ambos miembros de (2.55) 
por ni,, y sumando respecto de todo i desde 1 hasta n (A), tendremos 

Hih) nih) 

S "‘ 1 * <f¡) y "» í | dol (x) I dr. (2.58) 

En vísta de la afirmación euunciada al final del § 4 en esle 
capítulo, el primer miembro de (2.5(5) tiene límite para A-sil que 
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os igual a \ f ('/> dy Por cuanto la sumo «lo lodos los dominios G, 

O 

está ronlonida en D' ') y la función / es un negativa., el segundo 
miembro de (2 50) no es superior a la integral 

j¡ /l«K*)M«lct7,(*)|rfr. 
cualquiera que sea h > 0. 

Así pues, en límite, para /i-»- 0, obtendremos de (2.56) una desi¬ 
gualdad 

^ fiijldysi J /('M-OJ' I tic J*(r) l dx. (2.57) 

En los razonamientos aducidos podemos hacoi que los dominios D 
y ¡)' rambiey de papel, y. en lugar de la función / (y) en el dominio I) 
examinar mm función # (JC)f lit (r)l l del ./, (x) | en el dominio D'. 
En este caso, haciendo uso del lema 1 > del teorema sobre el deter¬ 
minante del producto de dos matrices, obtendremos una desigualdad 
opuesta 

^ / in (.1)1 -det J < (i) 1 1/1 $ / (II) <>y- C 2 .ÓH) 

w » 

De (2.57) y (2.58) se deduce la fórmula de cambio de variables 
(2.25). b'l loma 7 está demostrado. 

ff. Resta por finalizarla demostración del teorema 2.8, es deeit, 
deshacerse de la exigencia adicional, impuesta en el lema 7, de 
que la función / (y) sea no negativa. 

Supongamos que / <p) es una función sumamente arbitraria inte¬ 
grable en el dominio D, y el número .1/, la cola superior exacta de la 
función | / (y) | en el campo D 2 ). 

En virtud del lema 7, para cada una de las funciones no negati¬ 
vas /, (y) — M y (ij) = Af - / (y) es válida la fórmula do cam¬ 
bio de variables (2.25). 

Mas, en este caso, de la propiedad lineal de la integral proviene 
que la fórmula (2.25) es también válida para la diferencia /, (y) — 
— f¡ (y)= f (U)- El teorema 2.8 está completamente demostrado. 

observación i En las condiciones del teorema 2.8 podernos asu¬ 
mir que el jacobiano (2.24) se reduce a cero sobre cierto conjunto 


l ) En virtud de lo que £’/ contenida en D, D' {D), G t ^ 

í^l 

c »*- 1 ( C |). 

*1 Recordemos que de la tntegrainlirind «le / (yi en el dominio D se despren¬ 
de que f (y) está acotada en D y que las cotas exactas existen 
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do puntos S que pertenece a D' y que tiene volumen cero «-dimensio¬ 
nal Efectivamente, el conjunto de puntos 5 se dispone en el interior 
do una figura elemental C de área tan pequeña como se quiera, con 
la particularidad de que, de conformidad cou lo demostrado más 
arriba, es válida la fórmula 

$ / (y)¿y -- 5 /í♦(*)!•! <lol•/*(*■) I dx. (2.59) 

+<iy-C) D f -c 

Al realizar en la fórmula (2.59) el paso límite respecto de )n suce¬ 
sión de figuras elementales {C k ), cuyo volumen «-dimensional 
V (£,,) tiende hacia cero, vemos que la fórmula (2.25) es válida 
también para el caso en consideración. 

Observación 2 Por cnanto la integral 

/—J jj . - J ldl/!ctyj - >*!'., (2.60) 


os igual al volumen «-dimensional V (/)) del dominio D, resalla 
nal nial llamar la magnitud dy,dy t . . .dy„ ele menta Je volumen en el 
sistema de coordenadas cartesiano Uy,y. y„ que se considera. 

Con ayuda de la transformación (2.23) pasamos do las coorde¬ 
nadas cartesianas y,, y,. ., y„ n las coordenadas nllevasx n z,,. .. 

. z„ que son, en general, curvilíneas, líe acuerdo con la formula 
de cambio de variables (2 25), en el proceso de tal paso la inte¬ 
gral (2.60) se transforma en la 


I 



i £ ie,. y„ -- 
I IX, x t . 


Je, di, .. ■ dz, 


rozón por la nial la miiguitml 


•Z lut t'n ■ 

. «H» 

•2 IX,. x„ . 

. *„) 



se denominará, naturalmente, elemento de volumen en el sistema 
curvilíneo de coordenadas x,x, . x„. 

Por consiguiente, ci módulo del jacoliiano caracteriza «extensión» 
(o «compresión») de un volumen, al pasar do las coordenadas carte¬ 
sianas y,, y s .;/„ a las curvilíneas x,, x t , . ., x„. 

Calculemos el elemento do volumen en las coordenadas esféricas 
y en las cilindricas. 

1 . Para las coordenadas c-féricas (en el espacio tridimensional) 


f jr = r eos q- sen (i, 

< rsouq-srnO, (r>0, 0siíi| <-al. 

(_ 2 = r eos 0 
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El jacnbiano tiene ¡ior expresión 

cr*s ip son 0 — r son <| son 0 

son «(• sen fi r eos <j sen 0 


Si ir, i/, z) 

S (r. qi. 1)1 


I COS >( COS 0 

i sen <¡ eos 0 
— r sen H 


=r*scii ó. 


Por consiguiente, el elemento de volumen es igual a r* sen 0 Ui ttíWip. 

2°. Para las coordenadas cilindricas fon el espacio tridimen¬ 
sional) 


t ¡= r eos t|'. 

o— rsentp. (r>0, 0r£<| <2,i|. 
z -» z 


El jncobiano tiene por expresión 


Si I X. II. !l 


X ir. q. .-I 


COS >| 

sen <| 
0 


- r sen l> 
r COS l| 0 

0 1 


Por consiguiente, el elemento de volumen es igual a r dr y ehy dz. 

En particular, para las coordenadas peíales en un plano el ele¬ 
mento de área es igual a rdrdtf. 

3" En un espacio n-dimensioual lus coordenadas polares so 
definen por las igualdades *) 


a-,= rseu 0, sen O, ... sen fl„_, 

n- i 

*„, = /■ co*0 m _, |í sen para m = l. Ó. . ./» — !, 

—i» 

X„ — / COS 0„_(, 


en los cuales el radio esférico r y los ángulos esféricos 0,, Hj.0„_, 

varían dentro de los límites »•> t), 0< 0, < 2n, 0 „,< ji para 

m •= 2,3, . ... n — 1. 

Podemos convencernos de que en este caso el jacobinno tiene 
por expresión 


Si b|. x. 

Si ir. 0„ ,.0„ 


•i -1 

|| »on*-*0 fc . 

A — 1 


l ) Lü** fórmulas inversas que expresan coordenadas esfó leas n-dniitnsiun.i- 
Jes eu ténuino» de las cartesianas tienen poi cx|«ir>ión 

r = V4 + . . + **. sen 8„ = . eos0,„ . 

_ r m+l r m+-i 

donde r„ = 1 i-¡ + j; n , m = 1, J.n — 1. 
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Así pues, el demonio de volumen en las coordenadas esféricas 

«-dimensionales es igual a i*~ l dr \ sen*"'0* d8* 

Eji MPLOs i Calcúlese el volumen de un cuerpo limitado por una 
superficie 

(x* -i- y'- - s*)* = « 3 z, (2.61) 

donde a > 0. 

El cuerpo es simétrico respecto de los planos coordenados Oyz 
y ().n y está dispuesto por encima del plano Oxy. Por consiguiente, 
os suficiente calcular el volumen de la cuarta parle del cuerpo dis¬ 
puesta en el primer ociante 

Al pasar a las coordenadas esféricas, reduzcamos la ecuación 
( 2 . 61 ) a una forma 

r = a Y cosé. 

Por cuanto el primer ociante se caracteriza mediante las desigual¬ 
dades 

entonces, tomando en consideración la expresión para un elemento de 
volumen en las coordenados esféricas, llegamos a que el volumen 
buscado V es igual a 


n i :»2 «» 

P_-4 j r/<| j '/o j r*soii 0 dr. 


De este modo 


1’ J Son OcOBHdt) - 


•¿ Calcúlese el úrea de una figura limitada por la curva 

donde h !> O, k 0, o 0. 'o ;> 0. 

t on el fin de calcular esta área resulta cómodo pasar a las asi 
llamadas coordenadas polares generalizadas 
i ar eos <| . 

\ ii - br sen ip 




i.a ecuación (2 112) toma la forma 

a , b 

r — eos -f- — sen <j 


(2,l«) 
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con la particularidad de que, por cuanto el primer miembro ríe 12 .6.1) 
es no negativo, conviene tomar sólo aquellos valores de ip, para los 
cuales el segundo miembro de (2.63) es no negativo. 

Al multiplicar y dividir el segundo miembro de (2.<’3i ñor 

/ 'i 8 

V *r I -ja . y «I determinar i|„ de las correlaciones 


sen •(„ = 


(tih 


y 


a- h* ’ 
A 3 + *= 


COSr|„- 


b k 


I S a ‘ ü ’ 

I h* t» 


reducimos (2.(¡3) a la (arma 


' - 1 so" ÍT -h 1#)- (2 1-3') 

Por sor no negativo el segundo miembro de (2.63'), hallamos que 
OsSq> + <| 0 < ji, es decir. -i| 0 < q'*S n— r|„. Teniendo en cuenta 
que el jncobinno es igual a tibr, obleneinns para el áren bus¬ 

cada S la siguiente expresión: 




a> , b> 

TT 1 -¡TT ’• 


s 


ahí tfr - 




7 ( F 1 ir) \ so,|i <•* «W rf, f ” -t" (-p- + -F) ’ 


Observemos en conclusión que para el cálculo de toda una seiie 
de áreas resulta ser cómoda Ja forma un tanto más general de las 
coordenadas polares generalizadas 

l x = 111 COS a t|, 

¡ y=»órsen“<i. 

Es fácil convencerse de que para estos coordenadas 

Z ix. ») 

Z Ir, .u 


nabr cos a_1 .| sen* 1 .|. 
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Ocupémonos do lo ciieslnín volite ol cálculo aproximado 
«•■múltiple 


n -- s 


ir l . x. ... t„iHx, dx¡ 


dx n 


do uno integral 


(2 64 ) 


«u minia n cierto dominio on el espacio y convengamos «n considerar 
al principio que dicho dominio representa un cubo n-dirornsiounl 

Suponiendo que la integral (2 64) existe, analicemos la cuoslldn sobre los 
medios óptimos de la integralion numérica. 

La cuestión tiene ibis aspectos. 1 1 construcción de las fórmulas de integra¬ 
ción numérica que sean óptimas sobre las clases ¡Indar de la aciones: 2) construc¬ 
ción de las fórmulas de integración numérica qoe sean ópllinas /,ara tuda tunríóh 
concreta de la clare dada 

Veamos cada uno de los citados aspectos. 

I l órniuliis de integración numérica óptimas para las clases de (unciones. 

'tea i . tj mi eolio unidad «-dimensional <l< .r fc <. t. i — 1 , 2 .«. 

Diremos que una tourión / [s,. . .. x„) pertenece en el cubo C n a la clase 
!>"„ i Wi la la ríase //^ (H), lespoctivnmonte), siempre que bajo la condición do 
O Le i Aíslen todas las derivad. - que vienen aliaje qiuulan válidas las dcsigu.il- 
ilniles 


iImiu 


A 


«T, »/. 


P ^ -Xi, on, ai, .< o.n 
i. - i 


<i»(. >' o, iva|ieelÍYumnilei 

1.1.miemos /túmulo dr afora una expixisióu de la lurtna 


SS---S 


llr, . r„ldr, ... dx„^l\ |fl 1 Hs ll. 7_v> 


i2liól 


en U i uní 

U l/l- ¿ C, I (sé» ,<*') 

fcsst 


Los punios (el**. . ., iii'i se denominan nudos: los ñámelo! , ¡fetos de la 

fórmula de cubntimi dada, y la magnitud ll K ¡I, l x \, error de la fórmula de 
cuba tina 

Nuestro objetivo es construir formulas de rtihatnra coya estimación dei 
erro, -e.i exacta en orden con relación a una magnitud |>equeña l’.V, donde .V 
es el ni mero de nudos de la fórmula de cubalura 
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N.S. Bnjválov ■> señaló que tanto sobre las ciases (A/1, como también 
sobre las clases ¿I?, (M) no puedo construirse la formula do cubatura (2.05) 
cuya estimación del error II N (/, f v ) fuera mejor que C (ec, ti)- Al- .V“ a , donde 
C (a. «) es una constante dependiente do a y «. 

Sobre las clases //“ ti/) Ja estimación mencionada se consigue (en orden con 
relación a ilN). sí tomamos a titulo de t N un producto de las fórmulas de cuadra¬ 
tura unidimensionales, exactas pañi los polinomios algebraicos de grado ce n _|. 

Suponiendo que el número de nudos .V es igual a A — ni", donde m es t illen., 
podemos poner 


•n m 

I y- S ••• V ' c k, • c * »<*»,. - . *h )< (2.CU) 

*.-t ii„“ i " n 

dundo {r* v . C'g v ). v — 1, 2, .. n son los nudos y pesos de la fiiimilla de 
cuadratura unidimensional que es exacta en los polinomios algebraicos : ) 

Para el error de la fórmula de cubatura con í.v, dcíinido por la Igualdad 
t2.tttí) vale una estimación nsintótica les decir, válida p.ir.i los valores do /V 
suficientemente grandes) 


flg(/, Im)* 


C| la, ni II 

N" 


(2 t)7i 


en la cual C, (a, n) es una constante depeudietile de «x y // 

Sobre las clases U'i (M) también existe una fórmula de cubatura, próxima 
en orden do la magnitud del error a la óptima. 4 título de tal fórmula interviene 
fórmula teórico-niimérica de S. M. Kórobov ’) 




donde a,.<j„ son unos números entero*, los asi llamados cocHc/cntcs d//finios 

m modulo do A. y ir) son ciertos polinomios especiales de grado a + I 
Para el error de la formula de ciiliatum con l N . definido por la igualdad |2 08). 
es válida la estimación 


!«*(/. I*)l < 


C, i«, «i .tf 
;V“ 


lll^V 


(2 Ib» 


(6’o(a, n) y (1 son unas constuntos dependientes solo de n y n). La estimar mu 
(2.69) difiere de la estimación que no se incita a en orden solamente en el 
factor InB ;V. 

De este modo, en cada una de bis clase* O? I Al) y U% (M) existen fói muías 
lie cubatura suficientemente buenas. 

Al emplear prácticamente dichas fórmulas. Hace ialta tomar en conside¬ 
ración. por 'opuesto, sus méritos y deficiencias que se ponen de manifiesto en 
las situaciones concretas. Por ejemplo, conviene recordar que en el cálculo de las 


*) N. S. Dajv&loo. Sobre el cálculo aproximado de las integrales múltiples 
Véstnik MGU, serio de matemática, física, astronomía. No 4 (1959), pp 3—18. 

2 ) Como ejemplo de tales fórmulas pueden servir la así llamada iórmula 
de GauBS o ia de Nowton —Cotes (véase, por ejemplo, "Métodos de cálculo" que 
so debou a 1. S. Bere/iu y N. P. Zhidkov). 

3 ) ,V. M. Kórobov Métodos teórico-numérico' en el análisis aproximado. 
Fizmatgiz. Moscú, 19f>3. 
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¡mesiales con ayuda da la lórmtüa el número de mulos JV no es arbitrario, 
sino igual a m". Cuando « =- 10 y la función / (j¡, . . .. *„) se porta más o menos 
'■igual» en todas las direcciones, el número mínimo razonable do nudos será 
A 2 0 102a- Si hay deseo aumentar la exactitud, el número do nudos puede 

ser igual a <V, = d’“ = 59 049. pero esto conduce al aumento del trabajo de 
cálculo casi en 00 veces. 

8e cíebe también tener en cuenta nue para un número de nudos .V «pequeño» 
o «metilo» el error de la fórmula du cubatura obtenida con ayuda de ( 2 . 66 ) puede 
fuertemente diferir del segundo miembro en (2.07) *). 

Por otra parte, el empleo de la fórmula (2.6G) es inas ventajoso cuando se 
calculan grandes sones «le intégrale®, como también en ol cálculo do las mte- 
«raJes de las funciones que contienen expresiones dependientes de un número 
menor de variables que n. 

1. us fórmulas de cubatura obtenidas con ayuda de (2-08) están libres do las 

deliciencfas relacionadas con la elección del número du nudos A r . Resulta más- 
conveniente recurrir a dichas fórmulas para las funciones /que no son aufic ion te- 
mente suaves y pa/n el grnn valor del numero de variables n (a partir do n — 10). 
sin embargo, se debe tener en cuenta que para el error de la fórmula de cubatura 
obtenida con ayuda de Í2.G8) no es posible distinguir un término principal que¬ 
sea semejante al término que figura en ol segundo miembro de (2.67). Esta cir¬ 
cunstancia dificulta tanto la posibilidad de estimar el error de cálculo, como 
también ja pronosticación del numero de nudos A' que se requiere para asegurar la 
exactitud dada 1 

2. Sobre las fórmulas de integración numérica, óptimas para cada función 
concreta. Indiquemos, ante lodo, que la cuestión acerca do tale* fórmulas es 
compleja y poco elaborada 

Empecemos por precisar el plan team ionio del problema en consideración. 

upan gamos que una función dada 1 fr,. r.. j n \ pertenece a cierta dase A n 

) «pie viene dado mi conjunto de métodos de integrar ion numérica fn. ) de dicha 

B use memos en este conjunto tal método de in legración numérica //\, e»yu 
error (/, pfi) represente la cota Inferior exacta de los o reo ros (/. p iV ) sobro 
el ron junto U > N ) do todos los medios do Integración numérico’do lo función 

dudo /. 

Dicho de otro iiiimIo, buscamos jo mejor fórmula de cubatura para la función 
dedo concreto /. y no pitra lud.i la clase A„. a l.i cual pertenece la función men- 

ctunada *j. 

Toiucinos. a titulo de la clase A„. un conjunto .le funciones iníinilamente 
din-renti/inles en cada punto del cubo básico 6„. salvo, quizás, cierta superfi- 
m- .S do dimensión A- •: donde dichas funciones pueden reducirse \l infinito, 

cuino, por ejemplo 1 donde r xv e* la distancia entro el pipilo 7 ---= .... 

• ; r) y bn punto en hi superficie u = (y,, . . .. v n », V c m k I. 

m guión te ,n<^tOÍ, ' , " ‘‘ e ín,, ‘‘ ? '» c '° n »»“tnéi ícji ) lo definamos del 

l’.ira cada fórmula do cubatura exacta en los polinomios algebi.iu.os 
lo grullo t.'i- l. definamos un elemento/,,, d.-l conjunto (;, Y j como una fóimulu 

íí... Vsí, ,?° r . CÍ '-'í npl ''' '} tunplonr para (2.6U) la fórmula do cuadratnia do 

- miembro 
partir do 
. miembro en 

íj" r, “ ‘Ti' 1 ' '\ v ‘ V ', ,ín este modo, afcoñstnur láTrómi'ula"de cuiba- 
, , K, cdl ?" U (2 <»}). la furmul.i de Galles es más 

preferible que la de Newlon - Cotes 

.a™! 1 * ¡ "“ ,6 >T Ia Í, ' IP *“ m ®j < > r I*» 1 '* 1# ‘'a* de funciono» es. hablando en 
términos generales, mejor para la .peors función de esta dase. 
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de cuhaluni que se obtiene partiendo el cubo Im-ko 6' n w* los pafftl«dopi|H’do* 
rectangulares y empleando cu cada une de tal«*> p.-irulelcpípodofl la fómuiLi o n¡ 
bajo la condición de que el nuinero lolal do nudos m U«l««el cubo G„ sea igual a N 

Es natural esperar que ios nudos «le la íonnula do cuba tura obtenida do 
<*sta manera sean distribuidos de un modo óptimo, .1 condición «le que c! c iror 
en cud¿i jinralelepípcdo sea constante. 

En id centro de cómputo de la Universidad estulal de Moscú M. Loinonosov 
están cd»llorados programas estándar para calcular integrales dobles y triples 
que reíd izan la partición anl lunática de los dominios de integración. En la baso 
de estos programas se ha puesto un par de fórmula* de cuhatura o nl y <J„ tí jwuii 

1 Como estimación «lid «»*-roi para la bu ínula o JU se lia elegido una magnitud 

P ~ I ,T m _ °mj I 

Si * es la exactitud prefijada do los cálculos, entunas. cuando p ^ 1 - (puru 
todo el cubo básico), a Ululo del valor aproximado de la integral 80 toma aquel 
que Se determina mediante la fórmula a tlli . y « u nido p > e, el cubo se dnnle 
cu 2 " parles, y |*am cada una «le oslas imiics el proceso se repite desdo el prui- 

L1 método dosel ¿lo proporciona bueno.- resol ludo* na raí el cálculo di' las 
tnlugialivt dobles y triples. No obelante, al aumentar el número de modo io¬ 
nes n, la aplicación de oslo método se enfrenta con dificultades esenciales rebino- 
nadas con lo que al crecer n. para m y »n c lijos. * tn y a m , se bucen mucho inas 
complejas, mientras que cuando disminuyen m > »a x . con el aumento «le « 
crece fuertomoiito el número de particiones. . 

Hilemos, pura concluir, que al calcular una integral «-múltiplo, extendida 
no al cubo «-dimensional 6„. sino a mi dominio urlntraiio en el aspar-éo /**'. 
se debe reali/ur al principio una l muslo muición nue convierta dicho campo en 
un «libo «-dimensional Además, existen fórmulas de cuhaturu para rlefios 
dominios de la forma especial (bola, eslora, ele.) *i. 

S. Ejemplo de cálculo aproxinuido de una inlcgml múltiple. Ex.uninemm 
mi problema de cálenlo de una Integral cuailriniiiHiple 


/• 


I» I. — 

• «. t, //I-J rdr ^ pdp ^ d i ^ p»+r*-2prc«Bl<p-Hri|-" ; '*<«1. 


con clona «sacutwl f pura lo» siguiente» val re- ili> |>alánK'lro» 

fí - 1: 1,25; 1,5; 1.75: 2: 2.25. 2,5; 2.75: 3 L - U.8. II ~ 1. 

Al realizar el canlhio de variable» (Jue aplica el campo de inteqiacion en 
un cubo unidad- redu/.eailios esla integral .* la lumia 


/ (if, /., II) - (2nl*•»*-£* 


SJS 5 '«' 


-4 /,*p* L «*r ? — 


ll ■! I* 

il-* ¿ rp dp dr rft| líqi. 


— ¿ULpi eos 2a i*; - H »|“ 

Lo función subiutogml es suav«.- l*oi eso, |sii<» el cálculo de esta integral sv 
emploii. naturalmente, la fórmula de cul»alura que se basa en <2.t>6). Es natural 
también elegir in fórmula de Gaa«s (fórmula unidimensional que es exacta 
sobre los polinomios algebraicos) respecto de cadu uno de las variables r \ p, 


l ) Por ejempl», las fórmulas de cu Im tura --bre una esfera se estudiaban 
ren las obre? del matemático soviético S L. í-óln.lev \ de sus discípulos 




mioulras que respecto de las variables 9 y 9 resulta mejor emplear la fórmula de 
los trapecios (véase v. II, cap 3;, pues la función subinlegral es periódica con 
reí* l ion a cada una de estas variables, y para las funciones periódicas la fórmula 
•lo los trapecio? ofrece los resultados mejores. 

Do este modo, obtendremos 


«, *"t *n, m. 


nn.i, id -(*£L\ S 2 2 2 2 < 

*,-l A.-J /4,= 1 

X [//«+ l.*A, + »*IÍ, — *»~* 4 ]~’ ,z 


faqm, u* v . C' hv ) son nudos y pesas de In correspondiente fórmula de cuadra¬ 
tura unidimensional. 

Con el fin do elegir los valores de m, m, y m a quu aseguren la exactitud 
requerida, so real i.un cálculos do arreglo, aumentando sucesivamente el numero 
de nudos y comparando los resultados obtenidos. 


7-iSv 



Capitulo 3 

INTEGRALES IMPROPIAS 


Los conceptos de iulegraI definido (simple y múltiple) introducidos 
más arriba no son apios para un campo infinito de integración o cuan¬ 
do la función suiiinlegral no es acotada. 

En este capítulo señalemos de qué modo podemos generalizar el 
concepto de integral y extenderlo a los dos casos mencionados. 

S I. Integrales impropias de primera espeeie (easo 
unidimensional) 

En este párrafo se generalizará el concepto de integral definida 
para mi dominio de integración conexo ¡Limitado y unidimensional. 

1. Concepto de integral impropia de primera especie. Los dominios 
ilimitados conexos y unidimensionales se representan por unas 
semirrectas así" a - < -t- oo, — oo < x s?.. b. y por la recta infinita 
— oo <x < | oo. Para concretar, veamos una semirrecta «rs£ 
s£z< • oo. 

Siempre en este capítulo supondremos, si no se especifica Jo con¬ 
trario, que una función / (x) está definida sobre la semirrecta 
u Sj x < -l oo. \ para cualquier ¡X a existe nnn integral dt'fi- 

nidu J / (r) i Ir. la cual se denotará ron /■' (/O- 

K 

F[H)=\ft J '<h. (3.1) 

Así pues, bajo nuestras suposiciones, sobre la recta It <. — °o 
está dada la función F (¡i) definida por ia relación (3.1). Analicemos 
una cuestión sobre el valor límite de la función F ( R ) cuando /?-*• 
—+oo, es decir, ia cuestión de existencia de un límite 

h 

llm [ I (-i) dx. (3.2) 

/>-+«= J 

Para la expresión (3.2) se usará la siguiente denotación: 

^ f(.c)dx. ( 3 . 3 ) 
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El símbolo (3.3) se llamará en lo ulterior integral impropia ile lid- 
mera especio do la íuneióu f (i) extendida a la semirrecta as£ 

Si existe el limite (3.2). la integral impropia (3.3) se denomina 
convergente. En cambio, si dicho límite no existe, la integral impro¬ 
pia (3.3) se denomina divergente. 

Observación i Veamos una integral impropia (3.3). Si b > a 
entonces, a la par con esta integral puede estudiarse también una 

cx> 

integral J / (r) dx Evidentemente, la convergencia de una de lus 

b 

integrales citadas predetermina la convergencia de la otra. En este 
caso tiene lugar la siguiente igualdad: 

$ f(x)dx^ J f(x)dx+ J / (x) dx. 

*• O h 


Notemos que la divergencia de una do las integrales impropias 
mencionadas lleva consigo la divergencia de la otra. 

Observación 2 Si lina integral impropia ( 3 . 3 ) es convergente, el 
valor del límite ( 3 , 2 ) se denota mediante el mismo símbolo ( 3 . 3 ). 
Do este modo, si la integral ( 3 . 3 ) es convergente, se emplea la igual¬ 
dad 


í / ( j ) dx = lím ( l(x)J.r. 

observación i Por analogía con la integra) impropia (3.3) se 

l tx 

definen integrales impropias J f(x)dx y J f{x)dx. En primera 

-x* — ei 

O 

de ellos simboliza la operación del paso límite lim f l(x)dx. V 

lo segunda, lím \ j (x)dx. 

£::”*• 

iíjempi.o Examinemos sobre una semirrecta a t < oo (a > ()) 
la función / (z) — 1/z”, p — ronst. Esta función es integrable en 
cualquier segmento a^x^ZFI, con la particularidad de que 


dx 

xv 


*-r IR rt'-P — a 1 -* 


*‘-p |R 

l-P la 


t ~P 
lo r I?-=l„-2- 


para /»^ J, 


7* 


paia p = 1. 
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Es evidente une cuando />> I, ol límite lita \ —existe y es 

igual a ——%-, y. cuando p^l, dicho líniile no existe, l’or om- 

p — i 

siguiente, la iiitegrnl impropin ^ ~jír convergente para p.;»l, 
y divergente. [Mira p^i. Notemos que. cuando p>l, 

f dx «**»' 

i xf p- 1 * 

2. Criterio de Cauchy para la convergencia de una integral impro¬ 
pia de primera especie. Síntomas suficientes de convergencia. La 
cuestión de convergencia do una integral impropia de primera especie 
es equivalente a la de existencia del valor limite de la función 
n 

/' - (/í) = ^ f (x) dx para H-+ -f-oo Según se sabe *). Para que exista 

•I 

el valor límite de la función F (/?), cuando l{— oo, es necesario 
y suricicnte que ella satisfaga la siguiente condición de Cauchy: 
para cualquier e > 0 puedo indicarse tal A > 0. que con cuales¬ 
quiera H’y R " suporiores a A se verifica la desigualdad 

n* 

| F(A')-/ , CJt')|«K Hx)d*\<- e 
«• 


Por consiguiente, será válida la siguiente ajinunción. 

Teorema 3.1 (criterio de Caucha pora la convergencia de una 
integral impropia). Para que converja la integral impropia (3.3), en 
necesario y suficiente que para cualquier e :> 0 pueda indicarse un 
.4>0 tal que con cualesquiera R' y R" superiores a A se verifique 
una desigualdad 

Observación Notemos que de la convergencia do una integral im¬ 
propia no se desprende de ninguna manera que la función subintegral 

soa acotada. Por ejemplo, una integral ^ f {x) dx, donde la función 

U 


>) Véase, v. I. cap. 8. § 1. 
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es unid para x no cilleras y es igual a n, cuando x = n (número en te¬ 
ro). es, evidentemente, convergente, aunque la función sub Integral 
no es acotada. 

I'or cuanto el criterio de Cauchy es poco aceptable para las apli¬ 
caciones prácticas, conviene Indicar diferentes síntomas suficientes 
de convergencia para las integrales impropias. 

lin adelante consideraremos que lo función / (x) está definida en 
una semirrecta «sZ x •' oo, \ para lodo II a existe la integral 
ir 

ordinaria ^ /(r) dx 

a 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 3.2 (síntoma general de comparación). Sen en una semi¬ 
rrecta a «S X < ec 

!/(*>! <*(*>. (34) 


/■‘utonce k, de la rom regencia de la integral J gtxldx se despeen- 

* 

de i,i ronceigencm ile In inlegial í ¡(x)dr. 


ifF.MnsTH ación Admitamos que la integral J g (x) dx converge. 

Timonees, de acuerdo con el criterio de Cauchv (véase teorema 3.1), 
existe para todo i >0 tal A >0 que con cualesquiera /?' >.l 
y II' > 't se ruinpl-• la desigualdad 


IS 

ir 


u) dx l< t. 




De conformidad con las desigualdades conocidas para las integrales 
v con la desigualdad (3.4), tenemos 

*■ H' ir 

j J / txldi | *4 ¡j | / (x) | dx H. J g (.r i dx 
h’ ir ir 

De aquí y de la desigualdad (3.5) se deduce que para cualesquiera IT 
y /f* superiores a A, se verifica la desigualdad 
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» 

l’or consiguiente, la integral \ I (x) dx r-s convergente. 

Teorema 3.3 (sinloma particular de comparación). Supongamos 
que eu lina semirrecta 0 <a^x<co la función / ( x) satisface la 
i elación 


I/WI--7F- 

3U 

d.ntle r y p son omsliinh-s. p > I. I atontes, la integral ^ / (x) dx con- 

a 

ver ge. Si, en camino, existe tal constante c ;,» 0 que en la semirrecta 
0 < «<x < oo se cerifica la correlación f (x) > j-, rfouc/c /»< 1, la 

Integral ^ / (x) <fx será divergente 

La afirmación do osle teorema no deduce del teorema 3.2 y del 
ejemplo examinado en el punto aoln edeole (basta Hacer g (x) ~ elx'). 

Corolario (.síntoma particular de comparación en la forma 
límite). Si para p > 1 existe un valor límite finito ISm | / (x) |x" c, 

X-* + 00 

lu Integral jj / (x| rfx será convergente. St. en camino, existe, para p < 
<: 1, un vaho límite positivo lim / (x) x" — e > 0. la integral 

T.-T-» 

cv 

J I (x) dt sera divergente. 

Cerciorémonos «lo que la primera parle del corolario es legitima. 
Con este fin constatamos que do la existencia del límite para x—r 
4-oo se deduce el carácter acotado de la función x? | / (x) |, es 
decir, con cierta constante c„ > <1 se verifica la desigualdad 

I / (*) !-•£ c, t". 

Después so aplica la primera parte del teorema 3.3. La valides 
de la segunda parle del corolario se deduce de los siguientes razo¬ 
namientos. Poi cuanto c>0. se puede indicar un e>0 tan peque¬ 
ño que c — e ;> 0. A dicho e le corresponde tal A > 0 que, cuando 
sji .1, se cumple la desigualdad c — e </ (i) x p (esta desigualdad 
proviene de la definición de límite). Por eso, / (x) >, y en 
este caso actúa la segunda parte del teorema 3-.t. 

3. Convergencia absoluta y convergencia condicional de las in¬ 
tegrales impropias. Introduzcamos el concepto de convergencia 
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absoluta y convergencia condicional de las integrales impropias. Supon¬ 
gamos que f (a:) es integrable sobre cualquier segmento lo. fl] '). 

Definición 2. i na inte nial impropia ^ f (x) di se llama condicional- 
mente convergente, si coma ge. en tanto que la integral J | / (x) | tlr 

O 

diverge. 

observación Al poner en el teoroma 3.2 g (x) — | / (x) |, llega¬ 
mos a que la convergencia absoluta de la integral impropia predeter¬ 
mina su convergencia. 

Notemos que los teoremas 3.2 y 3.3 permiten establecer sólo la 
convergencia absoluta de las integrales impropias que se analizan. 

Demos a conocer un síntoma más de convergencia de las integrales 
impropias que es también apto para el raso de convergencia condi¬ 
cional 

Teorema .7.4 (síntoma de üirichlel — Abel). Supongamos que las 
funciones f (x) y g (r) están definidas sobre una semirrecta a¡£. c <oo. 
Admitamos, además, que la /unción f {x) es continua en la semirrecta 
a sí; a < oo y tiene en esta uno primitiva acotada F (. r) 2 ). 

Supongamos también que la función g (¿1 tiende a cero para *-*■ 
—'-oo. sin crecer de un modo monótono en la semirrecta es£ x «C oo, 
V tiene la derivada g (x) continua en la semirrecta a - ,x<£oo En estas 
condiciones resalla ser convergente la integral impropia 

oc 

} /( ')g(x) dx. (3.H) 


demostración Hagamos uso del criterio de (imicli.v pura la con¬ 
vergencia do las integrales impropias. Preliminarmenlo integremos 

p 

poi partes la integral j t (x) g (x) dx sobre un segmento arbitrario 
a 

[/f. H *], R " > IT . de la semirrecta r < oo. O ble lidiemos 
«• B . ir 

I (*l g (» ) dx - /• ( rj g u) I — J F{x) g‘ ( r) dx. (3.7) 
r- ii- 

*1 lili este caso la función | y (xi | ns también lulegrulib en cualquioi segmen¬ 
to (n. H\. 

2 l listo es indicio de que l.i |>rmiitivj F (i), que puede definí rse rumo 

\ / líi dt, satisface para lodo i -> a la desigualdad | / (i| | <. A.", donde A 
a 

es uíu const.mtp. 
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Por hipótesis del teorema, F (x) es acotada: | F (x) ¡ K. Por 
cnanto g (x) no e,s creciente y tiende a cero ruando ,t—f + oo, enton¬ 
ces g (x) ¡5* 0, y g' (x)^ 0 Do este modo, estimando la relación (3.7). 
obtendremos la siguiente desigualdad 

ir a- 

I J /<x)g(xirfx|</C |ff(«'l + ír(Ví')l+ ^ ( — g'(x)l dt 
rr h 

La integral en el segundo miembro de esta desigualdad o* igual 
a ti (/?') — r(H'). y, por eso, evidentemente, 
ir 

j /(x)s(r) »te|«¿’2Ai.’(/f'i. (3 .,Si 

t on ayuda de esta desigualdad no es difícil dar por terminado la 
demostración del teorema. Sea t un número positivo arbitrario. Ya 
que g (x) — *-0 para i — ► + oo, podemos elegir, según a dado, tal 1 
que pura W 2? .1 se cumpla la desigualdad g (if) < e!2K . Do aquí 
Y (le la (teaiguaUiarl (íl.8) so deduce que para cii.-ile.squ ¡era lt' \ II" 
mayores que .1 se cumple la desigualdad 

n- 

¡ ¡¡ /{x)«u)d.t|-,.e. 

H* 

la cual, de «cnerdo con el criterio de Oaudiy. asegura 1« convnigenciH 
do la integral (3 ti). El teorema está demostrado 

observación La exigencia en el teorema 3.4 que la función g ix I 
sen diferenriable es superfina El teorema 3.4 puede ser demostrado 
bajo uii solo supuesto de que g (x) es monótona y tiendo hacia cero 
cuando .«—*■ -i- oo, para lo cual se debo utilizar la segunda fórmula del 
valor medio (fórmula de Bonnet). 

EJEMPixj i Veamos una integral 

J’jSLLrfr, a-^0. (3.9) 

i 

Suponiendo / (x) - son x. g (x) 1.x®, resulta lácil convencerse 

de que para dicha integral se cumplen todas las condiciones del 
teorema 3 4. Por esta razón la integral (3.9) es convergente. 

fjempi o 2 Veamos la integral de Fresnel M ^ sen x 3 dx. Conior- 

II 

me a la Observación i, p. 1 de este párrafo, la convergencia de una 


>) O. Fresnel (1788—1827), destacado tísico írancés. 
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de las integrales, J sen x‘ dx y J sen** dx, predetermina la conver- 

ü 1 

gcncia do la otra Por eso. recurrimos a la segunda de estas integrales. 
Tenemos 

<x ÍX 

( sen x 3 dx = J x sen x 2 — dx. 

i i 

Suponiendo j (a) - i sen j- y g (i) = Vx, nos convencemos do que 
todas las condiciones del teorema 3.4 están cumplidas y, poc esta 
varón, la integral de Fresnal es convergente. 

4. Cambio de variables bajo el signo de una integral impropia y 
formula de integración por partes. En este punto enunciemos las 
condiciones, bajo las cuales actúan las fórmulas de cambio de varia¬ 
bles y de integración por partes para las integrales impropias de 
primera especie. Examinemos, al principio, la cuestión do cambio 
de vurinblos bajo el signo de integral impropia 

Supongamos cumplidas las siguientes condiciones; 

Ii la función j (*) es continua sobre el semieje * < 00 • 

2) el semieje x < o o es un conjunto de calores de cierta junción 
estrictamente monótona t - g (1) que está definida en el semieje ai.; 

l <; co (o bien en — oo < / -7 a) ti que tiene en este sainete derivada 
continua, 

3) g (a) - a. 

Un las condiciones citadas de la cnnrergencui de una de las si¬ 
guientes integrales Impropias 

o « 4 

J / (.r) dx y J / (£(*))#' (u bien — ^ ) (f íl)) (l) dt} (3.10) 

.1 -i -**■ 

prnriene la convergencia de la otra ;/ la Igualduit entre las dos. 

La afirmación formulada se establece con ayuda de los siguien¬ 
te» razonamientos. 

Examinemos un segmento aibilrarjo [a, ff] A este segmento le 
correspondo, en virtud de la monotonía estricta de la función g (t). 
el segmento ta. pj (o [p. al) del eje t tal que. al variar t sobre el 
segmento la. ¡>1. los valores de la función x — g (f) llenan el segmen¬ 
to |«, /i], con la particularidad de que g (p) - H De este modo, 
pura lossegmenlosmencionados quedan cumplidas todas las condicio¬ 
nes ilol p. 3. § 7, cap 1. V. 11 de este curso, para las cuales es vigente 
la formula de cambio de variables bajo el signo de la integral defi¬ 
nida. Por eso. tiene lugar la igualdad 


n p 

J /(*)</* = J I (p(tt)g' (t)dt (o bien = 

U U 


a 

- $/(*(*»«'(')<**) (3-H) 

P 
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Por ser la función j:—«(/) estrictamente monótona, II — oo cuando 
p— oo. y, vkev orea. p— oo cuando H— oo (o bien R — oo ruando 
l>— — oo. y ¡.— — oo cuando H— oo). Poroso, de la fórmula (3.11) 
so deduce la validez de la afirmación enunciada más arriba. 

Pasemos, ahora, a la cuestión de internación por partes de las 
integrales impropias de primera especie 

Demostremos la siguiente afirmación 

Supongamos que las funciones u (,r) y r (x) llenen derivadas n i,ti¬ 
lmas en una semirrecta nsj r < oo, y, además, existe un valor límite 

lí m u (xl i ( x ) — A. 

1 -* 

J'.n las condiciones citadas, de la convergencia de una. de las integrales 

Oka a| - 

^ ny.r)v‘(x)dx y j it(r)ii'(i)í/z (3.12) 

proviene la convergencia de la otra Ks valida también la formula 
$ **(*)*’’ (x) rf* — j 4—u (a) r tu) — ^ i- (j) u' (x) dx. (3 13) 

Con untas u demostrar la nfirntucióii enunciaila. analicemos un 
segmento arbitrario la. fll. En dicho segmento es válida la fórmula 
comente de integración por partes. p 0 r eso, 

!' n 

\ u (x) v' (x) dx *= |tt (x) e (a))f — j t ( xit/'(x)<te. 

La expresión |u (x) p (*)!» tiende hacia A - u (a) v (a), cuando 
Jio o, razón por la cual de la última igualdad proviene la couver- 
gencia simultánea o divergencia simultánea de las integrales (3.12). 
como también la validez de la fórmula (3.13) en el cuso en <|iio una 
de las integrales (3.12) ronverj.!. 


§ 2. Integrales impropias de segunda especie 
(caso unidimensional) 

En este párrafo se generaliza el com« pto de integral definida 
para el caso de las funciones ilimitadas 

1. Concepto de integral impropia de segunda ispeóle. Criterio de 
Caueliy. Supongamos que en un semisegmento la, b) viene dada 
una función f (x). Un punto b se llama singular, si la función no es 
acotada sobre el semisegmento la. b\, pero sí acotada en cualquier 
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segmento la, h — al enrerrado dentro del semisegmento lo, b >. 
Supongamos también que en cualquier segmento de este tipo la 
función 1 (x) es integrable. 

Siendo vigentes nuestras suposiciones, sobre el semisegmento 
(il, b — a) está dada lina función del argumento a, definida por la 
coi relación 

h-a 

P(a)- $ f(x)dx. 


Estudiemos la cuestión sobre el valor limite derecho de la función 
/■' (a) en un punto a ~ 0. es decir, la cuestión de existencia de 
limíte 

b-a 


lím \" f(x)dx. 

•z-->u a 


(3.14) 


Emplearemos pata la expresión (3.14) la designación 

6 

J l(x)dr. (3.15) 

a 


En adelante el símbolo (3.15) so denominará Integral Impropia de se¬ 
gunda especie de la funrióu / (r) extendida al semisegmento la, b) 
Si existe el límite (3.14). la integral impropia (3.15) se llama 
convergente. Si. en cambio, dicho límite no existe, la integral impro¬ 
pia so llama divergente. Si ia integral impropia (3.15) converge, la 
magnitud del límite (3.14) se denota con el mismo símbolo (3.15) 
De este modo, sj converge la integral (3.15), se emplea la igualdad 


b 

^ ftDdr — 


o 

Jim f / (x) dx. 

a—4-0 J 


onsitRVAcio.x El coutepU) de integral impropia de segunda es¬ 
pecie so extiende con facilidad al caso en que la función / (x) tiene 
nn número finito de puntos singulares. 

EJEMPLO Veninos sobre el segmento la. b) una lunción l'(6 — x)'\ 
p ~> 0. Está claro que el punto 6 es singular para dicha función. 
Además, obviamente, esta función es integrable en cualquier seg¬ 
mento la. b — al. con la particularidad do que 


j 


di 

lá —i|P — 


(o -Ii'-P !■-<* _ (»I— ai'-i 1 -q’-p 
t— P ~ < P 


— ln Ib — r) 4 


fu 


b — fi 


a 


pura p^= 1, 
para /» = 1. 
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6-0 

lis evidente c|nc el limite lím í a * , existe y es igUnl « 

a-+o J 

(fr—a) 1 v cua|1( j 0 ¡¡.^ \ y no existe, ruando p¡¿i. Por consi¬ 
guiente, la integral impropia en consideración converge cuando 
p<Zl. y diverge, cuando p'¿s 1 

Formulemos el criterio do Caucliy para la convergencia de mía 
integral impropia de segunda especie. Supondremos en este caso 
que la función / (.r) está definida sobre un scmiseginento la. b), > que 
b es un punto singular. 

Teorema 3.5 (criterio de Cuuchy). Para que comer ja la ir.legial 
impropia ríe segunda especie (3.15), es necesario y suficiente que. para 
todo e > 0, pueda indicarse un Ó >0 tal ipie para cualesquiera '/.ya" 
que satisfagan la condición Oca" < a < ó se rompía una desi¬ 
gualdad 

| $ /(a-idr |«-r 

b-a’ 

Lu validez de este teorema se deduce de lo que el coiueplo di- 
convergencia do una integral es equivalente por su defunción al 
concepto de existencia del valor límite de la función F (a) introduci¬ 
do al comienzo de este punto. 

2. Observaciones finales. No somos propensos u desarrollar de¬ 
talladamente lo teoría de integrales impropias de segunda especie 
Ello se debe a que los teoremas y deducciones principales del párra¬ 
fo antecedente se extienden sin dificultades algunas al caso de las 
integrales de segunda especie. Por eso, limitémonos a cierta- obser¬ 
vaciones. 

I o . Impuestas ciertas restricciones en las funciones subinlegrales. 
las integrales de segunda especie se reducen a las de primera especie 
A sabor, supongamos que una función / (,r) es continua sobre e) 
somisegmento fn, b) y que b es un punto singular de esta función. 

b —a 

Bajo estas condiciones en la integral ^ ¡ (x) dx podemos realizar 
el siguiente cambio de variables" 


f' dx =f- 




Como resultado de este cambio de variables, obtendremos la igualdad 
b-a i/<i 


$ f(x)dx= $ / (ó - 4*) yrdt. 


i3.16) 
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Soíi tonvorgenle la integral j / ii) dj. listo quion* «locir qm» existe 

I •* 

bIIíiupIc lím \ I U) dx Volviendo <i la igualdad (3.16), vemos 

a- * 0 J 

que exude laminen mi límite, pura 1 a —+oo, de la expresión que 
íigma en el segundo miembro de (3. 10). Quedan pues demostrados la 
convireoncia de la integral impropia de segunda especie 



ionio también el liecliu de que esta integral es igual a la inlegial 

S 

J / (i) dr. Evidentemente, la convergencia de la integral impropia 

de segunda especie que acabamos de citar predetermina la convergeu- 

i i.i de la integral ^ I (J) dx, y, además. In igualdad entro ellas Así 
*1 

pues, de la com er ¡¡encía ríe aun de las integrales 

•t %• 

$ i{x)dx y ^ I (/; — -i-) -^-dl 

u t.Oi-al 


íc deduce la córner ¡¡encía de la «Ira. y, además, la igualdad entre ellas. 

2". Para las integrales impropias de segunda especie so demuestran 
con facilidad las afirmaciones análogas a las del p. 2 en el párrafo 
antecedente que pueden reunirse bajo el nombre general de «sínto¬ 
mas de comparación» Motemos que en todas las [orín lilac i oríes la 
función / (x) se estudia sobro nn semisegmento la. />), donde h es un 
punto singular de la función. 

El síntoma particular de comparación tendrá la siguiente forma. 

Si | I (x) | sS c (ó -- x)~“, donde p < 1, la integral impropia (3.15) 
será convergente. En cambio, si / (x)^c(b — i)"*', donde c > 0. 
p I. entonces la integral impropia (3.15) es divergente. La demos¬ 
tración proviene riel síntoma general de comparación y del ejem¬ 
plo analizado en el punto anterior. 

Por analogía completa con el p. 3 del párrafo antecedente, par» 
las integrales impropias de segunda especie se enuncian reglas de 
integración mediante el cambio de variables y de integración por 

partes 
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§ 3. Valor principal «le la integral impropia 

Definición. .Supongamos que una función f (r) está definida sobre 
uva recta — <*> <¡r <oo, y es integrable en cada segmento pertene¬ 
ciente a la recta citada. Diremos que la / unción i (.t) es integrable 
según Cauehy, si existe el límite 

n 

Uní í j (x) dx. 

Este límite se denomina calor principal de la integral impropia de la 
función / (a) en el sentólo de Cauehy y se denota con el símbolo ! ) 

'O lí 

V.p. C f{x)d.r= I í ni \ / (.t) di. 

J R-+.V J 

—*x — n 

eje jipi. o i Hallemos el valor principal de la integral do sen .r- 
Por cimillo, en virtud de que sen j es impar. 

R v 

^ senrdxe-rO, entonce,s V.p ^ sen j dx = 0. 

-ti -» 

Hostil la válida la siguiente aflimación 

Si una Iunción I (j) es impar, será tntegi able según Caucliy y el ealtu 
principal de la Integral de esta función será nulo. 

Si una función / (x) es par. será integrable según Cauehy c iando, 
y sólo cuando, es convergente la integral impropia 

.V 

$ 17) 

v 

La primera parte de esta afirmación es evidente. Para demostrar 
la segunda parte, basta aprovechar la igualdad 
n h 

$ f{x)dx~- 2 $ f{r)dx 9 

-H «' 

que se verifica para cualquier función par. y la definición de con¬ 
vergencia de la integral impropia (3.17). 

El concepto do integración según Cauehy puede introducirse 
para las integrales impropias de segunda especio también en el caso 
en que el punto singular sea punto interior del segmento por el 
cual se realista la integración. 


') V. p. son letras iniciales de las palabras franceses «Valeur principal». 
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Gap. 3. Integrales impropia:* 


Supongamos que sobro un conjunto .1 Infrio O viene darla una fun¬ 
ción 1 ( 2 ). x = ( 2 ,. i¡. 2 m ), integrable según Riemann en cual¬ 

quier subconjuntn cerrado cubicablo del conjunto D. Analizaremos 
(oda clase de sucesiones { D„} de conjuntos abiertos que agotan monó¬ 
tonamente O y que poseen la propiedad do que la clausura D„ de 
cada conjunto D„ as cubicable (de aquí se deduce, en particular, que 
cada uno de los conjuntos £>„ i*stá acolado). 

Si para toda sucesión de este tipo fí>„ ¡ existe un límite de la sucesión 
Jinmórtea j J I ( 2 ) di} . y si este limite no depende de cómo se elige la 
Tin 

sucesión {£>„}. dicho límite se denomina integral impropia de la ¡un 
ción / ( 2 ) extendida al conjunto D q se denota con uno de los siguientes 
símbolos: 


J /(*)//*. J J . ¡¡ /(X,. im)dx t d.i i ... dx m . (3.J8) 

u v 

Kit este caso la integral impropia t3.1H) se llama convergente 

Notemos que el símbolo (3.18) se emplea también en el caso cuan 
dn los limites de las sucesiones mencionadas más arriba no existen, 
lili tal caso la integral (3.18) se llama divergente. 

2. Integrales impropias de las funciones no negativas. Demostre¬ 
mos el siguiente teorema. 

Teorema 3.6. Para que cuntena la integral impropia (3.Id) de 
una /unción / ( 2 ). no negativa en el dominio I) es necesario y suficiente 
que aI menos para una sola sucesión de dominios eubicables {D„ ¡ que 
agotan monótonamente el dominio D sen acolada la sucesión numérica 

/(*)•>* (3.10) 

D„ 

demostración. La necesidad de hipótesis del teorema es obvia, 
la sucesión (3.10) es no decreciente (i>„ está contenida en £>„ + i, 
y / (*)^ 0), por lo cual como condición necesaria do convergencia de 
la sucesión interviene su carácter acotado. Pasemos a la demostra¬ 
ción de la suficiencia de las condiciones del teorema. Por cuanto la 
sucesión (3.19) está acotada y no decrece, es convergente hacia cierto 
número /. Resta por demostrar que hacia esto mismo número I 
converge la sucesión 

«» = $ /(*><**. 

donde es otra sucosión arbitraria de dominios que agotan 

monótonamente el dominio D. Fijamos un número cualquiera n y oxa- 
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miuomos el dominio D'„. Existe un número n, tnl que ü'„ esté con¬ 
tenida en /)„,') Por eso, 

o ni < /. 

De aquí se desprende que la sucesión {a,,} converge hacia cierto 
número ¡' s¿. I. Cambiando en nuestros razonamientos las sucesio¬ 
nes a' n y a„, llegaremos a la desigualdad /< /'. Por consiguiente, 
/' — I■ El teorema está demostrado. 
rjbmpi.o Examinemos una integral 

7 " SS 1dxdy ‘ (3.20) 

D 

lomada por todo el plano. A título de sistema de dominios {£)„) 
que agotan monótonamente el dominio D elijamos el siguiente sis- 
temn de círculos concéntricos D„: 

x x + >J X < n*. n =■ I, 2, . . . 

En cada círculo D n pasemos al sistema polar de coordenadas r, «i 
Obtendremos 

Ja /i 

fl nJ J e-* 1 -»'dxdy — J f e-^rdrdtp => n (1 — «-"*), 

o» 11 " 

De aquí se deduce que lím a„ = n. De acuerdo con el teorema 

n-*oo 

que acabamos do demostrar, la integral (3.20) converge y os igual 
a n. .Notemos que la integral (3.20) puede ser representada en la 
siguiente forma 2 ) 

/= J e- x ‘dr ^ r-a s d(/= ( ^ e- x, d¿y 

- V -oo - V 


’) Admitamos que esto no es así. Entonces, para todo /.• entero puede indi¬ 
carse tal punto M¡, dnl dominio D'„ que no portonezca al dominio D h . En la 
sucesión (¿l/j) podemos elegir (por ser D 7 ,, cerrada y acotada) una subsucesión 
que converja hacia cierto punto M £ D'„. El punto M pertenece, junto con 
cierto entorno, a uno do los conjuntos D k¡ . Mas. al mismo conjunto D h y a todos 
los conjuntos D h con números mayores pertenecen los puntos M k con los números 
tan grandes como se quiera. Esto contradice la elección de los puntos j/,. 

*) Podemos convencemos fácilmente de la posibilidad de esta representa¬ 
ción. si a título de sistema agotable do campos tomamos un sistema do cua¬ 
drados cada vez crecientes con centros en el origen de coordenadas y lados para¬ 
lelos a los ejes, y aplicamos, después, la fórmula de integración reiterada por 
cada uno de estos cuadrados. 


S-569 
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Cap. 3. Integrales impropias 


A partir de osla representación obtenemos el valor de la integral 
llamada integral de Poisson 1 ): 

^ e~**d >= V ñ. 

— o© 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 3.7 ( sintonía gcneraldecomparación). Supongamos que 
Las /unciones no negativas / (x) y g (x) en cada punto del conjunto 
abierto O satisfacen la condición 

' / (*) g <■*)• 

Entonces, la convergencia de la integral impropia ^ g (x) dx preilrter- 

mlna la convergencia de la integral impropia ^ / (a-) dx. 

¡j 

dbmosthac ios Son {£>„} una sucesión ile campos que agotan mo¬ 
nótonamente el campo D. A partir de las desigualdades obvias 

<*«=- J /(¡r)rte«¿í g(x)dx =• h K 
5 n 5„ 

se deduce que la convergencia de la sucesión b„ predetermina la 
convergencia de la sucesión a n . De aquí y del teorema 3.0 proviene 
la valide?, del teorema enunciado. 

Al analizar la convergencia do las integrales impropias se em¬ 
plean. do ordinario, funciones estándar (tipo) de comparación. 1» más 
usada de las cuales os g (x) = | x I"'', p > 0*). 

hjbmplo i Sean a 0; D, una bola de radio a con conlrii en el 
origen de coordenadas; g (x) = | x I’ 1 ’ A título de la sucesión 
{£>„} do dominios que agolan monótonamente D tomemos un sis¬ 
tema de capas concéntricas D„ que se forman por eliminación en la 
bola D de las bolas de radio \ln con centro en el origen de coorde¬ 
nadas. Al introducir el sistema esférico de coordenadas (véase p 3“ 
§ 5 del capítulo 2). obtendremos 

n 2n n 

“n= J g (*)<!**= $ r~ p ' m ~' ilr ^ d0¡ ^ dQ, ... 

D n »/n C 0 

... 5 ( 11 9en*-«e*)i» m .,. 

o *-i 


l ) S. Poisson (1781—1840), matemático y fínico francés. 

*) Se considera en este caso | x | = V*? + *1 + • • • + r; H . 
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Denotando con el símbolo (o* una magnitud positiva 
2 n » ji m-1 

“m= 5 rf0 l 5 d0 í • • • $ ( n Sen *"‘ 0 ‘) ^rn-l. 
o o “ h=i 

podemos escribir 

*m~"m j r -r»"-i dr. 
fin 

De aquí se deduce que la sucesión a„ está acolada y, por lo lau¬ 
to, es convergente cuando, y sólo cuando, p < m. En virtud del teo¬ 
rema 3.6, una integral impropia de la función | x I' 1 ' en el dominio 
D converge cuando p < m, y diverge, cuando p m. 

ejemplo 2 Sean: a > 0; D, la exterioridad de uno bola de radio 
a con centro en el origen do coordenadas; g (x) =- | x |*'\ A título 
de la sucesión {D„} de dominios que agotan monótonamente D 
tomemos un sistema de capas concéntricas D„ que se componen 
do todos los puntos i £ E m que satisfacen la condición 
a < | x | < «i. 

Al introducir el sistema esférico de coordenadas, obtendremos 
n n -\g(i)dx (o m l r-'”"'-'dr. 

I J n n 

De esta igualdad y del teorema 3.6 se deduce que una integral 
impropia de la función | x I* 1 ’ en el citado dominio D convergo pa¬ 
ra p'j> m, y diverge, para p ^.m. 

3. integrales impropias de las funciones de signo variable. En 
este punto aclaremos la relación existente entre convergencia ordi¬ 
naria y convergencia absoluta de las integrales impropias múltiples. 
Al igual que en el caso unidimensional, una integral impropia 

ij / (x) dx se llamará absolutamente convergente, siempre que con- 

D 

verge la integral | ¡ (x) | dx. Demostraremos que la convergencia 
u 

absoluta predetermina la convergencia ordinaria. La más sorpren¬ 
dente es otra propiedad de las integrales impropias múltiples que 
no tiene análogo en el caso unidimensional y que consiste en que la 
convergencia de una integral impropia múltiple predetermina su 
convergencia absoluta. Dicho de otro modo, demostraremos que 
para las integrales impropias múltiples los conceptos de convergencia 
y de convergencia absoluta son equivalentes. 

Antes de pasar a la demostración de estas propiedades, demos a 
conocer unas observaciones previas. 
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lín el dominio P„ la función / (x) es positiva, por lo cual en di¬ 
cho dominio / ( x ) = /+ (i). Por consiguiente, de acuerdo con (3.29), 
obtenemos la igualdad 

) )/(z)| dx-j-n. (3.30) 


Denotemos con OS la unión de D„ y P„. Entonces, sumando las 
desigualdades (3.30) con una desigualdad evidente 

\ /(*)<**> — J 1/ (*)| dr, 

obtendremos 


j /<*)rfr>». (.3.31) 

óS 

Obviamente, la sucesión de dominios (/},*} agota monólonainunle el 
dominio £)■ Mas, en tal caso, de acuerdo con la desigualdad (3.31), 
la integral ^ / (i) dx es divergente Como, por hipótesis, osla inte 
¡> 

gral converge, la suposición de que no es cierta la afirmación del 
teorema no tiene lugar. El teorema queda demostrado. 

4. Valor principal de las integrales impropias múltiples. 
Definición. Supongamos que una función f(x) está definida para 
todo X E r y es integrable en cada bola K „ de radio P con centro 
en el origen de coordenadas. Suele decirse que la función f (x) es inte¬ 
grable según Cauchy en E m . si existe el limite 


lím \ f(r)dr. 

R—“ J 

K It 

Este límite se llama valor principal de la integral impropia de la 
función f (s) en el sentido de Cauchy y se denota 


V.p. $ flr)dx 

R m 


lira \ j(x)dx. 
K n 


ejemplo Supongamos que / (a:) tiene en las coordenadas esféricas 
una forma / (x) = h (r) g (éi, 8 a , . . .. 0„,_,), donde las funciones h 
y g son continuas, con la particularidad de que 
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Entonces, evidentemente, / ( x ) es integrable según Cauchy y 
V.p. ^ f(z)dx = 0. 

En particular, cuando m ~ 2, la función de dos variables 
/ (x. ij) -- h (r) eos <p es integrable según Cauchy, y la integral de 
ella en el sentido del valor principal es nula. 

En el caso de que la función / (x) tenga singularidad en cierto 
punto ,r„ dol dominio /), la integral en el sentido de Cauchy so in¬ 
troduce como limito 

V.p. ? /(x)dx— lím ^ /(•*)<**• 

o "-«4 

donde l) „ es un conjunto que se obtiene por eliminación un el domi¬ 
nio IJ de la bola do radio II con centro en el punto x„ 



Capítulo 4 

INTEGRALES CURVILINEAS 


En este capítulo vamos a extender el concepto de integral definida 
simple, tomada por un segmento rectilíneo, a) caso en que como 
campo de integración interviene un segmento de cierta curva plana 
o espacial. 

Las integrales de este género se denominan curvilíneas. Un las 
aplicaciones prácticas se acostumbra examinar integrales curvilíneas 
do dos especies (de las expresiones que tienen el sentido escalar y el 
vectorial). En el presente capítulo las integrales curvilíneas se anali¬ 
zan paralelamente 

$ I. Definiciones de las integrales curvilíneas 
y el sentido físico de las mismas 

Examinemos en el plano Uxy una curva rectificable /. privada 
de puntos múltiples y de trozos en los cuales la curva so coloca so¬ 
bros! misma. Supongamos que la curvase define mediante las ecuacio¬ 
nes paramétricas 

( ,/ = *<*) (4I > 

y un ios primeros pasos convengamos en considerarla no cerrada v li¬ 
mitada por los puntos A y fí. 

Supongamos, además, que una función / (x. y), dos funciones 
P (x, y) y Q (x, y) están definidas y son continuas a lo largo de la 
curva L — AB'). 

Dividamos el segmento a ^ l ^ b, medíante los puntos a 
=■ <o < ¿i < *s < - • . < t„ — b, en n segmentos parciales 
«».„ íj (*-1,2... , n). 


*) Una función I (r, y) se llama continua a lo largo Je la curva «i para 
cualquier e > 0 existe un ó > 0 tal que | / (i,, y,)— / (x,. y,) | < e para cuales* 
qu iera dos puntos (r,, y, ,) y (x„ y.) de la curva I. que satisfacen la condición 
V (*1 — •*•)* + (Vi — Va)’ < ó. Hemos definido, de becho, no continuidad, 
sino continuidad uniformo de la función / (x, y) a io largo do ia curva poro, 
ya que el conjunto de todos los puntos de lá curva t es acotado v cerrado, estas 
nociones coinciden. 
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Por cuanto a todo valor í* le corresponde en la curva L un punto 
determinado M h (x h , y k ) do coordenadas x k <f Un). y k — ’l’ (i*)» 
para la partición mencionada del 
segmento a s£C b toda la curva 
/, = AB se descompone en n 
arcos parciales M„M¡, M v \I t , ... 

. M n . l M n (fig. 4.1) 

En cada arco parcial . 1 '/*- ,M k 
elijamos uu punto arbitrario 
N k (lk< >U)i cuyas coordenadas 
S». >U corresponden a cierto va¬ 
lor t h del parámetro 1, de suerte 
que S„ = q> (x fc ), i)k = í (*x). 
con la particularidad de que íj,_ 1 -í *4 =£= t k . Convengamos en desig¬ 
nar con el símbolo Al» la longitud del A-ésimo arco parcial 
\f k .,M k (A = 1, 2, . . n) , 

Formemos una suma integral Formemos dos sumas integrales 



Fig. 4.1. 


til ” S/(Sx. '}h)-& l h- 

k-t 


14.2) 


a t = S q») {x k —*a-i)i 

(4.2') 


Oj. 


1 T ’ll) U/k — 1/4-1 

4-1 


|4.2') 


Un número I se llamará límite de la suma integral o, (s — 1, 2, 3), 
al tender a cero la máxima de las longitudes Ai», siempre que para 
todo b > 0 existe un 6 > 0 tal que 1 o, — / | C e, una vez que la 
máxima do las longitudes Al„ se hace inferior a ó. 


DEFINICIONES 


Si existe el límite de la su¬ 
ma integral a,, cuando la máxi¬ 
ma de las longitudes Al* tiende 
a cero, dicho límite recibe el 
nombre de integral curvilínea de 
primera especie de la /unción 
I {x. y) a lo largo de la curva L 
y se denota con el símbolo 

\ /(*. y) di, 

i. 


Si existe el límite de la- suma 
integral o, lo,), atando la máxi¬ 
ma de las longitudes tiende 
a cero, dicho limite recibe el nom¬ 
bre de integral curvilínea de se¬ 
gunda especie y se denota con 
el símbolo 

C l>(x. y) dx [ $ Q(x, y) <ty] . 

AB AB 

La suma 

í P{x, y) dx -i- J Q(x, y)\dy 

AB AB 
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o bien 

\f(i.y)dl (4.3) 

AH 


Aclaremos el sentido físico de 
cidas. 

Supongamos que a lo largo 
de la curva L viene distribuida 
una masa con la densidad lineal 
/ (*• y)- Pera calcular la masa 
de toda lu curva, resulta natu¬ 
ral partir esta curva on trozos 
pequeños y, considerando que en 
cada I rozo la densidad varía po¬ 
co, admitir que la masa de cada 
(rozo es aproximadamente igual 
al producto de cierto valor in¬ 
termedio de la densidad por la 
longitud de este trozo. 

En este caso lu masa de toda 
la curva será aproximadamente 
igual n la suma integral (4.2). 
El valor exacto de la masa será 
definido, naturalmente, como lí¬ 
mite de la suma (4.2), al tender 
a coro Ja longitud del trozo 
mayor. 

Do este modo, la integral 
curvilínea de primera especie (4.3) 
proporciona la masa de una curva . 
a lo largo de la cual la densidad 
lineal es igual a I ( x , y). 


se acostumbra llamarla integral 
curvilínea general de segunda 
especie que se denota con el 
símbolo 

[ l‘ix. y)dx -Q(x. y) dy. (4.3') 

AH 

las integrales curvilíneas introdu- 

Suponganios que un punto ma¬ 
terial se mueve de A a B a lo 
largo de la curva L por efecto de 
una fuerza F (x, y) cuyos compo¬ 
nentes son /’ (x, y) y Q (x, y) 
Para calcular el trabajo realizado 
en tal movimiento, resulta natu¬ 
ral dividir la curva en trozos pe¬ 
queños y, considerando que en ca¬ 
da trozo la fuerza vuría poco, 
admitir que el trabajo en cada 
trozo es aproximadamente igual 
a la suma de productos de los 
componentes de la fuerza, lomu¬ 
dos en ciertos puntos intermedios 
por los componentes del vector de 
desplazamiento. En este caso el 
trabajo total, al realizarse el mo¬ 
vimiento desde A hasta B. será 
aproximadamente igual a la suma 
(4.2’) y (4.2"). El valor exacto 
de este trabajo se definirá, natu¬ 
ralmente, como limito de la suma 
citada, al tender hacia cero la 
longitud del trozo mayor. 

De este modo, la integral cur¬ 
vilínea general de segunda especie 
(4.3') respresenta el trabajo que se 
gasta para trasladar un punto ma¬ 
terial desile A hasta B a lo largo 
de la curva L bajo la acción de una 
fuerza que tiene componentes 

P <i- y) y Q (x, y)- 


ousmvACUON i Las formas de las sumas (4.2), (4.2'), (4.2") 
muestran con toda evidencia que la integral curvilínea de primera 
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especie no depende de la dirección en que se recorre la curva L (de A 
a H, o de B a A), mientras que para la integral curvilínea de segun¬ 
da especie el cambio de la dirección en la curva causa el cambio co¬ 
rrespondiente del signo, es decir. 

J !'{x, y) dx- — ^ P{x, y)dx, J Q(x. y) dx -- — ^ Q(x. y)dy. 

MI lll AH "A 

ouservacion 2 l*ara una curva espacial se introduce do una ma¬ 
nera sumamente análoga el concepto de integral curvilínea de pri¬ 
mera especie ^ / (*, y, z) di, y tres inlegrnles curvilíneas de segun- 
Ml 

da especie 

J U. *)dx, J u ' l)d "• \ n(T ' V ' Í)dZ ' 

Afí AH All 

La suma de las tres últimas intogralcs se acostumbra llamarla 
integraI curvilínea general de segunda especie y designarla con el sím¬ 
bolo 

l‘U. y, z)dx + Q (J y, z)dy + IUx. y, i)dz. 

AH 


$ 2. Kxistencia de las integrales curvilíneas y reducción 
de las mismas a las integrales definidas 

Convengamos en llamar la recta L suave, si las funciones <[■ (í) y 
i|’ (í) de las ecuaciones paramélricas (4.1) que la definen, poseen en el 
segmento la, fc] derivadas continuas q" (t) y tp' (í) 1 )- 

Llamemos la curva L continua a trozos, si es continua y se des¬ 
compone en un número finito de trozos (que no tienen puntos interio¬ 
res comunes), cada uno de los cuales representa una curva suave 
De acuerdo con el convenio admitido aún en el cap. 6 y 7, v. [1, 
se llamarán puntos singulares de la curva 1. aquellos que corres¬ 
ponden al valor del parámetro t, para el cual las derivadas q' (i) y 
i|>' (í) se anulan. 

Demostremos que si la curva L = AH es suave y no contiene pun¬ 
tos singulares, y si las funciones f (x, y), P (i, y) y Q (* ■ y) son continuas 
a lo largo de esta curva, resultan válidas las siguientes fórmulas que 


Se sobreentiende que las derivadas <p’ (I) y f (I) son euritmias ou cual¬ 
quier inulto interioi del segmento lo. bl y poseen valores limites finitos en el pun¬ 
to a por la dorecho y en id punto (■ por la izquierda. 
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reducen las integrales curvilíneas a las integrales definidas ordinarias 

\ P{*, )«** = 

An 

5 ^M')- -rwi'p' (t)dt. M') 

$ <?(*. y)dy= 

An 
b 

5 <? I»r <<)• tj,(í)|«f' (í) di. 1.4.4*) 

Se demostrara a la vez la existencia de las integrales curvilíneas que 
figuran en dichas fórmulas. 

Notemos, ante todo, que las integrales definidas que figuran en 
los segundos miembros de las fórmulas (4.4), (4.4') y (4.4") existen n 
ciencia cierta (pues, bajo los supuestos admitidos, las funciones 
subintegrales en cada una de las citadas integrales son continuas en 
el segmento a t b). 

En cuanto a la integral curvilínea de segunda especie, se dedu¬ 
cirá sólo la fórmula (4.4') (pues, la deducción de la fórmula (4.4") 
es sumamente análoga). 

Al igual que en el § 1, dividamos el segmento a^í^ó, median¬ 
te los puntos a = t„ < t, < /, < . . . < t„ = b en n segmentos 
parciales y formemos las sumas integrales (4.2) y (4.2'). 

Tomemos en consideración que 

> _ x k —**-« ’f (<*) — <p(*n-i) “ 

Aí*=- \ V lep' (OP+IT' (<))*rfí. 

‘"-i - $ f 'Wdt. 

'»-i 

Esto nos permite reescribir del modo siguiente las expresiones para 
las Sumas integrales (4.2) y (4.2'): 

I 

X $ T' (<)dl}. (4..V) 

‘h -1 


°i “ V, {/lT(t*). T(t*)l * 


x $ K|<p' (01 a + 1*' Wl**}. 
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(Aquí se ha tomado en consideración que s¡, = cp (t b ), i) ft ~ 
donde Tjj es cierto valor del parámetro t que satisface la condición 

fft-1 th ^ lk)- , . , 

Ahora, designemos las integrales definidas en los segundos miem¬ 
bros do las fórmulas (4.4) y (4.4’) con ST, y K a , respectivamente. Al 
dividir el segmento a 1 sg b en una suma de n segmentos parciales 
U»-i. podemos escribir las integrales definidas K¡ y A' a on la si 
guíenle forma 


" 'k 

K, - 2 ^ /!*<*>. *WI* 

* °‘ 't-i _ 

/[«p'WP + l+'í*'! 1 **- 


” ‘¿ 

Jf,-S \ PMO. 
*-* c. 

^(t)l*p'(í)di- 


K xa minemos y estimemos las difereucias 


^(Ta)|-/|ir(í). f(*)l)x 


X K lip* (ÓP + íríÓP*. (4.6) 


" 'k 

2 \ (P ll (•*»). 

a|> (x*)l — /> |tf. (í). y{t)\) V -(t)dt. 

(4.6') 


Por cuanto las funciones x =a <p (1) e y = i|> (1) sou continuas cu 
el segmento a <; 1 <: l>, y las funciones / (x, y) y P ( x , y), continuas 
a lo largo do la curra L , <le conformidad con el teorema de continui¬ 
dad ile una funcióu compuesta (véase § 3, cap. 5, v. II) las funcionen 
/ 1 <| (1), t|> (1)1 y P (<p (í), '¡- (1)1 son continuas en el segmento a ^ 1 < b. 

Observemos ahora que cuando tiende a cero la mayor do las lon¬ 
gitudes parciales de los arcos Al*, tenderá a cero también la mayor 
de las diferencias (1* — í*.,) 1 ). Mas, de aquí se deduce que, cual¬ 
quiera que sea e > 0, puede indicarse tal ó > 0 que a condición de 
que la mayor de las longitudes Al* es menor que ó, cada expresión 
en los corchetes on las fórmulas (4.6) y (4.6') es inferior a e. Por con- 


'h 

*) Efectivamente, ÓIk = ^ (OI* + !♦' (01* dt Por cuanto las fun¬ 
ciones <p* (t) y g>' ( 1 ) sen contin uas sobre el segme nto y no se anulas 

simultáneamente, la función Y (<p' (i)|> + |ap' (t)]’ es continua y estrictamente 
positiva en el segmento a<!<6. Por eso, también sera positivo el valor 
de la (iltima función sobre el segmento o ^ I fc. Mas, en tal caso, Ala > 
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siguiente, a condición de que la mayor de las longitudes A l k sea 
menor que Ó. obtendremos para las diferencias (4.6) y (4.6") las si¬ 
guientes estimaciones: 


■■ 'k 

|Oi — Ki|síe2 í x 

*-> 'a-, 

x V hp' = 

11 

“«5 V Iq-'WP-Ht' (01* dt 

ef, 

donde / es la longitud de la 
curva AH. 


'k 

|O t -* s |<K2 J |<p'(f)|d/<. 

*• < 'r,-, 

■i 'h 

< i-M 2 $ dl = e.M(b — a), 

donde Af es el valor máximo de 
|t|i'(f)| sobre el segmento a 

Subrayemos que. al de¬ 
ducir la fórmula (4.4'). sólo 
exigimos que </ (í) sea continua, 
y la curva 1. = AB, recl ificable 
(la continuidad de >|i' (í) no es 
necesaria en esle caso). 


Por ser e arbitrario, podemos afirmar que las sumas integrales 
o, y o a tienen (cuando tiende a cero lu máxima de las longitudes 
A lk) límites iguales a K , y K a , respectivamente. Con esto queda de¬ 
mostrada simultáneamente la existencia de las Integrales curvilíneas 
que figuran en los primeros miembros de las fórmulas (4.4) y (4.4'), 
como también la validez de las mismas. 

observación i En el caso de una curva suave a trozos L. las inte¬ 
grales curvilíneas a lo largo de esta curva se definirán, naturalmente, 
como sumas de las correspondientes integrales curvilíneas a lo largo- 
do todos los trozos suaves que integran la curva dada L. De esle modo, 
las igualdades (4.4), (4.4') y (4.4") resultan válidas también para la 
curva continua a trozos L. Dichas igualdades son, además, lícitas en 
un caso en que las funciones /(x, y). P(x. y) y Q (x. y) sean no estric¬ 
tamente continuas, sino sólo continuas a trozos a lo largo do la 
curva L (es decir, cuando la curva L se descompone en un número 
finito de trozos, privados de puntos interiores comunes, a lo largo 
de cada uno de los cuales las funciones mencionadas son continuas). 

observación 2 Los resultados y las fórmulas sumamente análogos 
tienen lugar también para las integrales curvilíneas tomadas a lo 
largo do una curva espacial L = AB. definida mediante las ecua¬ 
ciones paramétricas 

f x = 9(<), 

< </ = !»>(*). (asSfs£&). 

I z = X(<) 
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Limitémonos a la inscripción de las fórmulas 

$ P(r. y, í) dx = 

Afí 
b 

= J PHV), ti'), X(í)|<f'(í)df, 

a 

$ Q (*, y 9 z) dy =- 

AB 
b 

= 5<?lV(0. *<0. X(l)IH» # (0*r 

a 

$ fi (x. y, z) dz = 

Ai I 
b 

» ^i'pio- «mo. v.U)\r {t)dt. 

a 

ousekvacion J- So ha establecido anteriormente que una integral 
curvilínea de segunda especie depende de la dirección en que so reco¬ 
rre lu curva L-- AH. Por eso se debe llegar a un convenio especial 
referente n lo que se entiende 
por el símbolo 

$ P{x. y)dx+Q(x, y)d<J (4.7) 

L 

en el caso cuando L sea una cur¬ 
va (.virado (es decir, cuando el 
punto H coincide con el >1). 

De las dos direcciones posi¬ 
bles del recorrido de un contorno 
cerrado L se llamará positiva 
aquella, para la cual el campo 
dispuesto en el interior del con¬ 
torno citado queda por el lado 
izquierdo con relación al punto que realiza el recorrido ). Pin la ng. 
4.2 la dirección positiva del recorrido está marcada por flechas 
Convengamos en considerar que en la integral (4.7) a lo largo del 
contorno cerrado el mismo se recorre en la posición positiva. 



J /(*• y- 

AB 

h 

*=■• \ 1 l«p(t). *<*>. *<0J* 

U 

W (DP+hl’' mP+IX' (í)]- dt. 


>) Tal dirección del movimiento puede denominarse convencioualmente 
«movimiento en el sentido contrario de las agujas de un reloj». 
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Observación i Es fácil mostrar que las integrales curvilíneas po¬ 
seen las mismas propiedades que las integrales definidas ordinarias 
(las demostraciones son análogas a las expuestas en los §§ 5 y 6 del 
cap. 1, v. II). Además, adoptadas unas suposiciones más rígidas, las 
propiedades mencionadas se deducen de las fórmulas (4.4), (4.4') 
(4.4'). 

Enunciemos estas propiedades con arreglo a las integrales cuivi- 
líneas de primera especie. 

1°. i'ropibdad lineal Si para cada una de las funciones / (x, y) 
y g (x, y) existe una integral curvilínea a lo largo de la curva AII. 
y si a y P son eonstautes cualesquiera, para la función [a f(x, y) + 
+ P g(«> j/)l también existe integral curvilínea a lo largo de la curva 
A tí, con la particularidad de que 

$ |ct/(x, gi + p g(x, y)\dl = a $ fu. y)dl + P $ g(.r, y) di. 

AH AU AH 

2 o . AUiTi vidad Si el arco AU está compuesto por dos arcos AC 
y Ctí. y si para la función / ( x , y) existe integral curvilínea a lo lar¬ 
go del arco AB, para dicha función existe integral curvilínea a lo lar¬ 
go de cada uno de los arcos AC y Ctí, con la particularidad de que 

$/(*. /(*. /(*• y) dl - 

AH AC CU 

3° ESTIMACION DEC MODULO DE UNA INTEGRAL Sí OXÍSte Ulia inte¬ 
gral curvilínea do la función / (x. y) a lo largo de la curva AB, existe 
también integral curvilínea a lo largo de la curva A tí de la función 
| f ( x , y) |, con la particularidad de que 

| \ /(*, y)«u|< $ |/<*. y)\dl. 

AH AO 

4°. formula del valor medio. Si una función / (x, y) es continua 
a lo largo de la curva A tí, en dicha curva existe un punto M * tal que 

\ f(x, y)dl~l.f(M *), 

A O 


donde l es longitud de la curva A tí. 

ejemplo. I o . Calcúlese la masa de una elipse L definida median 
te las ecuaciones paramétricas 


x — a eos f, 
y = b sen i 


(0<f<2*) 
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a condición de que a > b > 0, y que la densidad lineal de distri¬ 
bución de la masa es igual a p = 1 y |. 

El problema se reduce al cálculo de la integral curvilínea de 

primera especie j" 1 y | di 

Con ayuda de la fórmula (4.4) obtendremos 

^ |j/|rff-=ó^ |seu t| J/Vsen^ + ^cos'-Urfíc* 

L il 

n 

b ^ sen í V n 2 sen 2 l -f- b 2 eos* t di — 

II 

2n ^__ 

— b ^ sen l ]■' o 2 son 2 i + ó 2 eos 2 / til = 

n 

= — b ^ | a 2 —(a 2 —ó 2 ) eos 2 id (eos t) + 

íl 

2 n _ 

-f b ^ Va- — tn 2 — ó 2 ) eos 2 1 d (eos 1) = 2ó (ó + <i ar ”° n f ) , 
n 

donde ') e = ^ —■—. 

2 o . Calcúlese la integral curvilínea de segunda especie 
(T 1 —2ry)dx + (y i —2xy)dij, 

L 

en la que L es una parábola <j — x*. para —1 < * s=¡ !• Ca citada 
parábola puede considerarse como una curva que se define mediante 
las ecuaciones paramétricas 
| * — i, 

Por eso, con ayuda de las fórmulas (4.4') y (4.4"), obtendremos 

¡ c 14 

/ = $ (t--2fi)dt+ $ (t‘ — 2í 3 )2t dt— 

-i -i 


■i K acordemos qu.- la magnitud e en la geometría analítica lleva el nombre 
de excentricidad. 


1-MlO 



Capítulo 5 

INTEGRALES DE SUPERFICIE 


En el presente capítulo se analizará el problema de integración de 
las funciones definidas sobre las superficies. Con este motivo estudie¬ 
mos previamente el concepto de superficie y el de área de una su¬ 
perficie. 

§ 1. Concepto de superficie 

1. Concepto de superficie. La aplicación / de un dominio 1 ) G sobre 
el conjunto C* de un espacio euclidco tridimensional se llama homeo- 
murja, si dicha aplicación representa una correspondencia biunívo- 
ca entro los puntos G y G*, en la que a cualquier sucesión convergen¬ 
te { M n ) de puntos de G le corresponde la sucesión convergente {.1/;} 
de puntos en G*. y a cada sucesión convergente de puntos {A/*} de 
G* lo corresponde la sucesión convergente de puntos {A/„} de G. 
Dicho de otro modo, la aplicación homeomorfn de un dominio G 
sobre el conjunto C* es aplicación biunívoca y recíprocamente, con¬ 
tinua de los conjuntos mencionados. Diremos que G* es la imagen 
de G en la aplicación homeomorfa de f. 

Estudiemos el siguiente ejemplo. Supongamos que G es un domi¬ 
nio en el piano Oxy. ( u. v) son coordenadas de los puntos M del domi¬ 
nio citado; z = z (Ai) os una función continuu en G; C*, la gráfica de 
esta función. Es evidente quo la aplicación / del campo G sobre G*. 
definida mediante las relaciones 

x = u, y — v, I a 2 (t, u), 

es aplicación homeomorfa de esto campo sobre el conjunto G*. 

Introduzcamos el concepto de superficie elemental. 

Un conjunta de puntos del espacio tridimensional se llama super¬ 
ficie elemental, si dicho conjunto es una imagen del círculo abierto G, 
al realizarse la aplicación homeomorfa de G en el espacio 2 ). 

Con ayuda del concepto de superficie elementa! se introduce con¬ 
cepto de la así llamada superficie simple. 

Introduzcamos, previamente, el concepto do entorno de un punto 
del conjunto 0) del espacio euclidco E*. 

1 ) Recordemos que recita» e! nombro de dominio un conjunto, cada punto del 
cual es interior. 

2 ) Se examina aquí el espacio euclidco tridimensional, aunque podemos 
estudiar un espacio euclídeo do cualquier número de mediciones y hablar de la 
superficie bidimensional en este espacio. 




Se denomina entorno del punió M del conjunto ib la parte común 
del conjunto ib y del entorno espacial del punto M. 

F.l conjunto ti» de puntos del espacio recibe el nombre de super¬ 
ítele simple, si dicho conjunto es conexo 1 ) y cualquier punto de éste tiene 
un entorno que representa una superficie elemental. 

Observemos que la superficie elemental es superficie simple, 
pero, la superficie simple no es, en el caso general, elemental. Por 
ejemplo, una esfera es la superficie simple, pero no elemental. 

Formulemos el concepto de superficie general. 

Una aplicación f de la superficie simple G se llama localmente 
homeomorfa, si todo punto de G cuenta con un entorno el que se 
aplica del modo homeomorfo sobre su imagen. 

El conjunto O de puntos de un espacio lleva el nombre de superficie 
general, si es la imagen de una superficie simple, al realizarse su apli¬ 
cación localmenle homeomorfa en el espacio. 

obseirvacjon i. Notemos que los entornos de los puntos en una 
superficie general se introducen como imágenes de los entornos de 
aquella superficie simple, de 
cuya imagen sirve la superficie 
general dada. 

Observación 2 Es obvio que 
toda superficie simple es super¬ 
ficie que no so interseca y no 
so coloca sobre sí misma. La 
superficie general puede admi¬ 
tir líneas de intersección y de 
autocolocación. Por ejemplo, la 
superficie quo se muestra en la fig. 5.1, tiene líneas de intersec¬ 
ción. pero es imagen localmentc homeomorfa de una zona cilindrica 
y constituye, por eso, una superficie general. 

2, Superficie regular. Introduzcamos el concepto de superficie 
regular (k veces diferenciable). 

Una superficie <l», cuyos puntos tienen coordenadas x, y, z. se deno¬ 
mina regular (k veces diferenciable). si para cierto k > 1 cada punto 
de <I> cuenta con un entorno que admite realizar k veces paramelriza- 
clón diferenciable. Esto significa que cada uno de los entornos men¬ 
cionados representa una aplicación homeomorfa de cierto dominio 
elemental G 2 ) en ios planos (u, v) con ayuda de las relaciones 

x = x (u, v ), y = y (u. v), z = z {«, e), (5.1) 

') Recordomos que un conjunto se llama conexo, si cualesquiera «los puntos 
suyos pueden unirse con una curva continua compuesta enteramente de los 
puntos de este conjunto. 

¿) Un campo G sobre un plano so denomina elemental, si representa imagen 
de un círculo abierto, al realizarso la aplicación homeomorfa de este circulo 
sobre el plano. 
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en las cuales las funciones x (u. v), y (u, v), z (u, p) son k veces dife- 
rcnciablcs en el dominio G. 

Si k 1, la superficie se llama, habitualmenle, suave. 

Diremos, además, que con ayuda de las relaciones (5.1) introdu¬ 
cimos en un entorno de un punto sobre la superficie la parametriza- 
ción regular mediante los parámetros u y v. 

Observación' i. Si toda la superficie Ó representa aplicación del 
campo G mediante las relaciones (5.1), diremos que en O está intro¬ 
ducida la parametrización única. 

Un punto de la superficie regular se llama ordinario, si existe 
tal parametrización regular de cierto entorno suyo que en este punto 
el rango de la matriz 



sea igual a dos. De lo contrario, el punto do la superficie se llama 
singular. 

Un dominio G de un plano se denominará simple, si dicho campo 
es una superficie plana simple. Por ejemplo, un anillo sin frontera 


es un campo simple. 

Diremos que una función / (u, v) pertenece en G a la clase C", 
siompre que os k veces diferenciable y si todas las derivadas parciales 
suyas de orden I: son continuas en G. 

Es válido el siguiente teorema. 

Teorema 5.1. Supongamos que en un dominio G del plano (u, v) 
vienen definidas las funciones x (u, v). y (u, v), z (u, v) de la clase C h , 
k > 1, con la particularidad de que el rango de la matriz (5.2) es igual 
a dos en todos los puntos de G. Entonces, las relaciones (5.1) definen en 
el espacio un conjunto ‘b que representa una superficie general regular 
sin puntos singulares k veces diferenciable. 

demostración Evidentemente, basta convencerse do que con 
ayuda de las relaciones (4.1) se realiza aplicación localmente hoineo- 
rnorfa del dominio G sobre el conjunto tP. 

Sea M n ( x 0 , y 0 . z 0 ) un punto fijo ctialquiera del conjunto <D que 
corresponde a los valores (u # , v t ) de los parámetros (u, v) (fig. 5.2). 
Por hipótesis, el rango de la matriz A es igual a dos en el punto 
(u 0 , u 0 ). Supongamos, para concretar, que en este punto el determinan- 

de la matriz A es distinto de cero. Por cuanto el determi- 


te 


x„y u | 
I x t y* 


nante citado es jacobiano y se diferencia de cero en el punto 

(u„, v„), mientras que las funciones x (u. v), y (u, r) tienen deriva¬ 
das parciales continuas en el dominio G. do conformidad con el teo¬ 
rema sobre la resolubilidad del sistema de ecuaciones funcionales 
(véase teorema 6.2, v. II) se encontrará tal entorno H del punto 
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(£„, y 0 ) en el plano Oxy que dentro de los límites de dicho entorno 
existe la única solución y, además, k veces diferenciable 

u = u (x, y), v = v (x, y) (5.3) 

del sistema 

x (u, v) — x = 0, 1 
ij(u, v) — y= 0. I 

De lo dicho se deduce que un entorno H del punto (x 0 , y n ) ropresen- 
ta una aplicación homeomoría de cierto entorno O del punto (u». t> 0 ) 
mediante las relaciones x = x (u, v), y = y (u, v) (la aplicación 
inversa de H sobre G se realiza mediante las relaciones (5.3)). 



Fl«. 5.2. 

Sustituyendo las expresiones (5.3) para u y v en la relación 
z «= z (u, v ), nos cercioramos de que cierto entorno <I> del punto ,V/„ 
en el conjunto <I> es la gráfica de la función k veces diferenciable 
z = z (u (x , y), v (x, y)) — z (x, y). Esto deja constancia de que con 
ayuda de la función z (x, y) se realiza la aplicación homoomorfa del 
entorno H del punto (x„, y 0 ) del plano Oxy sobre el entorno mencio¬ 
nado tf> del punto d/ 0 del conjunto O. Evidentemente, el entorno G 
del plinto (u„, c„) se aplica del modo homeomorfo sobre el entorno 
<f) del punto M„ en el conjunto <!>'). De otras palabras, <1* representa 
la imagen de G, al realizarse Ja aplicación localmente honicomorfa 
en el espacio, y es, por eso. una superficie general El teorema está 
demostrado. 

') Hornos aprovechado aquí la afirmación evidente do lo que la realización 
sucesiva de las aplicaciones borneumi) 1 fas tiene por resultado también una apli¬ 
cación homeomorfa. 
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Observación 2 Demostrando el teorema, hornos establecido que 
cada punto M„ de una superficie (I) sin puntos singulares tiene un en¬ 
torno <I> que se proyecta unívocamente sobre uno de los planos coorde¬ 
nados y que, por esta razón, representa la gráfica de una función k ve¬ 
ces diferenelable (en la demostración del teorema el papel de esta 
función desempeñaba la función z (a:, y)) 

En la fig. 5.2 se muestran los puntos .1 /„ y A'„ cuyos entornos se 
proyectan unívocamente sobre los planos Oxy y Oxz, respectiva¬ 
mente. 

.3. Definición de una superficie con ayuda de las funciones vecto¬ 
riales. Veamos una superficie regular cp. Esta superficie representa 



Fig. 3.3. 


cierto conjunto de puntos M de un espacio con coordenadas (x, y, z) 
(fig. 5.3). Denotemos con r ( M) un vector que sale del origen do coor¬ 
denadas y va al punto M de la superficie. Es evidente que r ( M) 
representa aquí una función vectorial del punto móvil (variable) M 
de la superficie 1 ). Esta función se llama, de ordinario, radio vector 
de la superficie <t>. 

Recurramos a un entorno del punto M que representa una aplica¬ 
ción homeomorfa de cierto dominio elemental G a ) con ayuda de las 
relaciones (5.1) (en la fig. 5.3 este entorno está contorneado con 
una línea punteada). Es obvio, entonces, que las coordenadas x (u, v), 

*) La función vectorial puedo considerarse como una totalidad de tres 
funciones escalares. La información detallada de las funciones vectoriales se da 
en el § 1, cap. 12. Haremos uso de esta información a medida que surja ía nece¬ 
sidad. 

~i Un campo G de un plano se llama elemental, si representa la imagen 
homeomorfa do un círculo abierto. 
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y (u, v), z (u, v) del punto M son coordenadas del vector r (Ai). Está 
claro que en este entorno r (Ai) será función de las variables u y v: 
r (Ai) = r (u, o). Siendo fijo el valor de la variable v, el extremo 
del radio vector r («, i>) describe en el entorno que se considera una 
curva llamada línea u (o línea v = const). Siendo fijo el valor de la 
variable iz, el extremo del radio vector r ( u , v) describe la línea v 
(línea u = const). Estas líneas u y v se llaman líneas coordenadas 
sobre la superficie O en el entorno examinado. 

Así pues, en cierto entorno de cada punto de la superficie <t> puede 
introducirse un sistema de líneas coordenadas u y v. Este sistema 



de líneas coordenadas lleva, además, el nombro de sistema de coor¬ 
denadas curvilíneas sobre la superficie (con mayor precisión, en un 
entorno que se considera). 

En el § 1, cap. 12 se da el sentido geométrico de las derivadas 
r u y r„ de la función vectorial r(u, v). Estos vectores son 
vectores do las tangentes a las líneas coordenadas (véase fig. 5.3). 

Con ayuda de los vectores r„ yr, puede aclararse el sentido geo¬ 
métrico de los puntos ordinario y singular de una superficie regular. 

Recordemos que el punto M de una superficie se denomina ordi¬ 
nario, si en el entorno del punto citado puede introducirse tal para- 
inetrización mediante las ecuaciones (5.1) que el rango de la matriz 
A (véase la correlación (5.2)) en esto punto sea igual a 2. Por cuanto 
las filas de la matriz A se componen de las coordenadas de los vecto¬ 
res r u y r p , y el rango de A es igual a dos, los citados vectores son 
linea (mente independientes. Así pues, un punto ordinario se carac¬ 
teriza por lo que en el entorno de este punto puede introducirse una 
parametrización tal que los vectores r„ y r„ sean en el punto Af 
linealmente independientes. 

En la fig. 5.3 el punto M es punto ordinario do la superficie tD. 
En la fig. 5.4 se exponen superficies con puntos singulares. 

4. Plano tangente y normal a la superficie. Superficies unilaterales 
y bilaterales. Ya hemos introducido el concepto de plano tangente 
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a una superficie que representa la gráfica de una función diferen¬ 
ciare i — i (x, y) (véase p. 2, § 4, cap. 5. v. 11). Recordemos que 
el plano tangente en el punto M 0 se definía como un plano que posee 
la propiedad de que el ángulo formado por dicho plano y la secante 
M u M (M es un punto arbitrario de la superficie) tiende a cero, 
cuando M tiende a Af 0 . Hemos demostrado que si z (a-, y) es una 
función difercnciable en el punto (x 0 . i/„). en el punto M 0 (x 0 , ¡/o. 
z (x 0 , (/„)) de la superficie existe un plano tangente. 

Cerciorémonos de que en cualquier punto ordinario de una su¬ 
perficie suave existe un plano tangente. Con este fin es suficiente, 
obviamente, establecer que cierto entorno de un punto ordinario de 
la superficie representa la gráfica de una función dtferenciable. Ahora, 
en el p. 2 del párrafo presente (véase Observación en el p. 2) fue de¬ 
mostrada esta propiedad para cualquier punto ordinario de la super¬ 
ficie suave. Por consiguiente, en cualquier punto ordinario de una su¬ 
perficie suave existe un plano tangente. 

Observación i De la definición de plano tangente a la superfi¬ 
cie <t> provieno que uua tangente en el punto \1 0 a cualquier línea 
suave 1 ) que está dispuesta sobre la superficie y que pasa por el punto 
M a se encuentra en el plano tangente a íf>, en el punto Afo de la 
misma. Por cuanto los vectores r u y r„ son tangentes a las líneas u 
y i>, que pasan por Af 0 , estos vectores se disponen en el plano tangen¬ 
te, a saber, en el ponto Af 0 . 

Introduzcamos el concepto do normal a la superficie <1> en el 
punto Afo- 

Se denomina normal a la superficie <f» en el punto Mu a uua recta 
que pasa por Mu y es perpendicular con relación al plano tangente 
en M 0 - Se llamará vector de la normal a una superficie en el punto 
M 0 cualquier vector no nulo que sea colineal respecto de la normal 
en Mu- 

Supongamos que Mu es un punto ordinario de la superficie suave 
<J> y que cierto entorno O de este punto está definido con ayuda de 
una función vectorial r («, u) tal que los vectores r u y r„ en el punto 
Af 0 no sean colincales. En este caso, evidentemente, 

fV = lr u r„l (5.4) 


será vector de la normal a la superficie, y el vector 


U»ur c 


(5.5) 


es vector unidad a la superficie. 

observación 2 Por cuanto la superficie es, por hipótesis, suave, 
la función vectorial N (u, v) y la función vectorial n (u, v), definidas 


*) Una línea L se llama tuave. si puede definirse con ayuda de una función 
vectorial r (() de la clase G l . para la cual r' (f) 0 (véase la información más 

detallada en ol § 2. cap. 12). 
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con ayuda de las relaciones (5.4) y (5.5), respectivamente, serán con¬ 
tinuas. De este modo, en cierto entorno de todo punto de una super¬ 
ficie suave existe un campo vectorial continuo de normales. 

Surge, naturalmente, una cuestión de si toda superficie suave 
cuenta con un campo vectorial continuo global de normales. Resulta 
que hay superficies, sobre las cuales no existen campos vectoriales 
continuos globales de normales. Como ejemplo de tal superficie 
puede servir la así llamada 
cinta de Moobius 1 ) ilustrada por 
la fig. 5.5. (Esta superficie se 
obtiene a partir de un rectángulo 
ABB'A' pegando los lados AB y 
A'B' de un modo tal que queden 
coincididos los puntos A y B' y 
los A' y B (véase fig. 5.5). 

Lus superficies, sobre las 
cuales existe un campo vectorial 
continuo global de normales, 
se llamarán bilaterales. Las su¬ 
perficies privadas de tal campo global, se llamarán unilaterales. 

Un plano, una esfera, un elipsoide, un hiperboloide de un casco 
son las superficies bilaterales; la cinta de Moebius e« la superficie 
unilateral. 

En lo que signo se examinarán sólo superficies bilaterales. 

5. Lemas auxiliares, lín este punto demostraremos algunas afir¬ 
maciones que nos harán falta en adelante. 

Lema 1. Sea \f„ un punto ordinario de la superficie suave <1>. 
Entonces, un entorno del punto Mu se proyecta unívocamente sobre un 
plano tangente trazado en cualquier punto de este entorno. 

Demostración. Cerciorémonos de que la propiedad mencionada en 
el lema la poseo, por ejemplo, un entorno del punto ;V 0 , en cuyos 
márgenes una normal en todo punto forma con la normal en A/„ un 
ángulo menor que jt/4, y que se proyecta sobre cierto círculo en uno 
de los planos coordenados (por ejemplo, en Oxy)*). Notemos, prime¬ 
ro. que las normales en cualesquiera puntos de <I> forman un Angulo 
inferior a Jt/2. Luego, admitamos que <l> no posee la propiedad cita¬ 
da. En tal caso, pava cierto punto M de <l»sc pueden encontrar tales 

’) A. Moebius (1790—1863). matemático alemán. 

-) Lu posibilidad de elegir Utl entorno se delinco de los razonamientos 
siguientes. En el punto antecedente se ha notado (véase Observación 2) que en 
cierto entorno del punto ordinario de una superficie existo un cainpovectorial 
continuo de normales. Por eso. en un entorno suficientemente pequeño de ,V/ 0 
las normales forman con la normal en M 0 nn ángulo inferior a a 4. So ha esta¬ 
blecido también que cierto entorno de A/„ se proyecta unívocamente sobre un 
plano de coordenadas. Es evidente que en este entorno se tiene mía parte que 
se proyecta sobro cierto círculo en el plano coordenado. 



Fig. 5.5. 
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puntos P y Q do CD, que la cuerda PQ sea paralóla a la normal n M 
en M (fig. 5.C). Veamos la linea de intersección de <D con un plano 
que es paralelo a Oz y que pasa por PQ. La parte PNQ de esta 
línea so dispone en <I» (por la elección del entorno <t>) y representa la 
gráfica de una función diferenciable definida en un segmento quo 
es proyección de PQ sobre el plano Oxy. Según el teorema de La- 
grange, una tangente en cierto punto A r do la citada parte es parale¬ 
la a la etierda PQ y, por tanto, paralela a la normal n M en M. Mas, 

en este caso la normal en N (que 
es perpendicular con relación a la 
tangente mencionada) forma con 
la normal en M un ángulo n! 2, 
lo quo no os posible, puesto que 
las normales en cualesquiera dos 
puntos de <J» (incluidos los pun¬ 
tos M y A') forman un ángulo 
iuferioi a n! 2. La contradicción 
obtenida nos convence de la vali¬ 
dez del lema el cual queda, pues, 
demostrado. 

Introduzcamos el concepto 
l'ig. 5.0. de superficie completa. Una su¬ 

perficie <D se llama completa, si 
cualquier sucesión fundamental de punios de esta superficie converge ha¬ 
cia cierto punto de la superficie <l». 

Un plano, una esfera, un elipsoide, un hiperboloide do un casco 
son ejemplos de las superficies completas. Un círculo sin frontera, 
cualquier conjunto abierto conexo en una esfera son superficies in¬ 
completas. Las superficies completas limiladus y las partes cerradas 
limitadas de las superficies completas se llamarán en lo sucesivo 
superficies completas limitadas. 

Diremos que una parte de <I> tiene dimensiones inferiores a 6, si 
dicha parte se ubica en el interior de cierta esfera cuyo diámetro es 
menor que 6. 

Resulta válido el siguiente lema. 

Lema 2. Sea <1> una superficie completa limitada suave sin puntos 
singulares. Existe un ó > 0 tal que cualquier parte de O. cuyas di¬ 
mensiones son menores que Ó. se proyecta unívocamente sobre un plano 
tangente que pasa por cualquier punto de esta parle. 

demostración. Admitamos que la afirmación del lema no es cierta. 
En tal caso, para cualquier ó„ = Un. n — 1, 2, ... puede indi¬ 
carse una parte d>„ de la superficie <t>, cuyas dimensiones sean infe¬ 
riores a ó„, y que no se proyecta unívocamente sobre un plano tan¬ 
gente en uno de sus puntos. Elijamos en cada parte un punto 
M„ y separemos en la sucesión {Af„} una subsucesión que sea con- 
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vergentc hacia cierto punto A/o de la superficie Examinemos un 
entorno del punto M a que satisface las condiciones del lema 1. Siendo 
n suficientemente grande, este entorno contendrá cada parte <P„- 
Mas, en tal caso dicha parte ha de proyectarse sobre un plano tan¬ 
gente (en cualquier punto suyo), lo, que contradice el modo de elegir 
las partes <D„- El lema está demostrado. 

Resulta válido el siguiente lema. 

Lema 3. Sea una superficie completa limitada y suave sin puntos 
singulares. Existe un 6 > 0 tal que cualquier parte de <t>, cuyas dimen¬ 
siones son inferiores a 6, se proyectan unívocamente sobre uno de los 
planos coordenados. . 

La demostración de este lema es sumamente analoga a la del 

Lema 4. Sea <I> una superficie completa bilateral limitada y suave 
sin puntos singulares. Cualquiera que sea e f> 0, pueden indicarse tal 
§ 0 (/lie para el coseno del ángulo y entre los vectores unidad de las 

normales en cualesquiera dos puntos de una parte arbitraria <1> déla 
superficie cuyas dimensiones son menores que 6. sea fusta una repre¬ 
sentación 

eos v = I — a i» (5.6) 


avnuc | | o. ,, , 

demostración. Examinemos un campo de normales unidad n (¡vi) 
que es continuo en <P (tal campo existe, pues <I> es una superficie bila¬ 
teral). La función vectorial n es uniformemente continua, puesto 
que <l> es superficie completa limitada, por lo cual represonta un 
conjunto cerrado acotado. Por eso. cualquiera que sea e > 0, se 
puode indicar tal Ó > 0. que para dos puntos arbitrarios Ai, y M* 
de la superficie <t>, la distancia entre los cuales es menor que ó. so 
verifique Ja desigualdad 

I n (A/,) - n (A/,) j <v r 2t. (5.7) 


Por cuanto 

eos y = 1 - y {n (A/ a ) - n (A/,))* *). 

suponiendo que 

a<j. = -i- (n (A/,) — n (A/,))* 

y haciendo uso de la desigualdad (5.7), nos convencemos de la vali¬ 
dez de la relación (5.6). El lema está demostrado. 

*■) Por cuanto O es una superficie completa limitada, puede elegirse tal 
subsucesión. . 

»l Se han aprovechado las siguientes correlaciones- 

n*I.W I ) = t, »(Af t ) »(«!) = ios y, 

i- (n (iU.l-n (Afj)l*-= -s- (n*(á/j)—2n (M¡) a (Afp+n* (.tí,)). 

¿ ¿ 
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$ 2. Area de una superficie 

1. Concepto de área de una superficie. Sea <t> una superficie com¬ 
pleta limitada bilateral. Dividamos <3>, mediante unas curvas suaves 
a trozos, en un número finito de partes (f>,. cada una de las cuales se 
proyecta unívocamente sobre un plano tangente que pasa por cual¬ 
quier punto de la citada parte'). Designemos con A la máxima de las 
dimensiones de las partes <!>,, y con o¡, el área de la proyección de 
<l>i sobre un plano tangente on cierto punto M, de la parte <!*,. For¬ 
memos a continuación una suma de todas las áreas mencionadas. 

Formulemos las siguientes definiciones. 

Definición 1 . Un número o se Iloma limite de las sumas 2 o, para 

A -> ü. si con cualijuier s > 0 puede indicarse un 6 > 0 tal que para 
todas las particiones de <I>. mediante unas cuevas continuas a trozos, en 
un número finito de partes *í>¡, para las cuales A <6. independiente¬ 
mente de cómo se eligen puntos M, en las parles <T>,, se cumpla una 
desigualdad 

¡2oi-o|<r. (5.8) 

Definición 2. Si para una superficie <D existe un límite a de las 
sumas 2 °< para A — 0, la superficie se llama cuadrable. y el nú¬ 
mero a se denomina área de la 
superficie. 

Nuestra tarca inminente con¬ 
siste en aclarar las condiciones 
suficientes de cuadrabilidad de 
la superficie. Demostremos que 
las superficies completas suaves 
bilaterales limitadas son cua- 
drablcs. üemosa conocer, de paso, 
el aparato de cálculo con ayuda 
del cual pueden calcularse las 
áreas de las superficies. 

Parece natural, a primera vista, 
abordar la cuestión de área de una 
, . , ... . . superficie aproximando la superficie 

dada mediante los poliedros. Sin embargo, este camino no nos lleva al objetivo. 
Me aquí un ejemplo que se debe a Schwara *) y que muestra que las áreas de 
ios poliedros inscritos en una superficie suave pueden crecer indefinidamente 
a medida que aumente el número de aristas v disminuyan sus dimensiones. 

Sea O una zona cilindrica (íig. 5.7). Dividimos <!>. mediante unas circun- 
toreneias paralelas a las bases de <t>. en n partes iguales. Cada una de estas 

') La posibilidad de tal partición se garantiza p,.r el lema 2 del punto 
antecedente. 

2 ) H A. Scliwarz (1843—1921), matemático alemán. 
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circunferencias la dividamos en m partes iguales tal como se muestra en la 
fig. 5.7. En la misma figura está expuesto ol poliedro <t> am inscrito en <D. Cual¬ 
quiera que sea m fijo, el área del poliedro citado <D n m evidentemente en n 
veces mayor que el arca de la proyección de dicho poliedro sobre el plano do 
la base del cilindro. Por cuanto esta proyección no depende de », ol arca del 
poliedro d>nm puede hacerse tan grande como se quiera , a cuenta del aumento de n 
con cualquier m fijo. 

2. Cuadrabilidad de las superficies suaves. Demostremos el si¬ 
guiente teorema. 

Teorema 2. Una superficie completa suave bilateral limitada sin 
puntos singulares es cuadrable. 

demostración. Supongamos que sobre la superficie <t> puede ser 
introducida una parametrizoción regular única. (En este caso el 
radio vector r (M) de un punto móvil (variable) de la superficie <1> 
representa una función r (ií, i >) de la clase C* '), definida en cierto do¬ 
minio cerrado y limitado U del plano de variables u y v. Las deriva¬ 
das parciales r„ yr, de la función r (u, v) son funciones vectoriales 
continuas que no dependen de cómo se elige el sistema rectangular 
cartesiano de coordenadas en el espacio. Por eso, el valor de la in¬ 
tegral ^ J | !r„r, 1 | du dv tampoco depende de la elocción del sisle- 

Q 

ma cartesiano de coordenadas en ol espacio. Demostremos quo la su¬ 
perficie <f> es cuadrable y su área es igual a o. 

Sea e un númoro positivo arbitrario que en nuestros razouamion- 
tos ulteriores se considera fijo. Determinemos, según dicho e > 0, el 
número ó > 0. partiendo de las siguientes exigencias: 1) cualquier 
parte if> ( de la superficie <t>, cuyas dimensiones son menores que ó, 
se proyecta unívocamente sobre un plano tangente en cualqujor pun¬ 
to de ia parte 2) el coseno do ángulo y entre los vectores unidad 
de las normales en cualesquiera dos puntos de la parle if>, puede 
expresarse en la forma 

eos y — 1 — <x«p ( . (5.9) 

donde | a®, I < e/o, y | ««., | <1. La posibilidad de elegir tal ó > 0 
se garantiza por los lemas 2 y 4, p. 3 del párrafo antecedente. 

Veamos una partición arbitrarla de <T> mediante curvas suaves a 
trozos en un número finito de partes ® ( , cuya dimensión máxima A 
no sobrepasa ó. Por cuanto existe en <1> una parametrización única, a 
la partición dada ® en las partes <1>| le corresponde la partición dol 
campo £1 en las partes Q,. En cada parle <t>¡ elegimos un punto arbi¬ 
trario M¡ y designamos con o¡ el área de la proyección de la parte 
O, sobre el plano tangente en el punto Af¡. Con el fin de calcular 
cr, procedamos del modo siguiente. Elijamos un sistema cartosiano 
de coordenadas de una manera tal que su origen coincida con M 


Aquí soln^entendemos que cada componente de la función r {«. c) porte- 
ñeco j la clase C*. 
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el eje Oz esté dirigido a lo largo del vector de la normal a la su¬ 
perficie en M¡, y los ejes Ox y Oy, estén dispuestos en el plano tan¬ 
gente mencionado. En este sistema de coordenadas la superficie se 
definirá mediante las ecuaciones paramétricas x = x (u, v), ij = 
= y (it, u), 2 = z (u, v), mientras que el vector Ir u r„] cuenta con las 
coordenadas {>1. B, C}, donde 


A = 

Uu S U | 

B- 2 “ X “ 

c= 

X M !/u 


V' Zr 1 

’ Z p ’ 


Vv 


Notemos que para los puntos do la parte <l'j la magnitud C es posi¬ 
tiva, C > 0, lo que se debe a la elección adecuada de Ó y la orien¬ 
tación citada del eje Oz. Señalemos, además, que el coseno del án¬ 
gulo formado por la normal en el punto M de la parte tf>¡ y el eje 
Oz es 

< 5 - H > 

Está claro que el ángulo Vm es él «pie se forma por las normales en 
los puntos AI y M, de la parte <!>,, por lo cual para dicho ángulo os 
legítima la representación (5.9). 

Volvamos a la integral J J | lr„r p ) | dii dv, la cual no dependo. 

«i 

evidentemente, de cómo so eligen las coordenadas cartesianas en el 
espacio. Haciendo uso de que C es positiva, obtenemos a partir de 
las fórmulas (5.10): 

dudv. (5.12) 


$ $ ll'V.JI ^ $ 


l|c„.- P |l 
*u Vu 

■r» 


Aplicando a la integral en el segundo miembro de (5.12) la primera 
fórmula del valor medio en la forma generalizada, obtenemos 


H -SSI-Sfe* 

' *r Vv 'SI 


dudv, (5.13) 


donde M es un punto de la parte <!>,. 
Puesto que 


/ _ 

llrvrfl v 

ll 

ÍUíJ 1 
*!> 9c 1 ' 


eos vi/ 
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(véanse (5.10) y (5.11)), y $ $ 1 \ dudu = 0 < *)• do la fór " 

«i 

muía (5.13) y representación (5.9) para eos y„ encontramos 

Ilr u r r || dudv— a*. ||r u r r !| (ludir. (5.14) 

a i 


Sumando las igualdades (5.14) para todas las partes <X>¡ y tomando 

en consideración que 2 § $ U r u r rll dudv^ ^ ^ l(f u r„]| du dv = o, 
i o, a 


tenemos 


2 o, =.a—2 J J ^ t \[r u rA\dudv. (5.15) 


Estimemos el último sumando on el segundo miembro de (5.15). 
Tenemos 


¡ 2 $ $ “f, llr B r„I|dtt*>|< 

i u, 

síS \ 5 II^»'*rJI rfw<ív< -i- S $$ llr„r r l| düdr-^-.o = e. 


De aquí y de la igualdad (5.15) obtenemos 

|2¡ w /—°|< e - 

Asi |iues, la superficie «1* es madrable y su área es igual a o. 

Se ha examinado, pues, el caso en que sobre la superficie <I> puede 
ser introducida una parametrización única. En el caso general, la 
superficie <I> puede dividirse en un número finito de partes, en cada 
una de las cuales puede introducirse la parametrización única 2 ), 
después de lo cual el área de la superficie puedo hallarse como suma 
de áreas de las partes mencionadas. El teorema está demostrado. 

observación i Supongamos que <I> es una superficie suave a trozos, 
es decir, está compuesta de un número finito de superficies bilatera¬ 
les completas limitadas suaves. Es obvio que la superficie Ú> es cua- 
drable: su área puede ser determinada como suma de áreas de las 
superficies que la integran. 


J ) Se ha aprovechado la fórmula para el arca do un dominio plano, al pasar 
de las coordenadas (x, y ) a las (u . el con ayuda de las relaciones r = x (m, a), 
y = y (u. a). 

2 ) Se puede recurrir, por ejemplo, oí lema 3. p. 3 del párrafo anterior. Do 
acuerdo con esto lema, <l> puede dividirse on un número finito de partes, cada 
una de las cuales se proyocia unívocamente sobre cierto piano coordenado y, tfo 
esta manera, sirve de gráfica de una función ditcronciable. 
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Observación 2 Al demostrar el teorema 5 2. hemos establecido 
que si en la superficie O puede introducirse una parainetrizaoión 
única y si de campo de definición del radio vector r (u, v) de la su¬ 
perficie <!> sirve un campo limitado cerrado Q del plano ( u, i>), el 
área a do la superficie puede hallarse según la fórmula 

° = J $ ll'u r »ll dudv. (5.1d) 

c 

Si es que x = i (u. u), y = y («, v), z = z (u, i>) son ecuaciones pa¬ 
ramétricas de la superficie, el vector Ir u r„) tendrá las coordenadas 
[A, B , C J que se definen por las relaciones (5.10). Por cuanto 
1 [r u r„l | == V A' ¿ -f "B‘ + la fórmula (5.16) puede ser escrita 
en la forma siguiente 

o=$$ V'A* + Bt + C'dudv. (5.17) 

tí 

Al emplear la* designaciones 

rl = ¿\ r u r c = F, rl = G, 

y la fórmula 

l(r u r„|| = V'rlrl — (r u rj*. 

podemos escribir en la siguiente forma la expresión (5.16) para el 
área de una superficie 

o- $ ¡j VEG-r-dudv. (5.13) 

It 

observación a El área de una superficie posee la propiedad de 
aditivtdad : sí una superítele <J) está dividida, mediante una línea suave 
a trozos, en las parles Ó, y 0 2 que no tienen puntos interiores comu¬ 
nes, el área a de la super/icie es igual a la suma a, + cr 2 de áreas de 
las partes <I>, y <P 2 . Esta propiedad se predetermina por la represen¬ 
tación de un área con ayuda de la integral y por la propiedad do 
aditividad de la misma. 

§ 3. Integrales de superficie 

1. Conceptos de las integrales de superficie de primera y segunda 
especies. Sea O una superficie bilateral completa limitada y suave. 
Supongamos que Sobre <I> está definida una función / (Af) del punto 
M de la superficie <1>. Denotemos con n {Af) un campo vectorial con¬ 
tinuo de normales unidad con relación a <I>. 

Sirviéndonos de unas curvas suaves a trozos, dividamos la su¬ 
perficie tl> en las partes <J>¡ y elijamos arbitrariamente un punto M¡ 
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un cada una de lab partes mencionadas. Introduzcamos las siguien¬ 
tes designaciones: A. dimensión máxima do las partes <!>,■; a¡, área 
de <0 4 : X/, Y,. ángulos que forma con los ojes coordenados 
el vector n (M¡). 

Fornienios cuatro sumas: 


/{«!>„ M ,)-'Zf(M l )a, 

(5-19) 

Af i, Z l }~’9,f(M l )cosZ,o„ 

1 

(5.20) 

'{4*1, v,. VW-S/('»/«) COS *>,. 

i 

(5.21) 

2{<l'„ A/,. A',} -s/('!/,) eosA>,. 

(5.22) 


t’ara «adu una de estas sumas se introduce el concepto de limite 
con A -*-U. Enunciemos este concepto para las sumas (5.19) Para 
las sumas (5.20). (5.21) \ (5.22) el concepto do limito se enuncia 
análogamente. 

Definición. Un numero / se denomina Umlte de mimas I (il>,, A/,) 
ron A-*-0, si pmu todo e ,» 0 puede indicarse ■ tal ó > 0. que para 
(desquiera particiones de la superficie <1>, mediante unas curcas san¬ 
ees a limos, en un número finito de las partes <[>,. cuya elimcnstóu 
máxima A es inferior a ó, Independientemente de cómo se eligen los 
puntos Af, en las partes <!>,, se cumpla la desigualdad 

I / {'1*/. M ,} - l | <e. 

1-1 limito l de las sumas ¡ {<!>,, .1//} con A —*- O i ceibo el nombre 
•le integral de superficie i le primera especie, de la función f (.1/) exten¬ 
dida a lo superficie f t>. y se denota del modo siguiente. 


/=- ¡¡ f(AT) da. 

■i> 


(5.2.’-) 


Si (x. y. z) representan las coordenadas del punto M sobro la super¬ 
ficie <l>. para / (A/) puede emplcar-e la designación / (x. //, z). En 
osle i aso la fórmula (5 23) puede escribirse en l.i forma 

J J/O. «. z)da. (5.24) 

a. 

Los límites de Las sumas l {< 1 >, , XI '¿¡\. / {<D ( . M t , V,} e 
t {‘I*,, M,, X)}, cuando \ —<- O, se denominan integrales de superfi¬ 
cie de segunda especie de la función ] (Af) por la superficie <D. Para 
dichas integrales extendidas a la superficie tfJ. “O emplean las desig- 
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naciones 


^ J / (.V/) eos '¿<la. 
■i» 


J J / (M) eos V ilo, 

•t> 


^ J / ( '/) eos \ da 
V 


o bis análogos u lu liesignación (5.24). 

Observación i. De lu definición de integral de superficie do pri- 
ineni especie provieuo su independencia del mudo de elegir la orien¬ 
tación del campo vectorial de normales unidad a la superficie , o. co¬ 
mo suele decirse, de la elección del lado de la superficie. 

observación 2 . La integral de superficie de segunda especie de¬ 
pende del mudo de elegir el lado de la superficie: al cambiar la orien¬ 
tación de campo vectorial de normales por la opuesta, todas las 
tres integrales de superficie de segunda especie cambian su signo 
por el opuesto. Esto se debe a que en cada una de las sumas (5 20), 
(5.21) >• (5.22) los valores de / (Mi) y de o, no varían al cambiar la 
orientación, mientras que los valores de los cosenos de lo« ángulos 
que formo la normal n (Mi) con los ejes coordenados cambian su 
sigilo por el opuesto. 

odseiivacion a- Elegido el determinado lado de la superficie, 
las integrales de superficie de segunda especie pueden, obviamente, 
considerarse como integrales de superficie de primera especie ex¬ 
tendidas a la superficie <t> de las funciones respectivas/ (M) eos Z (M). 
f (M) eos Y (M). ) (M) eos X (21/). En efecto, elegido el determinado 
lado de la superficie, eos Z, eos Y, eos X representan funciones del 
punto M de la superficie <I>. 

2. Existencia de las integrales de superficie de primera y segunda 
especies. Supongamos que una superficie <1> satisface las condiciones 
enunciadas al principio del p. 1 de este párrafo. Elijamos en <t>un 
lado bien determinado. Con arreglo a la Observación 3 del punto 
anterior, siendo elegido un determinado lado de la superficie 1*. 
las integrales de superficie de segunda especie pueden considerarse 
como integrales de primera especie. Por eso. las condiciones suficien¬ 
tes de existencia se formularán por nosotros sólo para las integrales 
de primera espocie. 

Resulta sor lícito el siguiente teorema. 

Teorema 5.3. Supongamos que en la superficie O puede introdu¬ 
cirse una parometrización única mediante las funciones 

¡r = x (u, u), y ~ ¡I (u, u). z = z (u, e), (5.25) 


definidas dentro de un campo cerrado limitado tí del plano ('i. f) !/ 
pertenecientes a la clase C' en dicho dominio. Si una fundón l (AO = 
— f ( : r , y, z) es continua sobre la superficie <P‘). la integral de super- 

l ) El concepto de continuidad de una función del punto M ¡definida sobro 
cierto conjunto (M) on el espacio fue enunciado en el p. 1. § 3, cap. 5, v. II. 
En el caso que se considera el papel del conjunto (3/) lo desempeñ la super¬ 
ficie <I>. 
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llcie de primera especie , extendida a la superficie <J>, de la ¡unción 
citada existe y puede calcularse según la fórmula 

1 ~ S 5 1 (M ' dor ~ S S / (**• ")• y <“. <■')■ 

■!• y ^ 

s(u, í )) k EG — f^dudu ■). 

demostración. Hace falta probar que, cualquiera que sea e > 0, 
puedo indicarse tal 6 > 0 que para toda partición <I>, mediante cur¬ 
vas suaves a trozos, en un número finito de partes il>,. para ln cual 
Acó independientemente del modo de elegir los puntos M¡ en las 
partes «D|, se verifique la desigualdad 

/¡ib,, M¡} — ^ J /(-r(ir, v), y(u, r)*(u, v)) V EG— F^dudv | <e. 

(5.27) 

Soa t un número positivo lijo cualquiera Eli]amos, basándonos 
en dicho e > 0, un número 6* > 0 tal que se cumplan las siguien¬ 
tes dos condiciones: 

1) Para cualesquiera dos puntos (£,, £) y (u.,. i,) del campo 52 
dispuestos a una distancia inferior a 6* uno del otro, se verifique la 
desigualdad 

|l E(u„ d,)G(«,, v,) — f*(u t , v,) — 

- v E (u,. "i) G (u,, *,)-/*(»,. v,) | < . (5.28) 

donde /I es un númoro positivo superior al máximo do la función 
| i (;'/) |, y P, el área del campo 52. 

2) Para cualquier partición de 52, mediante curvas suaves a tro¬ 
zos. en un número finito de partes 52,, cuyas dimensiones son infe¬ 
riores a 6*. y para cualquier elección do los puntos («,, v¡) dentro de 
los márgenes de cada parte 52¡. se verifique la desigualdad 

|2/M“|fí), y(u,v,). z(u¡. v,))YE(u¡, v¡)G{u,. v,)- FHu„ vf)n}~ 

i 

— J \ u ' *)• '■). s(w. t')) y EG— E 2 du fh' I < , (5.29) 

o 

en la cual a* son las áreas de las partes S2,. 


‘I / (r fu, i>). y fu. v), z (a. v)} es una función obtenida mediante la super¬ 
posición de las funciones / f x . y, a) y x = * fu, v). y = y (u. e), i = zfu, i>). 
En virtud del teorema do continuidad de una fruición compuesta, esta función 
es continua en el campo Q. 


in* 
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La posibilidad de elegir 6* adecuado se gar antiza por la propie¬ 
dad do continuidad uniforme de la función V a EG — /'*, continua y 
acotada dentro del campo cerrado Q, y por la propiedad de inte- 
grnbilidad de la función / (x («, r), y (u, r), z (u, v)) \' EG — A 1 * 
que es continua en el campo Q. 

Determinemos, a base de ó* >0, un número ó > 0 tal que a 
cualquier partición do la superficie <1>, medíanle curvas suaves a tro¬ 
zos, en iui número finito do partes <!>,. cuyas dimensiones son inte 
riores a 6, le corresponda una partición del dominio Q en un número 
finito de parles tí,. cuyas dimensiones son menores que ó*. La posi¬ 
bilidad de elegir tal 6 la asegura el hedió do que la superficie <1> 
representa una aplicación liumeomorfa del dominio Q, y, por eso, a 
toda partición de <!>, mediante curvas suaves a trozos, en uu número 
finito de parles <f>, le corresponde una partición do Si, medianto 
curvas suaves a trozos, en un número finito de parles £2,. Un osle 
caso, “i la dimensión máxima de las partes >l>, tiende a cairo, lo hace 
también la dimensión máxima do las partes ti,. 

Veamos, ahora, una partición de <I>. mediante curvas suaves a 
trozos, en un número finito de parles <!»,, cuya dimensión máxima A 
satisface la desigualdad A <a. donde fi > 0 está elegido a ba“e de 
ó* de una manera descrita más arriba. Formemos para dicha parti¬ 
ción una suma / .V/, j, haciendo uso de su expresión (ft.lD). 

Por cuanto el área o, do la parte d>, es igual a ^ 1 r EG — F‘ da dv. 

u, 

entonces, al denotar las coordenadas del punto lf, ou la parla' 
<l>r ron (x (u¡, i-i), y (u ,. iq). z (u,, tq)), obtendremos 

/(ib,, A/,)-S lli («,. »,). 

z(w,, t>,)) J ^ I EG — P l dudv. 

Al emplear el teorema del valor medio para las integrales que figu¬ 
ran en el segundo miembro de la última relación, podemos, obvia¬ 
mente. transformar dicha relación del modo siguiente: 

/{cb,. M,) —i¡ ^ /(x(u, <’), y tu, ni z(u. ».-)) 1 EG— P*dudi — 
o 

*■[2 /<*(“«■ u i)- V(«i- v,l. z(u„ i-,)) 


•< I Elu,. v,)G(u„ o,) — E t (u l , iq)o* — 

— I (> (u, v). y(u. v). z(u. v)) !' EG — F : du dv J | 
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+■ S /(*(“»• »(•»«."»). 2 («'. p.)) 


X 11 £'tir..i.,)G(u,. if,) — F*(u„ v,) — 

— V E{U¡, v,\G(u,. v¡) — F^lu,. Í.-,)] cr’. 

Do la última igualdad obtenemos fácilmente, con ayuda de las des¬ 
igualdades (5.28) y (5.29). la desigualdad (5.27). El teorema está 
demostrado. 

ohwrvaciOn i Es evidente que par» el cálculo de la integral do 
superficie do segunda especie \ \ ) {x, y, z) eos 7, d o. podemos, dcs- 

1' 

pués do elegir un lado determinado de la superficie <l' t emplear la 
siguiente fórmula' 

l(x, n. z)cus Xda 

'!• 

^ ^ /(■ r (“. »••). |t(u. '■>, z(M. r)) Y ICC — F*ch±ZUiiiU'. (5.20) 

Las fórmulas análogas quedan en vigor para dos otras integrales de 
superficie de segunda especie. 

iiMskuvaciOn 2. Supongamos que la superficie «I) es la gráfica de 
una función z = r (r, y) perteneciente en el campo l) do su defini¬ 
ción a la clase C' Elijamos sobre la superficie <t> aquel lado, para el 
mal el vector unidad de la normal n (,!/) de la superficie forma con 
el eje <>z un ángulo agudo En esto caso eos 7. - j^==j==| . don¬ 
de /i - — , <¡ — Sea II (r, y. z ) una función continua definida 
en la superficie <l>. Entonces, icmendo presento que a titulo de los 
parámetros u y u en la superficie se loman rey (la superficie *l> «o 
define mediante la s ecuac iones paramétricas ,r - x. y -• y. ; •- 
— z (c, y) y ) ICC — F- 1' I + p* < 7 S , podemos escribir la 
fórmula (5.80) en la siguiente forma: 

J ^ II (x, y, z)ros '/ da = jj ^ Jt fx. y. z(j, y)) | 1 + p* + 7*X 

«i- b 

X ■ ■ 1 ■ ■■ dx dy - [ í «(*, y. zlx. yDdrrly. 

Ki + r * * 

La observación rilada explica la siguiente notación para una inte¬ 
gral de superficie de segunda especie: 

SS"“’ y. z) rus Z da — ^ ^ H (i. y, z)dxdy. 


( 5 . 31 > 
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Notemos que la designación (5.31) se emplea también en el caso en 
que c l' no constituyo la gráfica de la función z z (x, y). 

Examinaremos en lo sucesivo integrales de superficie de segunda 
especio del siguiente tipo: 

J J (/•'eos A+9 eos V-t-/iros Z) do. 

«I* 


Las integrales de este tipo se designarán también del modo si¬ 
guiente: 

j J P tlydz + QUztli-r Hdxdy. 

ip 

observación a Los conceptos de integrales de superficie de pri¬ 
mera y segunda especies se extienden, por supuesto, al caso en que 
la superficie (f> es suave a trozos. Para las superficies de tal índole 
queda válido, evidentemente, el teorema de existencia demostrado 
en este punto. 

3. Integrales de superficie de segunda especie que no dependen 
del modo de elegir el sistema cartesiano de eoordeuadas. Basándonos 
en 1» definición de integrales de superficie de la primera y segunda 
especies, podemos concluir que la integral de primera especie no 
depende de cómo se eligo el sistema cartesiano de coordenadas on 
un espacio, mientras que las integrales do segunda especie sí depen¬ 
den do la elección del último, pues, al cambiar el sistema de coor 
denadas, varían los valores de los cásenos de los ángulos que forma 
la normal n (M) con los ejes coordenados. 

En el caso on que sobre una superficie sea dada una función vecto¬ 
rial, se puede señalar un acceso más general al concepto de integral 
de superficie de segunda especie que nos permite hablar, en un sen¬ 
tido determinado, de que el valor de la integral mencionada no de¬ 
pendo de cómo se elige en un espacio el sistema cartesiano de coor¬ 
denadas. 

Así pues, admitamos que sobre una suporficie bilateral completa 
limitada <f) viene dada una función vectorial continua r (M). Elija¬ 
mos en <J> un lado determinado y denotemos con n (.V/) el campo vec¬ 
torial do normales unidad a <I>. 

Es obvio que el producto escalai r (M) n (M) representa una fun¬ 
ción escalar continua que está definida en la superficie <t> y que, por 
esta razón, no depende de cómo se elige en el espacio el sistema 
cartesiano de coordenadas. Por consiguiente, la integral de superfi¬ 
cie lie primera especio de esta función 

jj \ r (M) n (M) da 
n< 
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OPERACIONES PRINCIPALES DE LA 
TEORIA DEL CAMPO 


En este capítulo se estudiarán los campos escalares y vectoriales 
Se analizan operaciones principales de la teoría del campo. 


S I. Transformaciones de las bases y de las coordenadas. 
Invariantes 


I. liases ile verdores reciprocas. Coordenadas covariantes y con- 
travarinnles de los vectores. Sea r, i 1. 2, 3, una base de los vec¬ 
tores de un espacio tridimensional 1 ) (pava un plano el subíndice i 
loma los valores 1 y 2). Una basar*, k - l, 2. se llama recípiarn 
de la baso r, . si -e verifican las relaciones*) 


rft? 


1 . 

0. i =*= * 


I. 1 , si, 2 


( 6 . 1 ) 


121 símbolo lleva el nombre de KroiictLer*) 

Surge tina cuestión de existencia y unicidad de la baso implo¬ 
ra. La respuesta es positiva: para la base dada r, existe la única base 
recíproca r'. 

Cerciorémonos, por ejemplo, de une el vector r' se define do un 
modo único- De acuerdo con (6.1), este vector es ortogonal con reí li¬ 
ción a los vectores /-„ y r 3 . Esto determina unívocamente la línea 
do actuación del vector r*. Luego, a partir de la condición r,r‘ - 1 se 

determina de un modo único el propio vector r*. Por analogía se cons¬ 
truyen unívocamente los vectores r* y r' Para convencerse de que 
los vectores/ -1 , r*. r* forman una base, basta demostrar querVV =sé 0. 
De acuerdo con el teorema sobre el producto de determinantes. 



r,r' 

r,r* r t r’ 


i o 0 

(»Wj) ir'r'r*) - 

r¡ r< 

r s r- rjr 3 

.r: 

(> i 0 


«V 

r tT z r-.r 3 


0 0 i 


Por cuanto /•,/•„/', s* 6 (los vectores r,. r», r 3 forman una base), de 
las correlaciones (6.2) se deduce que también /-'/•V* ^ 0. 


’) Mocerilenios que lus vectoresr 1 ./-,,r a forman una baso, si no son coplaua- 
ros. os decir, si su producto mixto !' i r~r s no es nulo 

*) Siempre en este capítulo: con el símbolo nh se ríenola producto cscaliil 
de los vectores a y 6; con oí símbolo abe, producto mixto de los vectores u, b ye, 
con el símbolo |aí>) se denota producto vectorial de los vectores a y b. 

3 ) I, Kronecker (1823—1891), matemático alemán 
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observación i. Si un» base r, es ortonormal, la base recíproca 
r k coincide con la base liada r¡. 

Es fácil convencerse «lo que los vectores r* de la base recíproca 
en un espacio tridimensional pueden hallarse con ayuda «le las rc- 
lariones 

. ... l>Vsl r2 = JL£lL r s = 

r,r,r, ■ c,r ,r, ' r,r,r, 

Sean r,, r* las bases recíprocas, y sea x un vector arbitrario. Al 
descomponer el vector x según los vectores básicos, obtendremos 

x — x,r' H- j.H + *■/*. x = x'r, 4 xV, + x*r 3 . (6.3) 

Los números a,, z t . i 3 se llaman coordenadas covariantes del voctor 
x, y **, x-, x 3 , coordonailas contravariantes do x. Estas nociones se 
explicarán on ol punto siguiente. 

Con el fin do abreviar notaciones de las fórmulas, «londe figuran 
sumandos ilo un misino tipo («ic ejemplo para tales fórmulas pueden 
servir las relaciones (6..11) se empleará en lo que signe adelante on 
convenio de sumnción que consiste on lo siguiente. Sea una explosión 
compuesta por unos cuantos factores. Si en «lidia expresión se 
tienen dos índices literales iguales, de los cuales uno es superior. ,\ 
el otro, inferior, so considera que de acuerdo con estos índices se 
realista la sumnción: a los índices se les asignan sucesivamente los 
valores 1,2. 3, > los sumandos obtenidos se adicionan, l’nr ejemplo, 

I,»" •£,»•' -| X t r- + JjT*. 

ó! = &; +»;4-ó;, 

= tó.t-r'j'') -r (g*****) 4- (*»*V) " 

(guar’a 1 4- g.tx't 3 4 fiirt’-r 1 ) 4- (g 3l x*x l + £,.*-** -+• *„¡V) t 

4- (g„*V 4 «,-rV -I- g, 1 *V). 

Con ayuda del convenio de suniación, las fórmulas (0,3) se escriben 
ilel siguiente modo compacto: 

x = x,r\ x = x'r,. (6 4) 

observación t Los índices iguales superior e interior, de ló¬ 
males se trataba en el i-onvcnio «le sumación, se denominan, de ordi¬ 
nario. Índices de sumación. Está claro que los índices de sumación 
pueden designarse con letras cualesquiera, y en este caso no varía 
la expresión, donde ellos figuran. Por ejemplo, x,r h y x 3 r h represen¬ 
tan una misma expresión. 

observación a Todo lo que acabamos de decir en este punto se 
refiere al caso «le un espacio tridimensional. En el caso bidimcnsio- 
nal los índices literales toman los valores de 1 y 2. 
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Obtengamos una expresión para las coordenadas covariantes y 
contravarianlos de un vector. Con este objeto multipliquemos escalar¬ 
mente la primera de las igualdades (6.4) por r h . y la segunda, pin r" 
Habida cuenta de 1.» reíacióu (ti l), encontramos 

xr k = x¡ (/•>*) =- 1 , 6 !, = x h , 

Ji■" - x‘ (r»r*) x' 6 ', — j’\ 

Así pues, 

x, = xr,. i — x r'. ( 0 . 5 ) 

t.on ayuda de las relaciones (6.5) oscribauios las tói-mnlas (6.4) en la 
forma siguionto 

x — (ar¡)r\ x — (xr')r,. (6.6) 

Las relaciones (6.6) llevan el nombre de fórmulas de Gibbs 1 ). Volva¬ 
mos una ve* más a la cuestión de construcción de las bases recíprocas 
Con ayudo de las tórmulas (6.6) obtendremos 

»■" - (rV)r„ l„ U,.r,)r' (I. 7) 

introduzca utos las designaciones 

g kl = r>r„ **' rV (OS) 

Con ayuda de estas designaciones reescrihatnos las relaciones (6.7) 
del modo signienle: 

r* -= g*'r,. r h --- (•>-») 

Así pues, para construir la base»-'' según la base» - ,, es suficiente 
conocer la matriz (g* 1 ), y P ar " conslmii la liase r,, según la liase 
»•', bosta conocer la matriz (g»i). Demostremos que estas matrices son 
recíprocamente inversas. Para demostrar esto, multipliquemos la 
primera de las igualdades (6.9) escalamiento por r¡ Teniendo pre¬ 
sentes las rolacione.s (6 1). obtenemos 

s c» I >• >-~ k ' 

° í= * 1 0 , / =¿*k. 

listas relaciones muestran que las matrices (g'") y (gm) son recipro¬ 
camente inversas. Por cuanto los elementos de una matriz inversa 
pueden calcularse en términos de los elementos de la matriz dada, se 
pone claro que con ayuda de las relaciones (6.9) se resuelve la cues¬ 
tión do construcción de las hases recíprocas. 

2. Transformaciones de la base y de las coordenadas. Sean r, y 
r\ i = 1,2, 3, las bases recíprocas, y sean »y y r*' las nuevas bases 
recíprocas. 

Haciendo uso del convenio de siimación, escribamos las fórmu¬ 
las de transformación de los vectores básicos. Tenemos: 


*) J. Gibbs (1839—1903), tísico teorético americano. 
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§ 1. Transformación de las bases y de laa coordenadas 

1} formulas de transición de una base antigua /■, a la nueva r¡- 
y fói ínulas de transición inversa: 

r,. =- b't-ri, r, = b',r í, l' = i, 2, 3; (6.10) 

2) fórmulas de transición de la base antigua /-' a la nueva r' - y 
fórmulas de transición inversa 

r*’ — b\r\ r' — ói-r 4 ", i, i' 1. 2, 3. (6.11) 

Por cuanto las transformaciones (6.10) son reciprocamente in¬ 
versas, serán recíprocamente inversas las matricos (&Í-) y (b[ ). Por 
razones análogas son reciprocamente inversas también las matrices 

VA ) y &■)■ 

Demostremos que las matrices (b\ ) y (ó*-) coinciden^ Con ello 

será demostrada la coincidencia de las matrices (6¡ ) y (b\ ). Para 
demostrar, multipliquemos escalarmente la primera de las igualda¬ 
des (6.10) por r‘, y la segunda do las igualdades (6.11). por r h -. To¬ 
mando en consideración las relaciones (6.1), encontramos 

r¡ .r k =? ó 1 ,. (r¡r*) ■= ó‘-6* *= I»*-, 

r'r w f>í- (r’V t .) = ó'.óí' = 


lie estas relaciones obtenemos 


M- - r,.r', (6.12) 

b\. = ( 6 . 13 ) 


l’ot cuanto son iguales los segundos miembros de las relaciones (0.12) 
v (Ij. 13), serán también iguales los miembros primeros. Dicho de otro 

unido, b\- = ó¡., y esto es indicio de que las matrices (f»{-) y (ó¡ ) 
coinciden. Notemos que los elomeutos b\■ de la matriz (b\-) pueden 
ser determinados según las fórmulas (6.12). 

Podemos ahora afirmar que para el paso de la base r' a la base 
r t ., »■*' es suficiente conocer sólo la matriz (í>f<) del cambio de la 
base i-, por la base r ( . (la matriz (b\‘) secalcula según la matriz (6¡.)) 
Demos a conocer las fórmulas de transformación de los vectores bá¬ 
sicos: 


r¡< =* b\ r |, r, = b\ r,-, \ 
r' = b¡-r''. J 


( 6 . 14 ) 


Obtendremos las fórmulas de transformación de las coordenadas 
al pasar a una base nueva. 
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Sean j,. las coordenadas cova rían los de .r en la basoiv, r 1 ' . Enlon 
cus, do acuerdo con (6.5), tenemos 

xr — xr r . 

Al sustituir cu el según do miembro de osla relación la expresión 
para en las fórmulas (6.14). encontramos 

x i- — x (&{•/•,) — 6¡» (*r,> — b\-x, 

\sí pues, las fórmulas de transformación de las coordenadas cova¬ 
riantes de nn veelor. al pasar a lina base nueva, tienen por expre¬ 
sión 

x,- — b)-x¡. (6 I V) 

Vemos que al pasar a una base nuev a, las coordenadas covariante.-- 
del vector .r se transforman con ayuda de la matriz (b¡.) del cambio 
directo de la base antigua a la nueva. Esta concordancia de las trans¬ 
formaciones explica precisamente la denominación «coordenadas co¬ 
variantes 1 ) do un vector». Al sustituir eu el segundo miembro de la 
relación a- 1 ' -- .re 1 ' la expresión para /•<’ de la fórmula (0.14), obten¬ 
dremos, tras algunas transformaciones, las fórmulas siguientes: 

x 1 ' ■— í»’ - j:*. (0 l.'i) 

Vemos que al pasar a una baso nueva, las coordenadas covariantes 
del vector x se Iranslorman con ayuda de la matriz (6¡ ) del cambio 
invorso de la base antigua por la nueva. A dicho desacuerdo de las 
transformaciones so debe el término «coordenadas conIravariantos do 
uii vector» 3 ). 

3. Invariantes de un operador lineal. Divergencia y rotor de un 
operador lineal. Llamemos invariantes a unas expresiones que no 
dependen de la elección de la base. Por ejemplo, el valor do una 
función escalar en uii punto dado representa un invariante. Lo sera 
también un vector-objeto independiente de la elección de la base 
Un producto escalar de los vectores es también un invariante. 

En el punto presente familiaricémonos con ciertos invariantes de 
un operador lineal Sea A nn operador lineal arbitrario definido sobre 
los vectores de un espacio euclfdeo tridimensional (es decir. 
.1 (tu + fi(/) = rxAx 4- p Ay para cualesquiera vectores x e </, y 
cualesquiera números reales a y p) Demostremos que una expre- 


*) Covariante significa cambiable do uii modo concordado. 
J ) Contra va rían te significa cambiable de un modo inverso. 
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MÓII 


r‘Ar, - r,Ar l ') 


(ó.i6) 


os un invariante 

Unco [alia probar que ni pasar a la nueva baso /■'', queja 
.la la igualdad 

r*Ar t — r''Ar,-. 


váli- 


((>. 17) 


Son I-, , la baso nueva, y sea (6¡ ) la matriz del cambio (le la base 
r 1 por la base r, . r‘‘ Tenemos 

r, b\'r,., r‘ = bii J 

M sustituíroslos valores parar, yr' en la expresión /-Mr,, obtenemos 
r'Jr, -* (b' bí ) r*'Ar r . (6,18) 

l’oi mauló (ó! !>*•) — 6»'. resulla, a partir Je (0.18) 
r*Ar, ~ t>k- i*' t»V » r*'Ar,: 

l,a («unidad (6.17) queda, pues, demostrndn y. por lo tanto está 
demostrada ln Invariación do la expresión rMr,. 

til invariante r’Ar, del operador lineal A se denominará dlwr- 
geiinn del citado operador y se denotará con el símbolo div .-1. Do 
este modo, 

div .4 •». r'.lr, = r,Ar'. (0.10) 

iilisi'BY ación En la base dada r,. /•• un operador lineal puede ser 
deltiiuto con ayuda de una matriz llamada matriz del operador li¬ 
neal Dicha matriz es una matriz (le coeficientes n‘ de la descompo¬ 
sición de los vectores At , respeclo de la base r„ (por supuesto, po¬ 
demos analizar también mía matriz do coeficientes de la desroinpo- 
.ición de los vectores -1r‘ respecto de la liase r 1 ) 

■ lo. — (l l ' f r^ a{ — r>Ar, (0 20) 

La divergencia de una matriz .4 puedo <c>r expresada en términos de 
los elementos de la matriz (a*) A sabor. 

div .1 => ai - «¡ -+■ «í (6-21) 

i. on el fin de cerciorarse de la validez de la fórmula (ó.21), basta 
sustituir la expresión (6.20) para Ar, en la p\ presión (6 líl) para la 
divergencia y hacer uso de la relación r*r, — 6¡¡. 


l.n validez de la igualdad ‘ ‘■Ar, = r,Ar' 1 puedo confirmarse razonando 
del modo stgnionlc. Tenemos. do acucr.lo con (0-9). r* = r, = Rpr 1 . Poi 

eso li ibida cuenta de que (?‘M y (?,,) »» reciprocamente inversas v simétrica-, 
(dtleiid remos 

r* Ar, =- r'''a,,/> V' = 6'¡ r h Ar< = r„Ar” ~ r,Ar> 




Demostremos que una expresión 

\r,Ar , \ = \r i Ar,\') (6.22} 

es también un invariante. Hace falta probar que al pasar a una ba¬ 
se nueva r r‘\ queda válida la igualdad 

[r,^r'l - lri-Ar ]. (6.23) 

Sea r 1 ' la base nueva y sea (¿i{.) la matriz del cambio de la base 
/•,, /•' por la base ly, r 1 ’. Tenemos 

r,=--b'‘ri■. r* = 

Al sustituir estos valores para r¡ y r* en la expresión l4yÍ4*l, obten¬ 
dremos 

|r^r‘] = (&¡'&;.*) |r f »Ar**|. (6.24) 

Por cuanto (*}'6».) = 6¿-, resulta, a partir de (6.24): 

(r ,<4r’| = |r,.-4r*'| = |r,.^r<'|. 

Así pues, la igualdad (6.23) queda demostrada y. por lo tanto, 
está demostrada también la ¡uvariación de la expresión |r,.4r 1 l. 

151 invariante \r,Ar , i de un operador lineal A se llamará rular de 
dicho operador y se denotará con el símbolo rot A. De este modo, 

rot A = |r,Ar‘| = [r,Ar‘l + [r t Ar*] + |»ylr*]. (6.25) 

Demos a conocer la expresión para la divergencia y el rotor de 
un operador lineal A en un caso en que la baso i,/, k sea ortonormal 
Por cuanto en tal caso la base recíproca coincide con la dada, de con¬ 
formidad con las fórmulas (6.20), los elementos a t , de la matriz 
del operador A pueden hallarse según las fórmulas 

«11 = 4.44, «i, = iAj. a ti *iAk, 1 

a„ = JAi, a„=jAi, a,¡--jAk, > '6.26) 

«3i = kAi, a¡¡ = kAj, a„ — kAk. j 

(« diferencia del caso general, hemos designado elementos de la ma¬ 
triz del operador A por los símbolos a m ¡, en lugar de a"!). 

Para la divergencia del operador A obtenemos la siguiente ex¬ 
presión 

3 

div A = ^ «ij = Cu H-djj-l-ajs — iAi-\- iAj +kAk. (6,27) 

’) Ls validez de la igualdad |r .ir*) - |r’.4/-, | puede confirmarse razonando 
(leJ modo siguiente. Tenemos, de acuerdo con (6.9), r* = g ,lr r k , r¡ = g¡,r'. Por 
eso, teniendo presentes la inversibilidad recíproca y simetría de ¡as matrices 
(?**) y (Bit), obtenemos 

|riA- í l = r i*g iI |r»^W) = óJ(r^W) = [r,Mr*] = Ir t drl|. 
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Hallemos la oxpresióo para el rotor del operador A. Por ser coinci- 
dentes las bases reciprocas en el caso de una base ortouormal, a 
partir de (6.25) obtenemos 

rot A — iiVlil-í- U'AJl + Jír^kl. (6.28) 

Calculemos el primer producto vectorial li/lil. Por cuanto Ai «= 
= a, ¡i 4- a tl j + a 3l fc, resulto 

líAi) =(/,i |i/l + «si l«fcl= — a 3iJ +a ít k. 

De un modo sumamente análogo se obtienen las fórmulas 

1/4/1 -= a a i — a lt k, [kAk)= — u 13 i + a¡,j. 

Con ayuda de las fórmulas obtenidas y la correlación (6.28) para rot .4 
determinemos 

rot A = (a 32 — ajj) i (u, 3 — a„)j + (a-, — a, s ) k. (6.29) 

(t 2. Campo escalar y campo vectorial. Conceptos 
y operaciones fundamentales 

1. Concepto de campo escalar y vectorial. Sea SI un dominio 
sobro un plano o en un espacio. 

Se dice que en el dominio íí está dado un campo escalar , at o todo 
punto M de £2 se le pone en correspondencia, según una ley conocida, 
cierto número u (iW). 

Notemos que el concepto de campo escalar y el do una [unción 
definida en el dominio Q coinciden. Por regla general, se emplea la 
siguiente terminología: un campo escalar se define con ayuda de la 
función u (M). 

El concepto de campo vectorial se introduce por analogía comple¬ 
ta con el de campo escalar: si a todo punto M del dominio D se le po¬ 
ne en correspondencia, según una ley conocida, cierto vector p (A/), 
suele decirse que en el dominio Q viene dado un campo vectorial. En 
este caso diremos que un campo vectorial se define con ayuda de una 
función vectorial p (Af). 

El campo de temperaturas dentro de un cuerpo calentado, el 
campo de densidad do una masa son ejemplos de campos escalares 
El campo de velocidades de un flujo estable, el campo do intensidad 
magnética constituyen ejemplos de campos vectoriales. 

2. Campos escalares tlifereneiables. Gradiente de un campo esca¬ 
lar. Derivada direccional. Ya hemos dicho que el concepto de campo 
escalar u (.1/) en el dominio Q y el de función defiuida en el domi¬ 
nio citado coinciden. Por eso, la diferenciabilidad do un campo 
escalar puedo definirse como diferenciabilidad de la función que 
define dicho campo. Euuncicinos. para mayor comodidad, el con¬ 
cepto de diferenciabilidad de un campo, recurriendo a la terminolo¬ 
gía un tanto diferente de la habitual. 
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Cap. 6. Operaciones de la teoría del campo _ 

Llamemos turma lineal f (Ar) respecto del vector Ar a un produt lo 
escalar de este vector por cierto vector g independiente de Ar. Usemos 
liimbién las siguientes designaciones: 

o — (i (Al, 1/') es la distancia entre los puntos M y »/', 

Ar = MM' es el vector que une los puntos ,1/ y Af, 

¡Su — u (Af) — u (Al) os el incremento de) campo en el punto 1/ 
Enunciemos la siguiente definición 

Definición I. Un campo escalai u (.1/) ve denomina diferenciadle 
en el punto .1/ del dominio Ci, si el Incremento del campo Au en el pini¬ 
to Af puede ver representado en la forma 

Au = / (Ar) H o (p), (ti.30) 

donde I (Ar) es tu /orina lineal respecto del lector Ai 

La correlación (6.30) se llamará condición de diferencíatnlidad. 
del campo u (M) en el punto Al. 

observación > Por cuanto la forma lineal / (Ar) representa un 
producto escalar g-Ar, donde g es un vector independiente de Ar, 
ia condición de diferencinbilidad (6.30) del campo escalar u (M) en 
el punto M puede ser escrita en la forma siguiente: 

Au = g- Ar H o (p). (6.31) 

Demostremos que si un campo escalai u (.1/) es diferencia ble en 
el punto .1/, la representación (6.30) (ó (6.31)) para el incremento Au 
de dicho campo en el punto Af es único. Sean 

Au — g- Ar 4 o, (p) y Au h ■ Ar , o, (p) (6.32) 

ilos representaciones del incremento Au en el punto l/. De las foi- 
mulas (6.32) para Ar 0 obtenemos una correlación 

<*-*>*’■ <«■*»» 

en la cual e - — | os un vector unidad, y o (p; = o t (p) — o, <p). 
Por cuanto — p 1 " es una variable infinitésima para p-*-0. 

do (6.33) proviene que (g — h) e — 0, cualquiera que sea c, es decir. 
g — h. La unicidad de la representación (6.30) está demostrada 
Diremos que un campo escalar u (Af) definido en el dominio ü es 
diferenciable en este dominio, si es diferenciable en cada punto del 
mismo. 

Definición 2. Se llama gradiente en un punto Af del campo esca¬ 
lar u (Af ), diferenciable en dicho punto, al rector g definido mediante lo 
correlación (6.31). 

El gradiente de un campo escalar se denota con el símbolo grad u 
Observación 2 La definición de diferenciabilidad do un campo 
escalar enunciada más arriba, es cómoda por aquella razón que lleva 





un carácter invariante, independiente de la elección del sistema de 
coordenadas. Por eso, el gradiente de un campo escalar representa un 
invariante de este campo. 

Observación 3 Señalemos la siguiente circunstancia importante: 
sí un campo escalar u (A/) def¡nido en el dominio tí es diferenciable 
en dicho dominio, el gradúate grad u del campo está definido en cada 
punto de Q, y, evidentemente, representa un campo vectorial defini¬ 
do en £i. 

observación i Para un campo escalar se introduce la noción de 
superficie de nivel (línea de nivel, si se trata de un plano) que repre¬ 
senta un conjunto de puntos, sobro el cual los valores del campo 
u (.1/) son iguales. El gradiente del campo en un punto M es or¬ 
togonal a la superficie de nivel en dicho punto. El lector mismo 
puede cerciorarse con facilidad de la validez de esta afirmación. 

Haciendo uso de la designación grad u para ei gradiente de un 
campo escalar, escribamos la correlación (6.31) en la siguiente 
forma': 

Au^grad u ■ Ar + o (p). (6.34) 

Notemos que el sumando grad u-Ar se llama, de ordinario, di¬ 
ferencial clu del campo escalar. De este modo, 

du — grad u- Ar. (6.35) 

Convenga mos en llam ar di ferencial dr al incremento Ar del radio 
vector r = OM, A/ - — OM' — OM. Entonces, la fórmula (6.35) 
para la diferencial du del campo escalar puede ser escrita en la 
forma 

du = grad u-dr. (6.36) 

Supongamos que en el dominio Q están dados dos campos dife¬ 
renciales u (M) y v ( U). Son válidas las siguientes correlaciones: 


grad (u ± f) “ grad u ± grad v. 
grad (uv) = u grad v + V grad u. 


grad (±) - 


i- grad u — u grad u 


(para v 0). 


•Si F es una función diferenciable, tenemos 


grad F (u) — P' («) grad u. (6.38) 

Las deducciones de las fórmulas (6.37) y (6.38) son de un mismo 
tipo. Demostremos, a título do ejemplo, la validez de la segunda 
fórmula de (6.37). Besulta, teniendo presentes la fórmula (6.34) y 
la continuidad de la función u (M): 

A (uv) = u (M‘) v (Af) - u (Af) o (M) = u Oí') Ae + 

-|- v (flf) Au = (u Oí) grad v -1- v (M) grad «I A r -|- o (p). 


11—-.«a 
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De estas relaciones proviene que el incremento A ( uv) puede repre¬ 
sentarse en la forma (6.31). Por eso, uv es una función diforenciable 
y gratl (uv) = « grad v -f- v grad u. La segunda de las fórmulas 
(6.37) queda demostrada. 

Introduzcamos el concepto de derivada direccional para un 
campo escalar. 

Sea u (M) un campo definido en el dominio tí, sea ;D un punto 
de Q, y sea e un vector unidad que indica la dirección en el punto 
M. Admitamos luego que ilf es un punto cualquiera de Q. diferento 
de M y do tal género que el vector .47.17' sea colineal con e. La dis¬ 
tancia entre 17 y M' se denotará con f> 

SI triste un limite 


(Alt = u (.17') — u (.1/)), el mismo se llama derivada del campo u en 
el punto Al según la dirección de e y se denota con el símbolo —. De 
este modo. 


da 

"57 


lím 

P 


(6 39) 


Resulta válida la siguiente afirmación. 

Supongamos que un campo u (.17) es dlterenctable en el punto M. 
En este caso la derivada ^ del campo en dicho punto según cualquier 
dirección de e existe ij puede hallarse por la fórmula 


-HL = gr«d u-e. (6.40) 

Demostremos esta afirmación. Sea e una dirección fija cualquiera y 
supongamos que un punto M' se elige de una manera tal que el 
vector A r = AI Ai' sea colineal con c. Está claro que A r = pe. Al 
sustituir el valor do A r en la relación (6.34), encontramos 

Alt = (grad u-e) f> + o (p). 


De aquí se obtiene la fórmula 


-y- = gradit e+- :í ~. (0.41) 

A partir do las rotaciones (6.39) y (6.41) proviene (6.40). La afirma 
ción está demostrada. 

Hallemos la expresión para el gradiente de un campo escalar 
diforenciable, considerando que en un espacio queda elegida la ba¬ 
se orlonormal i, j. k, con la cual está ligado el sistema rectangular 
de coordenadas cartesianas Oxyz. Por cuanto grad u — i (grad u-i) 
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-f j (grad u-j) -r k (grad u-k) y y, además, _Ji = —ÍL 

Oí ox <)j dy 

■■= , obtendremos, con ayuda do la relación (6.40): 

grail h:-í —— 4- i - -4- A- - 

* tV 3 dy oz 

Recurriendo a la expresión (6.40) para una derivada direccional, 
obtenemos la siguiente ilustración gráfica de distribución de los 
valores de las derivadas drreccionales del campo u ( M) en el punto 
.1/ de un dominio [llano il. Sea grad u (si grad u = 0, do (6.40) 

se deduce que ~ = 0 parac cualquiera). Empleando grad u como 

diámetro ((ig. 6.1), construyamos sobro este vector una circunfe¬ 
rencia C. Construyamos también 
una circunferencia C* que es 
igual a C y que es tangente a la 
últimn en un punto . 1 / Sea e una 
dirección arbitraria. Tracemos 
por .1/ una semirrecta en direc¬ 
ción del vector e. Si dicha se¬ 
mirrecta es tangente a las cir¬ 
cunferencias C y C*, tendremos 
~ -= 0 (el vector c es nrtogo- rig. o.i. 

nal con relación a grad u). En 

cambio, si la semirrecta loria C o C* en un punto A', resulta que 
^ es igual a lo longitud MN tomada con el signo -|-, cuando N se 
dispone en C, y con el signo —, cuando A se dispone en C*. Para 
un campo espacial las circunferencias C y C* lian de ser sustituidas 
por las esferas. 

3. Campos vectoriales diferenciales. Divergencia y rotor de un 
campo vectorial. Derivada direccional de un campo vectorial. Supon¬ 
gamos quo en uii dominio £) del espacio euciídeo tridimensional 
está dado un campo vectorial p (.1/). En lo que sigue adelanto utili¬ 
zaremos las designaciones: Ar = MM', Ap = p (.!/’) — p ( I/). 

Enunciemos la siguiente de ¡tuición- 

Definición 3. i n campo vectorial p (.1/) se llama dtferenciable en 
un punto M del dominio Í2. si el incremento del campo Ap en el punto 
M puede ser representado en la turma siguiente: 

Ap = dir + o ( | Ar |), (6.42) 

donde A es un operador lineal independiente de Ar (independíenle de la 
elección del punto M’). 
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dilección de e existe y puede hallarse por la fórmula 

-4*. (6.40) 

donde .4 es un operador lineal definido por la relación (0.42). 

Demostremos esta afirmación. Sea e una dirección fija cualquiera 
y supongamos que un punto AI' se toma do una manera tal que el vec¬ 
tor Ar — pe, y | Ar | — |> Al sustituir este valor de A r en la rela¬ 
ción (6.42) y al aprovechar las propiedades de un operador linoal, en¬ 
contramos 

Ap -= p.4* + o (p). 

De aquí obtenemos la fórmula 

^£. = ,1*+£!£!.. (6.47) 


De las relaciones (6.45) y (ü.47) se deduce la fórmula (6.40). La afir¬ 
mación queda demostrado. 

Sea p (M) un campo difcrenciablc en el punto AI del dominio £2. 
Entonces, 

Ap — .4Ar -|- o ( | Ar | ). 

Hallemos la matriz de un operador lineal A para el caso en que la 
base i,/, fc sea ortonormal. Convengamos en considerar que con dicha 
base está relacionado el sistema rectangular do coordenadas cartesia¬ 
nas Oxyz. 

Denotemos con P, Q y II las coordenadas del campo vectorial 
p (M) en la baso i.j, le. Es evidente que do conformidad con la fór¬ 
mula (6.46), 


Qp _ op 

0 i ~ Ox 


= Ai, 


l£-=l£- = Aj 
»I Oy 


Op ’ip 
i'k ” ’ O: 


■Ak. 


A partir de estus fórmulas y de las relaciones (6.26) para la matriz 
de los coeficientes de un operador lineal en la base ortonormal i,/, fe 


se deduce que la matriz A del operador en consideración A tiene por 

expresión 


OP 

SP 

OP 

Ot 

Oy 

Ot 

OQ 

12- 

12. 

Oj 

oy 

0t 

0J{ 

OH 

OH 

Ox 

Oy 

Sz 


Introduzcamos el concepto de divergencia y de rotor para el campo 
vectorial p ( M ) diferenciable en un dominio Q, esto es para tal campo 
cuyo incremento Ap en coda punto AI del dominio £2 pueda ser repre¬ 
sentado en la forma 


A p = A&r + o ( | Ar | ), 
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con la particularidad de que el operador A varía, en el caso general, 
al pasar do un punto del dominio £2 al otro. Dicho de otro modo, el 
operador depende del punto M y no depende, por supuesto, de ir. 

Llamemos divergencia y rotor del campo p (Al) en un punto .1/ del 
dominio £2 ala divergencia y al rotor del operador lineal A. De este mo¬ 
do por definición. 

div p = div A. rot p — rot A. (tí.49) 


Observación Admitida la suposición sobre la diferenciabilnlod 
del campo p (M) on el dominio £2. la divergencia div p y el rotor rot 
p están definidos en todo punto de £2. Por cuanto estos entes son inva¬ 
riantes (no dependen de la elección de la base), resulta obvio que div 
p es un campo escalar, y rot p. campo vectorial en el dominio £2. 

Hallemos las expresiones pañi la divergencia, el rotor y la denta¬ 
da direccional de un campo vectorial diferenciable p (.V/). conside¬ 
rando que en un espacio se encuentra elegido la baseortonormal i.j. le, 
con la cual está ligado el sistema rectangular de coordenadas carte¬ 
sianas Oxyz. Convengamos on considerar, como autos, que el campo 
p (A/) tiene coordenadas P, Q, R en la base i.j. le. 

Como la matriz A del operador lineal A se define en este caso por 
la relación (tí.48), y como, por definición, div p ■** div A. rol I’ — 
= rot A (véase (6.49), entonces, de acuerdo con las fórmulas (tí 27) 
y (0.29), obtendremos 

divp— 


Vil 




(6.50) 

(6.51) 


Para calcular la derivada del campo vectorial p (,W) según la direc¬ 
ción de e. hagamos liso de la fórmula (6.46) y de las propiedades del 
operador lineal. 

Sea e = i eos a + j eos p + k eos y '). Kntoncps, de acuerdo con 
(6.46), obtendremos 
»P 
Oe 


— Ae =cos aAi 


- eos yAk = 

fin n fip Op 

: eos Ct -f--T COS P -^T—P eos Y — 7 - = 
« r d] ' 1 vk 


- eos pAj - 


-(- eos p —^— -f eos y 2JL .. 
ex ' r ay 1 1 dz 


De este modo, la derivada AJL puede calcularse o bien según la 
fórmula 


= eos a + eos p -íjT- -f eos y , (0.52) 

*> Por cuanto e es un vector unidad, *us coordenadas tienen por expresión 
{eos a, eos p, eos y}* donde a, P y y sonl©sángulc« que lorma este vector con los 
oje¿» O*, Oy y Oz , respectivamente. 
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o bien, habida cuenta de que P. Q. fí son coordenadas de p ( M), según 
la fórmula 

"S?— (-f-cosa+-g-cosp+-|f- c °8v) ¿ + 

-r (^ C osa-i--^-costM--^-cosv) ¡ + 

+ (-i- eos a + -=g-««s P+ -g- eos y) k. (6.53) 

4. Operaciones reiteradas de la teoría del campo. Convengamos 
en considerar que en un dominio Q del espacio euclídeo E 3 están defi¬ 
nidos un campo escalar u (¿l/) de la clase C* *) y un campo vectorial 
p {Ai) de la clase C*. 

Admitidas estas suposiciones, grad u representa un campo vecto¬ 
rial diferenciable en íí; div p es un campo escalar diferenciadle y rot 
p, un campo vectorial diferenciable. Por eso, resultan posibles las 
siguientes operaciones reiloradas: 

rot grad u, div grad u, grad div p, div rol p, rot rot p. 

Demostremos que 

rot grad u ■= 0, div rot p = 0. (6.54) 

Pata demostrar, calculemos rot grad u y div rot p en un sistema 
rectangular de coordenadas cartesianas. Por cuanto, en este caso, las 
coordenadas de grad u son entonces, en virtud de la fórmu¬ 

la {0 51), obtendremos 
rol grad u = 

I clhi <>»u \ / tf»a <**■« \ fc=a q 

i Olí US i)z dy I 1 1 t'z ••X Jzdt I ' r \ di d'J OI, ,1* í 

De es le modo, la primera de las igualdades (ti.54) es válida para el 
sistema cartesiano de coordenadas. Por ser invariante la expresión 
rot grad u, la primera de las igualdades (0.54) queda demostrada. 
Demostremos la segunda igualdad. Volvamos de nuevo a un Sistema 
cartesiano de coordenadas. Do acuerdo cou (6.51). en este sistema el 
campo vectorial rot p tiene por coordenadas . (^—~) , 

(———). donde P. Q, H son coordenadas del vector/». De acuor- 
do con (6.50), la divergencia de nu campo vectorial rot p en el siste¬ 
ma rectangular de coordenadas cartesianas es igual a la suma de de¬ 
rivadas de los componentes de dicho campo respecto de las cuordona- 


*) Una función pertenece a ia clase C* en el dominio Q, si todas sus deriva¬ 
das parciales do orden k sen continuas. 
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das homónimas. De este modo. 


div rot p = 


ó ¡OR dQ \ . 0 I ÚP >'fl \ . ó / HQ SP \ _ ^ 

Ox \ oy dz l r dy \ ái dx ) ‘ dz \ dx úij ) 


Así pues, la segunda de las igualdades (0.54) es válida para el siste¬ 
ma de coordenadas cartesianas. Por ser invariante la expresión div 
rot p, la segunda igualdad en (6.54) queda válida en cualquier siste¬ 
ma de coordenadas. 

Una de las operaciones reiteradas principales en la teoría del cam¬ 
po es div grad u. Esta operación se denota brevemente por A u, con 
la particularidad de que el símbolo A se denomina, corrientemente, 
operador de Laplace 1 ). De oslo modo, 

A u ~ div grad u. (6.55) 

Calculemos el operador de Laplace en un sistema rectangular do co¬ 
ordenadas cartesianas. En tal sistema el campo vectorial grad u 

sus coordenadas ^^. Volviendo a la expresión (6.50) para lu 
divergencia do un campo vectorial, obtendremos 






(6.56) 


Las operaciones reiteradas grad div p y rot rot p están entrelazadas 
por la correlación 

rot rot p = grad div p — A p, (6.57) 

donde A p es un vector cuyas coordenadas en la base i.j, k son A P, 
A Q, A R (P, Q. li son coordenadas del campo vectorial p en la baso 
», /, /,-). El lector mismo puede convencerse con facilidad de que 
(6.57) es válida. 


§ 3. Expresión de las operaciones fundamentales _ 

de la teoría del campo en coordenadas curvilíneas 

1. Coordenadas curvilíneas. Sea £2 un dominio de un espacio 
euclídeo £*; y sean x, y. z, las coordenada-- cartesianas en dicho espa¬ 
cio. Supongamos, además, que £2 es un dominio de un espacio euclídeo 
E 3 , mientras que x‘, x s , x 3 , las coordenadas cartesianas en E 3 . 

Examinemos una aplicación biunívoca y recíprocamente continua 
del dominio £2 sobre el £2, la cual se realiza mediante las funciones 

1 = 1 ( 1 ', x 4 , x 3 ), y = y (*\ **. x 3 ), z = z (x 1 , x a , x*). (6.58) 

‘) P. S. Laplace (1749—1827), destacado astrónomo, físico y matemático 
francés. 
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Con ayuda de la aplicación mencionada se introducen en el dominio 
Q las coordenadas curvilíneas x l , x 1 . 3 ?. El sentido de esta denomina¬ 
ción lo esclarecen fácilmente los siguientes razonamientos. Primero, 
a todo punto M (a-. «/, 3) del dominio £2 se le ponen en correspondencia 
tres números x\ x". x 3 . Para ser uiás preciso el punto M se predeter¬ 
mina por una tenia de números x 1 . x 2 , j?. Exactamente a esto se debe 
la denominación «coordenadas» del punto M para los números x l . 
x 1 , j ;l . Segundo, si en los miembros derechos de las relaciones (6.58) 
son fijas algunas coordenadas, x* yP. por ejemplo, dichas relaciones 



definen, para .r' variable, cierta línea en ü, la cual, generalmente, se 
diferencia de una rec ta. Resulta natural llamarla linea coordenada x 1 , 
subrayando con ello que en los puntos do la citada línea varia sólo la 
coordenada x l . Por analogía completa se definen las lineas coordena¬ 
das x 2 y x 3 . En general, las líneas coordenadas x', x-, x* no serán rectas, 
a lo que se debe el término «coordenadas curvilíneas». 

Se ha puesto en claro que por todo punto M del dominio Q pasan 
tres líneas coordenadas x 1 . x*. x 3 (fig. 6.2.). Construyamos en el pun¬ 
to -1/ una base r t , r* ligada de un modo natural con las líneas coorde¬ 
nadas que pasan por el mismo punto. Hagamos uso en este caso de 
las relaciones (6.58). Evidentemente, las derivadas re¬ 

culadas en el punto il/. representan las coordenadas del vector de la 
tangente a la línea x 1 en este punto. Designemos osle vector con 
rDe un modo análogo construimos los vectores r„ y r 3 do las tangen¬ 
tes a las lineas x a y x 3 , respectivamente. Do este modo. 
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Para que los vectores r r 2 . r s formen mía base, hace falta exigir 
que estos vectores no sean coplanares. Una condición suficiente para 
que so cumpla dicha exigencia consisto, evidentemente, en que el ja- 
cobiano 

>?x thj OZ 
0x l .»a * ( 

2 ir, y. r> o* '>>< '*» 

Si* 1 , i 1 . r J )~ 'C 1 Jx= 

itz im i!z 
I 0x’ > !'Z‘ JX ¿ 

no se reduzca a cero, pues dicho jacobiano o** igual al produelo mixto 
de los vectores r,, r t , r¡¡. Con ayuda de la liase construida r„ r 2 . r, 
se construye de un modo estándar la base recíproca r l , r s , r*. 

Así pues, si en el dominio $1 están introducidas las coordenadas 
j', x". X a , con cada punto M de este dominio se ligan de un modo na¬ 
tural los vectores básicos r,. r 1 . Veamos los ejemplos. 

1°. Sistema de coordenadas cilindricas. Este sistema de coordena¬ 
das se introduce con ayuda de las relaciones 

x *» p eos cp, y = p sen (f, z = z. (6.60) 

l)e este modo. r l = p, x- = q>, te* = z. Se conoce que las coordenadas 
citadas p. q. z (o bien, que es lo mismo, ¡r 1 . x 3 , x 3 ) varían dentro de los 
siguientes límites 1 ): 

0<p<T°o. 0< cp <2n, -oo<r<oo.^ 

Las desigualdades aducidas definen en el espacio euclídeo E* con las 
coordenadas p, <p, z (o bien a*, i-, x *) un dominio infinito Q, expuesto 
en la fig. 6.3. Por consiguiente, lo introducción de las coordenadas ci¬ 
lindricas en el espacio euclídeo E 3 puede considerarse como resul¬ 
tado de la aplicación del dominio 52 del espacio E 3 en el espacio E 3 
con ayuda de las fórmulas (6.60). 

Evidentemente, las líneas coordenadas p (o lincas¡r 1 ) representan 
unas rectas que pasan por el eje Oz. siendo perpendiculares con rela¬ 
ción a dicho eje; las líneas coordenadas q (líneas x 2 ) son circunferen¬ 
cias con centro en el eje Oz cuyos planos son paralelos al plano Oxy. 
Las líueas coordenadas z (líneas x 3 ) son rectas paralelas al oje Oz 
(véase fig. 6.3.). Hallemos los vectores r,, » ., r, y r 1 , r-, r 3 . Se tiene 

sen q, 0>, 

»•«-{■§■• í - peos<p, 0), 

_ ;>={£■£• £}=«>• '5- 

l ) Véase «Geometría analítica» del curso presente. 
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Destaquemos que las expresiones entre corchetes representan las 
coordenadas cartesianas de los vectores básicos r„ r s y r 3 . Podemos 
convencernos directamente de que la base r„ r¡, r a es ortogonal. 


*♦ 



Con el fin de calcular lu base recíproca bagamos uso do las fór¬ 
mulas aducidas eu ol p. 1. § 1 de este capítulo. Tenemos 


Por eso, 


eos lf 
— p son <p 
0 


sen <f 
(> eos lf 
0 


0 

o 

1 


= p. 


[rysl -^{peosq, psenqt, 0), 
|»V ( ) = { — sen <p. eos ij , 0). 
lfi ,- jl — {0, 0. !>}. 


** = -Stt ~ i~i sen *• t C08 *• °}' 
,J= "§3r-< 0 - n - 1} - 

2°. Sistema de coordenadas esféricas. Esto sistema de coordenadas 
se introduce con ayuda de las relaciones 

x = p sen 0 eos <p, y = p sen 0 sen cp, z = p eos 0. (6.61) 
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De este modo, x 1 = p, x a = q, x? = 8. Se conoce que las coordena¬ 
das citadas p. q, 0 (o bien, que es lo mismo. x 1 . x‘, x 3 ) varían dentro 
de los siguientes limites: 

0 SC p < -P 00 , 0*5 <P <2n, Ost 0-"£ 31 . (ti.02) 

Las desigualdades (0.62) definen en el espacio euclídeo E 3 con las 
coordenadas p, q, 0 (o bien x 1 , x-, x') 1111 dominio infinito Q expuesto 
en la fig. 6.4. Por eso, la introducción de las coordenadas esféricas en 
el espacio euclídeo E 3 puede considerarse como resultado de la apli¬ 
cación del dominio i) dol espacio E 3 en el espacio E 3 con ayuda de las 
fórmulas (6.61). 

Es evidente que las líneas coordenadas p (o lineas x’) representan 
unos rayos que salen dol origen de coordenadas; las líneas coordena¬ 
das <p (líneas x-) son circunferencias con centros en el eje Oz cuyos pla¬ 
nos son paralelos al plano Oxy. las líneas coordenadas 0 (líneas x') 
son semicircunferencias cuyos cenlios se disponen en el origen de 
coordenados y cuyos planos pasan por el eje Oz (véase fig. 6.4). 

Hallemos los vectores r„ r s , r 3 y r 1 , /•*, r 3 . Tenemos 


r, — (sen 0 eos q, sen 0sen ip, eos 0}. 

r s ={ — psenOscmp, p sen 0 eos (p, 0}, 

r 3 »-• {f > eos 0 eos q>, pcosOsenq, —psenG). 

Inmediatamente podemos convencernos de que la base r,. r 3 , r„ 
es ortogonal. Para calcular la base recíproca, hagamos uso de las fór¬ 
mulas aducidas en el p. 1. § 1 de este capítulo. Se tieno 


r,íy 3 = 


sen 0 eos <p 
— p sen 0 sen q 
p eos 0 eos <p 


(r,rj| = { — p 2 sen 2 0cos<p, 
|r 3 r,] = { psenq. 

|r t r 2 ) = { — p eos 0 sen 0 eos q, 


sen 0 sen q> eos 0 
p sen 0 eos q O 
pcosOsenq —psenO 
— p 2 sen 2 0senq, 
p eos rp, 

— p eos 0 sen 0 sen cp, 


= —p 2 sen 0, 

— p 2 sen0cos0), 
0 ¡. 
psen 2 « }. 


Por eso, 

r* — - { sen 0 eos cp, sen0sen<p, cos0 }, 

r l r » r 3 

I r 3 r ! I f_1 MI _‘ COsq Q ) 

r,r¡r s l p senO ’ p «en 0 ’ i ’ 

r 3 — J — l L » i- — / - 1 . eos 9 eos q, — eos Osen q, —— sen 0 } . 
r i r i r 3 lp ^ P * P J 

3". Sistema ortogonal de coordenadas curvilíneas. Un sistema de co¬ 
ordenadas curvilíneas se llamaré ortogonal, si en todo punto de un 
dominio Q la base r¡, definida por la igualdad (6.59). es ortogonal. 
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Los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas que acabamos de 
estudiar intervienen corno ejemplos de coordenadas curvilíneas orto¬ 
gonales. 

Obtengamos la expresión para los vectores r‘ de la base recipro¬ 
ca para el caso de un sistema ortogonal de coordenadas. Introduzca¬ 



mos las siguientes designaciones: 

= I r ¡ I . H a = | r, |, H a — | r, | . 

Las magnitudes //,, // 2 , 11, se denominan, do ordinario, coeficientes 
o parámetros de Lame 1 ). 

Por cuanto el sislomu de coordenadas es ortogonal y la lerna do 
vectores r¡, r.,. r a es derecha, tenemos 

r,r t r 3 W/./L //„ |r,r,| = r,. 


Ir,ni 


JlMs .. 


i . H >11* 
lr,r t ] = -f r ^ r ,. 


Haciendo uso de estas relaciones y de las fórmulas que expresan los 
voetores de la base recíproca en términos de los vectores r, (véase 
p. 1. § 1 de este capítulo), obtendremos 



1 
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2. Expresiones del gradiente y de la derivada direecional para 
un campo escalar en las coordenadas curvilíneas. Supongamos que ou 
un dominio Q, donde vienen introducidas las coordenadas curvilíneas 
.r 1 , i’, a 3 , está definido un campo escalar u (A/). En estas condiciones 
grad u queda definido cu cada punto de íí y en cada punto del mismo 

puede calcularse según cualquier dirección e una derivada Tanto 


*) G. Lamé (lisió — ISTui. matemático francés. 




el gradiente grail u, como también la derivada direccional en un pun¬ 
to dado M, se referirán a la base r¡, r‘ en dicho punto, cuya conslruc- 
ción está escrita en el punto anterior. 

1°. Expresión del gradiente de un campo escalar en coordenadas cur¬ 
vilíneas. Introducidas en el dominio Q las coordenadas cirvilíneas 
x‘, **, x 3 , el campo vectorial u será, evidentemente, una función de las 
variables x\ x 2 , J?: 

u = a (j-*, x 2 , x*). 

Esta función puedo ser considerada como resultado de la superposi¬ 
ción de la función u (x, y, z) de las variables x. y. z y de las funciones 
(ti.58). Por eso, con el objeto de calcular las derivadas ~¡. podemos 
aprovechar la regla do diferenciación do una función compuesta. 
Designando — ron u,, obtendremos 

i'r ■ 


na- <1 z , <>u i'K 

Oí llx , 0¡l , 1,1 


<*i i Oz 

O: , n l ' 


(f>. 0-í) 


Por cuanto son coordenadas del vector grad u en 

la base i, i, k, ligada con el sistema Uxuz, y ya que -, , 

ilí 1 irX' 

represenlan coordenadas del vector r,. entonces, evidente¬ 
mente, la correlación (15.53) puede reescribirse en la siguiente 
forma 

u, = r, grad u. (G.t>4) 

Sirviéndonos de la fórmula de Gibbs (véanse (6.(5) de este capitulo) 
para el vector grad u y de la fórmula (6.64), obtendremos 

grad u — (r, grad u) r' = u¡r‘. 

Así pues, el gradiente del campo escalar u en las coordenadas curvi¬ 
líneas tiene por expresión 

grad u = ii¡ r' I u¡ = —). (6.05) 

\ el*! / 

En la práctica se encuentra frecuentemente el caso de un sistema 
ortogonal de coordenadas curvilíneas. En el punto antecedente se lia 
obtenido (véase p. 3 o ) la expresión para los vectores r 1 de la base re¬ 
cíproca para el sistema ortogonal. Haciendo uso de estas expresiones 
y de la fórmula (6.65), hallemos para grad u en las coordenadas orto¬ 
gonales la siguiente fórmula 

, 1 du , 1 du \ t)u 

grad r : -, 


(6.60) 
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A la par con lu base ortogonal r¡, se examina una base orlonormal 
e, = r 'H¡. Es fácil ver que en la base e¡ la expresión para grad u 
tiene la forma siguiente 


. 1 r»u 

gra.l — 


2°. Expresión de la derivada del campa escalar u (;Vf) según la di¬ 
rección de e en las coordenadas curvilíneas. Sean e‘ las coordenadas con- 
travariantes del vector unidad e en la base r„ de suerte que 


e — e’r t . 


Para la derivada liemos obtenido en el p.2, § 2 do este capí¬ 
tulo la siguiente fórmula- 

flu J 

=. p. grad u 

(véase 1 a fórmula (>»-40)) Al sustituir en esta fórmula ln expresión 
para o en la base r, y la fórmula ((>.05) para Rrad u. obtendremos 

* («V») (o.»- ) =- e'u, (i\r‘) e'u,6í - u,e'. 


Por consiguiente, ln derivada del campo escalar u según la dirección 
e se expresa en las coordenadas curvilíneas del modo siguiente: 

■£— «!«■• <«•«») 


3. Expresiones de la divergencia, del rotor y de la derivada d¡- 
reeeional para un campo vectorial en las coordenadas curvilíneas. 
Supongamos que sobre un dominio íi. en ol que están introducidas 
las coordenadas curvilíneas, viene dado un campo vectorial ditereu- 
cinble p ( M). En estas condiciones la divergencia y el rotor del cam¬ 
po p están definidos en cada punto del dominio U. y en coda punto del 

mismo puedo calcularse una derivada según cualquier dirección 
de e. T.a divergencia, el lolor y la derivada diroccional en un punto 
dado M se referirán a la base r¡. r* en dicho punto. 

1®. Expresión de la dliergenciu de un campo vectorial en las coorde¬ 
nadas curvilíneas. Introducidas en e) dominio Q las coordenadas cur¬ 
vilíneas a: 1 , x l , X a . el campo vectorial p será, evidentemente, una fun¬ 
ción de las variables í 1 , xx't 

p = p (i 1 , X 3 , X 3 ). 

Esta función puede considerarse como resultado de la superposición 
de la función p ( x , y. z) y de la función (6.58). Por eso. para el 


cálculo de las derivadas , podemos aplicar la regla de dife- 
ox‘ 

renciación de una función compuesta. Designando -~ con p ( , 

dx* 
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obtendremos 

_iíP J*_ , j!IL Jíl _ -íL JL- (0.69) 

' 1 ' « u¡, ,,,■ •>: At ‘ 


l J or cimnto = Ai. ^= Aj , -^ 7 - — Ak, donde A es un operador 

lineal definido por la igualdad V - tV + o(| Ar l ) (véase 
p. 3, § 2 de este capítulo), entonces, de las relaciones (6.69) obtene¬ 
mos, teniendo presentes las propiedades del operador lineal: 

p l = A (^ r i+-^ 7 j + f 7 k)=.ir l . (6 70) 

Por definición, div p = div .-1 = r'Ar, Por eso. de acuerdo con la 
fórmala (6.70), la divergencia del campo vectorial p {M) on el siste¬ 
ma de coordenadas curvilíneas puede calcularse según Ja fórmula 

div p = r'p, (p, = -^-) . (6 71) 


Hallemos la expresión de la divergencia para el caso de un sistema 
ortogonal de coordenadas curvilíneas. Empleando la expresión para 
los vectores r 1 de la baso recíproca para las coordenadas curvilíneas 
ortogonales y la fórmula (C.7I), obtenemos 

d ¡v p=-j¡r Pi r i + iTT p - r - "*■ ~77f Pir¡ ( p, = 17r) ■ (6 ' 72) 

La fórmula (G.72) puede ser escrita también en una forma diferente. 
Denotemos con /’* las coordenadas del campo p en la base ortonormal 


e, = '). Entonce^, tras una serie de 

sión (6.72) para div p adquiere una forma 


transformaciones, la expre- 


div p 




0{P' II,II,) 
9x< 


+ 


CX S 


+ 


33 


]. (6.73) 


2 o . Expresión del rotor de un campo vectorial en las coordenadas cur¬ 
vilíneas. Por definición, rot p = rot A = IrMr.l. Por eso, de acuer¬ 
do con la fórmula (6.70), obtenemos 


rot p = lr'p.1 ( p, = . <6,74) 

Hallemos la expresión del rotor en un sistema ortogonal de coordena¬ 
das curvilíneas. Sirviéndonos de la expresión para los vectores r' 
do la baso recíproca para el sistema ortogonal y de la fórmula (0.74), 
obtenemos 

rot p=--jpr kiPi! +*77¡" ( r 2 P:l + -Ír l , ’P^( Pi= 

>) En al segundo miembro de esta formule le sumarian respocto del indico i 
no se realiza. 
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F.n la liasp oiionoi mal e, — el rotor del campa vectorial p 
tiene por sus coordeuatlas 


f 1 f ■lililí 

I L Ar» ~ '<i‘ 




jip‘11,1 


Ax' 


" O” 

• ir 1 


77ArC 


«>iP»//t» ¡nP'ir,) 

Ax' Ax- 


]} 


]• 

(6.76) 


6 o . Expresión para la derivada dtreecional del campo vectorial en las 
coordenadas curvilíneas llagamos uso ile la fórmula 


J P _ 
de 


Ac, 


(0.46) 


obtenida en el p.3, § 2 de este capítulo. Sea c — e'r¡. Do la fórmula 
(6,40) obtenemos, teniendo presentes las propiedades del operador: 


Ap 

M 


e'Ar,. 

up 


l’or cuanto Ar, p,, donde p, , obtenemos la siguiente ex- 

ifj* 

presión para la derivada del campo voclurinl p seljñii la dirección 
de e : 

if 

ne 


•ip 

— — e p.. 

eir “* 


(6.77) 


4. Kxpresión del operador de I.aplace en las coordenadas eurvi- 
Iincas ortogonales. Definimos ol operador de Laplace Alt como una 
operación reiterada div grnd u. Aprovechando las expresiones (6.07) 
y (6 70) para el gradiente y la divergencia en las coordenadas curvi- 
iinens ortogonales, obtendremos una expresión para el operador de 
Laplace 

F.n el caso que -e considera como campo vectorial p. cuya divergen¬ 
cia lia de ser calculada, interviene el campo grad n. Al «istitnir 
(6 67) en (0.73), obtendremos 

A„- 1 r llMi. JhL.) ,. 

11,11,11, L AI' 1 II, Ax' I Ai « ( II, rtx* I 

ü-^-Sc)]. (6.78) 

ó. F.xpresión de las operoeiones principales de la teoría del campo 
en los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas. 

r Sistema de coordenadas cilindricas. ICn virtud de los resultados 
obtenidos en I o , p.l. ¡¡ 3. los parámetros de Lame para las coordena¬ 
das cilindricas tienen por expresión 

II, - 1. //; = P. II* - 1 


12~5« 



aciones de lo teoría del caiüi 
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notas conclusivas. En esto capítulo hicimos conocimiento con 
lus operaciones principales <le la teoría del campo sin apoyarnos en 
representaciones físicas, puesto que nos servía de objetivo la construc¬ 
ción del aparato matemático. En ol capítulo siguiente obtendremos 
una serie de importantes relaciones integrales que ligan algunas de 
las operaciones de la teoría dol campo. Estas relaciones nos permiti¬ 
rán señalar la interpretación física de las nociones y operaciones in¬ 
troducidas en el presente capítulo. 


12* 





Capítulo 7 

FORMULAS DE GREEN, STOKES 
Y OSTROGR ADSKl 


En osle capítulo <>b load remos fórmulas importante» que son de 
gran papel en diferentes aplicaciones y, en particular, en ln teoría 
del campo. Estas fórmulas representan, en un sentido determinado, 
generalizaciones para el caso miiltidiincnsional de la fórmula de 
Nev.ton—Leihniz elaborada para las integrales unidimensionales. 

§ I. Fórmula de Creen') 

I. Formulación del teorema finida mental. .Sea D un dominio fini¬ 
to, múltiplemente conexo, en el caso general, sobre un plano Oxy 
con la frontera suave a trozos L‘) El dominio D con la frontera/» 
juntada se denotará con O Resulta válido el siguiente teorema finid.i- 
inenlal. 

Teorema 7.i. Supongamos que las /unciones T (a - , y) y Q (x. y) 
son continuas en O y tienen derivadas parciales continuas de primer or¬ 
den en D. Si existen integrales Impropias, extendidas al- dominio D. 
de cada una de las derivadas parciales de las ]unciones I’ (x, y) y Q ( x , 
y) 3 ), queda válida una relación 

\\{ É £— É k) d * d «“')t pd '+<**»• < 71) 

D I 

llamada fórmula de Creen. En este caso la integral que figura en el se¬ 
gundo miembro de (7.1) representa una suma de integrales a lo largo de 
los componentes conexos de la frontera L, donde se marca tal dirección 
del recorrido que el dominio D quede por la Izquierda. 

Demostremos la fórmula de Creen primero para una clase de do¬ 
minios especial, pero suficientemente amplia. A continuación enun¬ 
ciemos una serio do afirmaciones auxiliares que nos harán falta para 
demostrar el teorema formulado. 

‘) O. Greon (1793—1841), matemático ingles 

*) Lo frontera /, se denomina suave a trozos, si so compone de un numero 
finito do curvas suaves. Si la frontera L se compone de un númoro finito de 
curvas cerradas suaves a trozos L¡. el dominio conexo O se llama, de ordinario, 
múltiplemente conexo, y las curvas L,, 1 'ecibon el nombre do componentes conexos 
de la frontera. 

s ) Por cuanto las derivadas parciales do las íuncioncs P y! y <J ( r . ’P 
existen sólo on ol dominio abierto />. las i nlegi.il os citadas son Impropias. Si 
suponemos complementariamente que las dichas derivadas parciales san conti¬ 
nuas en ~0 , las integróles en consideración so convierten en loa propias 
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2. Demostración de la fórmula de Green para una clase especial 
de dominios. Sea D un dominio simplemente conexo con la frontera 
suave a trozos L. Convengamos en considerar que cada recta paralela 
a cualquier eje de coordenadas corta la frontera í. en dos puntos a lo 
sumo. Los dominios de tal índole se llamarán dominios del tipo A . 

por hipótesis, existen integrales impropias de las derivadas par¬ 
ciales de las funciones P <r. y) y Q (r, y). Esto significa que para cual¬ 



quier sistema de dominios {D„¡, >1'“' agotan monótona mentó el do¬ 
minio D, se verifica, por ejemplo, una relación 

li '" [ $ J ^r drd, J “ l \ $- dxd, J 

h n 

(las relaciones análogas son válidas también para otras derivadas 
parciales de las funciones P (i. y) y Q (i, y))- 

Describamos la construcción de un sistema especial de dominios 
(/)„ ¡ que agotan monótonamente un dominio del tipo K. Dicho sis¬ 
tema lo necesitaremos en la demostración de la fórmula do Green pa¬ 
ra los dominios del tipo citado 

Supongamos que un segmento la, 61 del eje Oí representa una pro¬ 
yección sobre dicho eje del dominio D. Tracemos por los puntos 
a y h unas rectas paralelas al eje Oy. Cada una de estas dos rectas so 
interseca con la frontera L en un solo punto. Estos dos puntos A y 
lf de intersección de las citadas rectas con la frontera L (fig. 7.1) di¬ 
viden L en dos curvas // y que representan, obviamente, las grá¬ 
ficas de las funciones respectivas y, (r) e (j), continuas y diforen- 
cialiles a trozos sobre el segmento [a, 6]. Notemos que (fig. 7.1) 
//, (*)<; y, (x) (la igualdad tiene lugar sólo para x — a y r, ■ ■ h). 

Examinemos, ahora, una sucesión de segmentos |a„, ó„l de tal 
índole que sea a <C a„ < 6„ < 6. a„ —*- a, b„ —6. cuando n oo. 
Admitamos, además, que el segmento [a„. 6„1 está contenido 00 el 



182 


Cap 7- Fórmalas de Oreen, Stokcs, OslroRradaki 


segmento (<?„,6„+|l. cualquiera que sea «. Elijamos un número 
e„ > 0 do un modo l.il que las gráficas L'„ y L~„ de las funciones 
!/, (¡t) ■+ e n «' !/i (*) — *n estén dispuestas en el dominio D y no se 
intersequen. 

De 1 ron tora del dominio D n sirvo mía curva compuesta por las 
líneas L‘„ y í~ n y por los segmentos de las rectas verticales que pasan 
por los puntos a„ y l>„ (íig- 7.1). El dominio O n +, se construyo del 
modo análogo, pero cu lugar riel segmenUi l<i„. b u 1 so toma el seg¬ 
mento lfl„ M , &„+,), y el número e„ ,, > 0 se elige de tal modo que 
sea inferior a e„. lis evidente que si r„ —*■ 0, el sistema construido 
do dominios (D„ j agota monótonamente el dominio O. Demostre¬ 
mos la siguiente afirmación. 

Teorema 7.2. Supónganlo s que en un dominio del tipo A las fun¬ 
ciones P(x,y) y Q (.r, y) satisfacen las condiciones del teorema 7.1. 
Entonces , para dicho dominio ij para las funciones P (.r, y) y 0 (x. y) 
es cálida la fórmula de Creen. 

i>emostración- Basta convoncei-sc de la vplider de las igualdados 

$ \ <éi dy= ^ Qdy, -\\~-dx dy = ( /' di. (7.2) 

o ). n 

I’or cuanto las igualdades mencionada.-' se demuestran de uu modo 
igual, aduzcamos aquí sólo la demostración de la segunda igualdad. 
Veamos la integral doble 

u n 

Para el dominio D n V para Ja función subintogrul se cumplen 

-en la integral (7.3) todas las condiciones, en las cuales es vigente la 
fórmula de integración reiterada. Do acuerdo con esta última, tene¬ 
mos 

i ) w dxdv = f S -w du - 

U„ b n »x ■ -'+*„ 

'■n b H 

= ^ /3 !/i(- r ) — 8 n) di— J P(*. yxix)+e„)dx. (7.4) 

"n "» 

El primer miembro de las relaciones (7.4) tieue. para n —► oo, el 
límite que es igual a la integral J J dx dy. En virtud de que la 

ÍJ 

función P (x. y) es uniformemente continua en el dominio cenado 
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D. cada uno do los sumandos en el segundo miembro de (7.4) tiene, 

6 

ruando n oo, un límite que es igual a ^ (x. y t (x)) di para el 

h 

primer sumando, V u ^ (x, //, (xl) di. para el segundo. La primera 

do estas dos integrales representa, para el sentido del recorrido de la 
frontero expuesto en la fig. 7.1. una integral curvilínea 

- C P (r. y) di, 

\ la segunda, una integral curvilínea 

\ l>(x. y) di. 

I / 

Vemos que el segundo miembro de las relaciones (7 íl tiene, para 
n -»■ no, el límite igual a 

- ^ /'(x. y) di. 

L 

De este modo, la segunda de las fórmulas (7.2) queda demostrada 
La valide? de la primera dejas fórmulas (7.2) se establece de un modo 
igual (lince (alta proyectar D sobro el eje O y y repetir los razonamien¬ 
tos aducidos). KI teorema está demostrado. 

3. Notación invariante déla fórmula de Orcen. Supongamos que 
las iiuicioues /' (.r. y) y Q (a. y) satisfacen las condiciones riel leoro- 
nía 7.1 on un dominio conexo l) con la froitlora suave a trozos L 
Definamos en el dominio O O -4- L un campo vectorial p, cuyas 
coordenadas en el sistema cartesiano de coordenadas son /' (x, y) y 
Q (x, ;/). Es evidente que en las condiciones impuestas en las funcio¬ 
nes P (x, y) y Q (x. y) el campo p será continuo en el dominio D, 
y continuamente diferenciablc, en D. Hallemos el rotor de este campo 
vectorial. Haciendo uso rio la expresión para rot p en la base orto- 
normal i, j, k. obtenomos 


A partir de esta 


relación resulta 
.i) ¿P 
óx r*'i 


k rol 


(7.r.) 


observación i Pasemos en el plano Uxy a una nueva liase oi-toiior- 
mal j’. y al nuevo sistema cartesiano de coordenadas Oí'y , liga- 
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do con la base citada. Supongamos que en esta nueva base las coorde¬ 
nadas «leí campo vectorial p son l y y Q' . Un el nuevo sistema de co¬ 
ordenadas las funciones P' j Q' satisfacen, evidentemente, las condi¬ 
ciones del leo re ma 7.1. Además, puesto que en la nueva base 

rot p ~ (~w — ^r) k • lem>mos 

*r— k ro1 p - (7 - (,) 

l’or cuanto el producto escolar k rol p es un invariante, de (7.5) 

y (7. (i) proviene que la e\presión no cambia el valor, 

ni tampoco la forma, al pasar a la nueva base oitomirinal es decir, 
representa también un invarianle. 

Apoyándonos en esta observación, podemos llegar a la siguióme 
deducción importante: la integral en el primer miembro de la jtnmulu 
de Creen (7.1) llera nn carácter Invarianle: su calor ij su /orina lio cam¬ 
bian, al pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenadas. En efecto, 
en tul transformación de las coordenados el valor absoluto del jaco- 
biano de transformación es igual a uno. Entro tanto, según lo obser¬ 
vación, la expresión subintegral no cambia su valor, ni tampoco la 
forma. 

Itccurramos abora a la integral 

§Pdr+Qdy. (7.7) 

t 

que figura en el segundo miembro de la fórmula de (Ireen. Cercioré¬ 
monos de que esta integral es también de carácter invariante: su calor 
y /orina no varían, al pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenadas. 

Sea í un vector unidad do la tangente en los puntos de la frontera 
L, cuya dirección se encuentra concordada con el sentido del recorrido 
en L, y sean eos a y sen a, las coordenadas del vector t. Elijamos, a 
título de parámetro en /,, la longitud del arco l. con la particularidad 
de que en cada componente conexo de la frontera el crecimiento del 
parámetro l está concordado con el sentido del recorrido en este com¬ 
ponente. En las condiciones, impuestas en L. la función t (l) será 
continua a tro’/.os. Bajo las condiciones enunciadas más arriba, el 
campo vectorial p será continuo en L. mientras que sus coordenadas 
P y Q representan funciones continuas de l- 

Nolemos que, elegidos el sentido del recorrido v el parámetro en 
la curva L, la integral curvilínea do segunda especie (7.7) se transfor¬ 
ma en una integral curvilínea de primera especie. En este caso P y 
Q so calculan en los puntos de y di — eos ct di. dy — sen ct di. 
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Do este modo, 

bPdx + Qdy — { (/'cosa +Q sena) di — ^ pt di. (7.8) 
i. í i 

La relación (7.8) muestra que la integral (7.7) es realmente de carác¬ 
ter invariante: el producto escalar pt es un invariante y la parame- 
trización con ayuda de la longitud del arco no está ligada con el siste¬ 
ma de coordenadas. Además, en el nuevo sistema cartesiano de coor¬ 
denadas Ox'y' tenemos 

ptdl = ( P' eos a + Q' sen a) di «= P'dx' -f Q'dy ', 
y, por oso, 

P dx -|- Q dy = P' dx' + Q' dy'. 

Así pues, nos hemos convencido de que la integral (7.7) lleva un ca¬ 
rácter invariante: su valor y su forma no varían al pasar al nuevo sis¬ 
tema cartesiano de coordenadas. 

Los razonamientos aducidos más arriba permiten atribuir a la 
fórmula de Creen (7.1) la siguiente jornia invariante'. 

á- rol p</o— ^ ptdl, (7.SI) 

» r. 

donde da denota un eleniciilo de área del dominio ü 
obsejivacjon z Cnii integral 

y pt di 

L 

se llama, de ordinario, circulación del campo vectorial p a lo largo de 
la curva L. 

Del teorema 7.2 y de las de¬ 
ducciones de este punto podemos 
extraer un corolario importante. 

Corolario. Supongamos que 
las funciones P (x, y) y Q (x. y) 
satisfacen las condiciones deI teo¬ 
rema 7.1 en un dominio finito U 
con la frontera suave a trozos L 
Si el dominio D puede ser dividido 
en un número finuode suhdominios 
D k con fronteras suaves a trozos 
/•;, (fig 7.2) y si en tal caso cada 
uno <leD h representa un dominio del tipo K con relación a cierto 
sistema cartesiano de coordenadas, entonces para el dominio D y para 
las funciones P (x. y), y Q (x. y) resulta ser válida la fórmula de Creen. 
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La validez del corolario puede confirmarse mediante los razona¬ 
mientos siguientes. Está claro que la fórmula de Creen es válida para 
cada uno de los subdorainios ü k . listo se predetermina por el carácter 
invariante de la fórmula y por el teorema 7.2 fon cierto sistema de 
coordenadas U k sorá un dominio del tipo K). 

Luego, es obvio que la suma de integrales ^ Ij (^ — 3^) '^ r 

", 

en los primeros miembros de las fórmulas de Creen, extendidas ni 
dominio /)*, representa una integral J J dxdy. Entre 

u 

lanío, la suma de integrales curvilíneas ^ P dx -) Q dy en los sc- 

¡■nudos mlomlnosde las fórmulas de Creen a lo largo de las fronteras 

de los dominios D k proporciona una integral \ P dx + Q dy. 

i. 

pues las integrales a lo largo de los liamos comunes do la frontera de 
ios dominios l) k se reducirán, puesto que dichos tramos en los domi¬ 
nios vecinos D, se recorren en los sentidos opuestos (víase fíg. 7,2 
para la explicación). 

obse.ii v ación 3 Un dominio conexo finito arbitrario I ) con la fi na 
tora suave a trozos /, no puede dividirse, en el caso general, en 
un número finito de dominios D k del tipo mencionado más arriba. 
No obstante, en cada dominio finito D con la frontera suave a tro/,as 
puede eliminarse una parlo (tan pequeña como se quiera) tal que el 
dominio restan ti* ya se puede dividirlo de un modo adecuado. Rn este 
caso el aporto en los miembros primero y segundo de la fórmula de 
Groen, correspondiente a la parle eliminada del dominio D, sera, 
naturalmente, tan pequeño como se quiera. Esta idea yace en la liase 
de la demostración de la fórmula de Oreen en el caso general. 

lün el punto siguiente demostraremos una serie de proposiciones 
auxiliares, con ayuda de las cuales se establecerá, mediante el método 
descrito, la fórmula de Creen en el caso general. 

4. Proposiciones auxiliares. Sea L una curva plana suave a trozos 
sin puntos múltiples, en la cual está elegida, a título de parámetro, 
la longitud del arco l. 

Se denominará entorno de un punto interior P on la curva L a 
cualquier conjunto abierto conexo (no coincidente con toda la curva 
L) de puntos de dicha curva que contiene el punto P. Para un punto 
de frontera de I. se introduce la noción de semien torno ! ). La longitud 


>) Si P os un punto do frontera di- U curva I , y Q es cualquier otro puulo 
de L, oi conjunto do tollos los puntos do la curva ¿ (encerrados entre P y Q) que 
incluye punto P y no incluye Q. se llamará temienloruo dol punto /’ 
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de mi entorno (o de mi semientorno) se denominará dimensión del 
mismo. 

Un punto interior P de la curva L divide cada entorno suyo en dos 
semientornos. Un entorno del punto P so llamará X-entorno, si cada 
uno de los semicntornos es de longitud X. 

¡Asma t. Sea l. uno curva finita suave stn puntos múltiples y sean 
A y tí los puntos de frontera de esta curva, mientras que L es una parte 
conexa de la curva la cual se 
compone Integramente, )unto con 
sus extremos A y tí, de los puntos 
interiores de la curva í. (fiar. 7.3)'). 

Pueden indicarse dos números po¬ 
sitivos X y 6 tales que la cota su¬ 
perior exacta de los ángulos que 
forman las tangentes en los puntos 
del X-entorno de cualquier punto P 
de la curva f. con la tangente 
cu el punto P sea inferiora n/8, y 
la distancia desde el punto P hasta los puntos de la curva L dispuestos 
fuera del X-entorno, no menos de 6 *). 

i>i.MOSTRACION. Cerciorémonos de que existe un X ;> 0 que satisface 
las condiciones del lema Notemos primero que, cualquiera que sea 
a >• 0. para todo punto P puede indicarse un X-cutorno (X > 0), en 
cuyos márgenes la cota superior de los ángulos que forman las tangen¬ 
tes en los puntos de osle X-entomo con la tangente en el punto V es 
menor que a. Esto Se deduce de la continuidad de las tangentes n la 
curva L. 

Se trata de X universal, apto para todos los puntos de la curva / 
Admitamos que no existe X > 0 que satisfaga las condiciones dei 
lema Entonces, para cualquier X„ = 1/n, en L existen Ules puntos 
P„ y Q„ que la longitud del arco P n Q„ sea inferior a X„, y el ángulo 
entre las tangentes en estos puntos, no menos de un a C n/8 fijo 
Seleccionemos en la sucesión {Pní una subsuresión {P„J que 
sea convergente hacia el punto P do la curva Es evidente que una 
sucesión {$„,,} también converge hacia P. Examinemos tal X-on- 
torno del punto P, en el cual la cota superior exacta de los ángulos 
entre las tangentes en los puntos del ontorno y en el punto P es ma¬ 
nos de <x/2. 


’l Una curva puede ser corada también. En esto caso I. puede coincidir 
con f... Si L es una curva cerrada dotada do un punto anguloso, I. -eró cualquier 
parle conexa currada de L que no contiene este punto anguloso 

*| El entorilo de un punto de la curva L 9e considera como entorno do dicho 
punto c*d la curva 

*) Es evidente que >. 5 
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Está claco quo el ángulo entre las tangentes en cualesquiera dos 
puntos del X-entorno citado del punto P es menos de a. Siendo n k 
saficientemenle grande, los puntos P„ k y Q„ k caerán on el X-etitorno 
elegido del punto P, por lo cual el ángulo cutre las tangentes en estos 
puntos ha de ser monos de n, en tanto que la elección de estos puntos 
predetermina dicho ángulo .superior o igual a a. lista contradicción 
refuta la admisión de que no existe uuX>0 que satisfaga las condi¬ 
ciones del loma. Notemos que el X requerido os inferior a cada uno de 
los arcos AA y lili. 

Demostremos ahora que existe un 6 ;> O que satisface las condiciones 
del lema. 

Admitamos que no huy 8 > 0 que satisfaga las condiciones del 
loma. Entonces, cualquiera que sea 6„ — i/n, pueden indicarse en 
4. y /, tales puntos respectivos /*„ y Q„ que la longitud del arco 
/*„Q„ sea superior o igual a X '), mientras que la cnerda P„Q„ sea 
de longitud inferior a ó„. Seleccionemos en la sucesión [P„) una 
subsucesión que converja hacia el punto P de 1a curva I. y examine¬ 
mos una subsneesión correspondiente de la sucesión \Q„ >. En esta 
última subsucesión seleccionemos una subsucesión {Q„ h ) quo con¬ 
verja al punto Q de la curva L. Eslá claro que la «uhsucesión {7\, ( ¡ 
converge bacía P. Por cuanto, en virtud de la elección de los puntos 
P n¡¡ y Q„ k . la longitud del arco l\ k Q„ k os superior o igual n X. lo 
longitud del arco PQ es también .superior o igual a X. Debido a que 
las longitudes de los cuerdas Pn h Qi, k tienden hacia cero, la longitud 
de la cuerda PQ sorá igual a cero, es decir, el puuto P coincidirá con 
el punto Q, representando do esto manera un punto múltiple de la 
curva L sin puntos múltiplos. La contradicción obtenida confirma 
la posibilidad de elegir un 6 > 0 requerido. La demostración del le¬ 
ma queda finalizada. 

Corolario 1. Supongamos que las curvas l. y L satisfacen las condi¬ 
ciones del lema. Puede, pues, indicarse tal número 2X que cualquier arco 
de la curva L de longitud inferior a 2X se proyecte unívocamente sobre 
uno de los ejes coordenados del sistema cartesiano de coordenadas rectan¬ 
gulares Oxy. 

En efecto, tomemos a título de X el número aducido en el lema 1. 
Cualquier arco de la curva L do longitud inferior a 2X está conte¬ 
nido on el X-entorno de ciecto punto P en la curva L. Una tangente en 
el punto /' forma con uno de los ejes Ox ó Oy un ángulo inferior o 
igual a ji/ 4. Entonces,evidentemente, una tangente en cualquier punto 
del arco en consideración forma con la tangente citada un ángulo 
inferior a a/2, por lo cual este arco se proyecta unívocamente sobre 

l ) La existencia de lal X ya se lia establecido en la primera parto de la de¬ 
mostración del teorema. 
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ol eje mencionado (si la proyección no fuera unívoca, tendríamos unas 
tangentes que formarían con el eje indicado un ángulo igual a ji/2). 

Corolario 2. Supongamos que las curras L y L satisfacen las condi¬ 
ciones del lema 1. Entonces, puede indicarse tal número 2X ;> 0, que 
cualquier arco de la curva L de longitud inferior a 2X se proyecte uní¬ 
vocamente sobre ambos ejes coordenados de un sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares Oxy elegido especialmente para dicho arco. 

Tomemos a titulo de X un número mencionado en el lerna. Cual¬ 
quier arco ile la curva L de longitud inferior a 2X está contenido en el 
¿.-entorno de eiurto punto P de la curva L. Elijamos un sistema car¬ 
tesiano do coordenadas rectangulares de un modo tal que una tangen¬ 
te en P forme con sus ejes un ángulo de ji/ 4. Entonces, una tangente 
en cualquier punto de dicho arco formará con cadu uno de los ejes 
Ox v Oy un ángulo inferior a ni 2, por lo cual dicho arco se proyectará 
unívocamente sobre cada uno de los ejes. Notemos que los cambios 
no significantes del sistema elegido de coordenadas no influyen en 
la posibilidad de que el arco se proyecte unívocamente sobre ambos 
ejes coordenados. 

letma 2. Sea Q un cuadrado y sea 11 un ángulo con vértice en el cen¬ 
tro /’ del cuadrado Q y abertura igual a ¿a < n/A. Designemos con V 
una parle de la frontera del cuadrado Q encerrada dentro del ángulo 11. 
Entonces, el ángulo entre cualquier cuerda de la linea T (una linea recta 
que une dos puntos de ]') y la bisectriz del ángulo II no es inferior a a. 

No damas la demostración do este lema por ser la misma elemen¬ 
tal. 

/jema Sea Q un cuadrado y sea /. una curva suave sin puntos 
múltiples que tiene por origen el centro P del cuadrado Q. Supongamos 
que la cota superior e.cartn de los ángulos que forman las tangen tes a I. 
con una semltangenle a I. en el punto P es igual a a < ji/8. Entonces, 
1. corta la frontera del cuadrado Q en un punto a lo sumo. 

demostración Construyamos un ángulo ft con abertura 2a, 
2a <" 2a < n/A, de cuya bisectriz sirve la semitangente a /> en el 
punto P y de vértice, ol centro P del cuadrado. Designemos con 1’ 
una parte de la frontera del cuadrado Q encerrada dentro del ángulo 
H Evidentemente, la curva E está dispuesta dentro del ángulo 11 
(si /. cortara el lado del ángulo fí en un punto distinto de P, se en¬ 
contraría una tangente paralela a este lado, y la misma formaría con 
la semitangente a !. en el punto P un ángulo igual a a > a, lo que 
contradiría la hipótesis) Supongamos que E corta 1’ en dos puntos 
M v N. Entonces, se encontraría en E uii punto, en el que una tangen¬ 
te sea paralela a la cuerda T/.V y, de acuerdo con el lema 3, dicha 
tangente formaría con la semitangente a E en P un ángulo no infe¬ 
rior a a. lo que contradice la hipótesis del lema Este último, 
pues, queda demostrado. 
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Corolario de los lemas 1 y 3. Supongamos que las curvas L y I. 
satisfacen las condiciones del lema 1 y que 6> 0 es un número mencio¬ 
nado en dicho lema Entonces, la curva L corta la frontera de cualquier 
cuadrado Q con centro en un punto arbitrario P de esta curva y con el 
lado inferior a J. 26 en dos punios a lo sumo. 

Cerciorémonos do que el corolario es verídico. Sea P un punto ar¬ 
bitrario de la curva L y sea 1. > 0 un número mencionado en el le¬ 
ma 1. Recurramos al X-eiilorno del punto P. Ambos puntos de fron¬ 
tera do este entorno y la parte de L dispuesta fuera del X-on torno se 
disponen, do acuerdo con el lema 1, fuera de cualquier cuadrado con 
centro en P y con el lado inferior en longitud a |' 26. Por eso. el 

X-entorno eu consideración (y só¬ 
lo dicho entorno) se interseca 
con la frontera del cuadrado Q ’)• 
Por cuanto cada tino de los se- 
m¡entornos del X-entorno en con¬ 
sideración del punto P satisface 
las condiciones del lema 3, se 
pone claro que el X-entorno cor¬ 
tará la frontera del cuadrado <J 
en dos puntos a lo sumo. 

5. Partición especial del do¬ 
minio I) con frontera suave a 
trozos L. Sea D un dominio finito 
conexo, cuya frontera 1. se com¬ 
pone de un número finito de 
curvas cerradas suaves n trozos 
y sean P x , P i% P y los 

puntos angulosos de la frontera Convengamos en considerar que 
en un plano está elegido un sistema cartesiano de coordenadas 
rectangulares Oxy. 

Demos a conocer un método de partición especial del dominio D 
en subdominios. Las particiones de este tipo nos harán falta en la de¬ 
mostración del teorema 1. 

1°. Cerciorémonos de que para cualquier e :> 0 pueden elegirse 
los cuadrados Q¡, Q 2 , . . ., Q N con centros en los puntos angulosos 
de la frontera L y lados paralelos a los ejes Ox y Uy (flg. 7.4) de una 
manera tal que queden cumplidas las siguientes condiciones: 

1) La frontera de cada cuadrado Q, con centro en P¡ se interseca 
con cada una de. las dos ramas de la frontera L, que tienen por origen 
P, 2 ) exactamenteen un punto (véase fig. 7.4). Estos puntos son los 

■) Aquí se aprovecha el teorema de Jordán que afirma lo siguiente: si 
dos puntos de una curva continua L son puntos interior y exterior del dominio D, 
una curva I. cortará la frontera de D. 

-) Un /.-entorno suficientemente pequeño del punto anguloso P¡ so compo¬ 
ne de dos ramas suaves que tienen dicho punto como su origen. 



Flg. 7.4. 
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únicos puntos comunes dé la frontera del cuadrado^! con la frontera 

2) La suma de áreas do los cuadrados Q¡ será inferior a e; la suma 
de longitudes de las partes de la frontera I. dispuestas dentro de los 
cuadrados Q, también sera inferior a e. Es evidente que en este caso 
la suma de perímetros de los cuadrados Q, no sobrepasa A e, donde A 
es una constante. 

La posibilidad de elegir los cuadrados Q¡ precisamente de un mo¬ 
do descrito más arriba so confirma por los siguientes razonamientos. 

Veamos los X-en tomos de los puntos angulosos que obedecen a los 
siguientes requisitos: 

1. Dichos /.-entornos no se intersecan. 

2. La suma de longitudes de lodos los X-en toril os os menos do 8. 

3. La cota superior exacta de los ángulos que forman las tangentes 
de cada uno de los semicntoruos del X-entorno con la sem¡tangente 
correspondiente en un punto anguloso es menos de a <Z n/8. Es evi¬ 
dente que la elección de tales X-en tomos de los puntos angulosos es 
bien posible. Notemos que cada uno de los semienlornos de los X-en- 
tornos elegidos satisface las condiciones del lema 3. Por eso, cada uno 
de estos semientornos se interseca a lo sumo en un solo punto con la 
frontera de cualquier cuadrado que tiooe por su centro el correspon¬ 
diente punto anguloso. 

Definamos para cada punto anguloso P¡ un número ó,'■» O 
que sea iguala la cota inferior exacta do las distancias desde P, hasta 
la parte de L obtenida por eliminación en L del X-entoruo do! punto 

Pt- 

Designemos ó = mín {ó,, ó,. . . ., Ó*}. Está claro que cualquier 
cuadrado Q¡ con centro en P¡, cuyo lado es inferieren longitud a ( 26, 
satisface la condición 1) enunciada anteriormente, pues, elegido del 
modo aducido el cuadrado Q¡, para cada uno de los semientornos del 
punto P¡ quedan cumplidas las condiciones del Jema 4, y, además.los 
puntos de frontera del semientorno se disponen fuera del cuadrado 
Q, (precisamente a ello se debe la unicidad del punto de intersección 
del semientorno con la frontera del cuadrado). Está claro también que 
haciendo disminuir los ludos de los cuadrados, podeinosconseguir que 
la sumo de sus áreas sea inferiora e. Evidentemente la suma de longi¬ 
tudes de las partes de la frontera L dispuestas dentro de los cuadrados 
Qt será inferior ata cuenta de la elección especial do los X-enlornos 
de los puntos angulosos De este modo, la condición 2) también se 
cumple con la elección indicada de los cuadrados 

2 o . Eliminemos on L aquellas partes que se encuentran dentro de 
los cuadrados La parte restante de L representa un juego de cur¬ 
vas suaves L, sin puntos comunes; algunas de L¡ representan en este 
caso curvas suaves cerradas. Notemos que cada curva no cerrada L¡ se 
compone de puntos interiores de la curva suave L¡, cuyos puntos de 
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frontera serán constituidos por los puntos angulosos de I- (véase 

%• 7.4). 

Aprovechemos ol lema 1 del punto antecedente para cada una de 
las curvas Sean X ( y ftf los números garantizados para L, por dicho 
leniu. EJ número ó* lo hagamos obedecer en este caso a una exigencia 
tilia, considerando que él es menos de la cota inferior de las distancias 
desde los puntos do hasta las demás curvas /.*. Denotemos X 
'• mín_{X,. X,. . . , X v ) y 0 < 6* < mfn {6;. 8!, . . ., b’ s ), 6* < 
< 1/ 26, donde6 es el número elegido on I o . Es evidente que X. 5 * 

6 *. 

Dividamos cada una de las curvas L, en un número finito do par¬ 
les de longitud 6*. Construyamos los cuadrados Q¡ cuyos centros se 
disponen en los puntos de partición de la curva /.¡ y tienen los lados 
de longitud 6*. paralelos a los eje» Oz y Oy. 

3 o . Con ayuda de los cuadrados Q¡ y (f, construyamos la parti¬ 
ción requerida del dominio D. 

1) Eliminemos en D las partes que son comunes con D y los cua¬ 
drados Qi. La parte restante de D se denotará con D,, y la frontera de 
5 c se denotará con T, r . La frontera do L t se compone de las curvas 
T, y de segmentos de unas rectas paralelas a los ejes coordenados. 

2) Denotemos con Q¡ In parle común del cuadrado Q, y del domi- 

__ (V 

ii io Los domiuios Q t dividen el dominio D, en partes simpiemeu- 

te Conexas O i '), la frontera de cada una de ellas se compone de los 
segmentos rectilíneos paralelos a los ejes de coordenadas y, quizás, 
de un segmento rectilíneo que está contenido en una de las curva» 
L, y que tiene longitud inferior a 6. Por cuanto el citado segmento rec¬ 
tilíneo se proyecta unívocamente sobre uno de los ejes coordenados 
(la longitud de cada uno de estos segmentos es inferior a 6* < X, y 
on oste oaso, de acuerdo con el corolario 1 del loma 1, dicho segmento 
so proyecta unívocamente sobre uno de los ejes coordenados), enton¬ 
ces, evidentemente, cualquier dominio D ¡ puede dividirse , mediante unas 
recias paralelas a uno de tosejes coordenados, cu un número fintlo de las 
partes Dh, rada una de las cuales representa o bien un rectángulo, o 
bien un trapeciocurvilíneo*), degenerado, quizás, en un triángulo cur¬ 
vilíneo. 


>) Un dominio O so flama simplemente conexo, si cualquier curva cerrada 
suave a trozos sin puntos múltiples, dispuesta en D, limita ol dominio, cuyas 
puntos pertenecen todos a D. 

z) Recordemos que so llama trapecio curvilíneo a una figura cuyas liases 
son paralelas a uno de los ejes coordenados, además, uno de los lados laterales 
es paralelo al otro eje coordenado y sobre este último so proyecta unívocamente 
el lado lateral curvilíneo tlol trapecio 




§ 1. Fórmula de Green 


(93 


En la fig. 7.5 se muestra uno de los dominios D¡. Con líneas pun¬ 
teadas se señala la partición de D¡ en las partes D k . 

6. Demostración del teorema 7.1. Acabamos de convencernos 
de que, al eliminar en D las partes dispuestas dentro de los cuadrados 
Q ,, se obtiene un dominioD,') con la frontera L C1 el cual puede divi¬ 
dirse en un número finito de los dominios del tipo especial D k . 

Demostremos que para el dominio D t es válida la fórmula de Green. 
De acuerdo con el corolario en el p. 3 del párrafo dado, para ello bas¬ 
ta cerciorarse de que cada uno 
de los dominios £>» es un domi¬ 
nio del tipo K con relación a 
cierto sistema cartesiano de co¬ 
ordenadas especialmente elegido. 

Si D k es un rectángulo, a 
título do sistema requerido inter¬ 
viene, por ejemplo, un sistema 
de coordenadas en el que uno de 
los ejes es paralelo a la diago¬ 
nal de este rectángulo. Son O» 
un trapecio curvilíneo o un 
triánguo curvilíneo. El método de construcción de los dominios D h 
prevé que el lado encorvado do la frontera de D k satisface las 
condiciones del lema 1, p. 4 do este párrafo, por lo cual se proyec¬ 
ta unívocamente, con arreglo al corolario 2 del lema citado, sobre am¬ 
bos ejes coordenados del sistema rectangular de coordenadas carte¬ 
sianas especialmente elegido. Por cuanto los cambios no significan¬ 
tes en la elección de diclio sistema no perturbau la propiedad men¬ 
cionada, podemos, obviamente, elegir tal sistema de coordenadas 
que sobre ambos ejes del mismo también se proyecten unívocamente 
las partes rectilíneas de la frontera de £>*. Con relación a este siste¬ 
ma do coordenadas D¡, será un dominio del tipo K. Así pues, para el 
dominio D e queda válida la fórmula de Creen 

Sí(-S—■ %)**4 f -§Pdx + Qd V . (7.10) 

*■' 

El mélodo de construcción de los dominios D t estipula quo, cuan¬ 
do n —*■ 0, los miembros izquierdo y derecho de la fórmula (7.10) 

tienen por límites [ ^ - dxdy y ^ ¡‘dx -f Qdi/, rospec- 

D ^ ‘‘ J i. 

tivamente. El teorema 7.1 está demostrado. 

') Kocordemos que los cuadrados Q¡ se eligon a base de cualquier e positivo 
dado de un modo tal que la suma de sus áreas sea inferior a e, y que la «urna de 
longitudes de los partos de la frontera L dispuestas en <j„ seo también info- 
rtoi u c. Está claro que los dominios l) t agotan el dominio D , cuando e — 0. 

I3-&C0 
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§ 2. Fórmula de Stokes 1 ) 

1. Formulación del teorema fundamental. Sea S una superficie 
bilateral, completa, limitada y continua a trozos con una frontera 
suave a trozos L *). 

Se llamará entorno de la superficie 5 a cualquier conjunto abierto 
tí que contiene S. 

Resulta válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 7.3. Supongamos que en cierto entorno de la superficie S 
las funciones P (x, i/, z),Q (x, y. z)y II (x, y, z) son continuas y tie¬ 
nen derivadas parciales continuas de primer orden. Entonces, tiene lugar 
una relación siguiente: 

Sj (-£--£) ** + (-£-■&) «*+ (-S—ir) - 

= dx + Qdy fl dz. (7 11) 

r 

que se denomina fórmula de Stokes. Ln esta fórmula la integral, en el se¬ 
gundo miembro representa una suma de integrales a lo largo de los cuín po¬ 
nentes conexas de la frontera I\ donde se indica tal dirección del recorrido 
que, al tener en cuenta la elección del lado de la superficie, la superficie 
S quede por la izquierda. 

Teniendo presente la observación 2, p. 2, § 3, cap. 4 sobro la for¬ 
ma denotación de las integrales de superficie de segunda especie y. 
por otra parte, las designaciones X, Y, Z pora los ángulos formados 
por la normal a la superficie con Jos ejes coordenados, la fórmula do 
Stokes (7.11) puede ser escrita en la siguiente forma: 

S5[(-w-í-)- jr +(^-S)«* y+ 

s 

+ (-lí£_41) eosZ]rfa = §Pdx+Qdy + Rdz. (7.12) 

En los puntos que vienen abajo demostraremos una serie de pro¬ 
posiciones que nos harán falta en la demostración del teorema enun¬ 
ciado. 

2. Demostración de la tóruuila de Stokes para una superficie suave 
que se proyecta unívocamente sobre tres planos coordenados. Es váli¬ 
do el siguiente teorema. 

Teorema 7.4. Sea S una superficie bilateral, simplemente conexa, 
suave limitada y completa con una frontera suave a trozos T. Convenga¬ 
mos en considerar que S se proyecta unívocamente sobre cada uno de los 


*) G. G Stokes (1819—1903). matemático y físico inglés. 
*j Notemos quo una superficie cercada no tiene frontera. 
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planos coordenados del sistema Oxyz. Supongamos que en cierto entorilo 
de S vienen dadas las /unciones P , Q y R que son continuas en dicho en¬ 
torno y que tienen sobre el mismo derivadas parciales continuas de pri¬ 
mer orden. En este caso queda válida la fórmula de Stokes (7.11). 

demostración. Tara demostrar, recorramos a la forma (7.12) en 
que se anota la fórmula de Stokes. Se considerará que los vectores 
unidad de la normal forman ángulos agudos cou los ejes coordenados. 
Es ovidente que el teorema quedará demostrado, si demostramos las 
igualdades 

I) 009 Y - cos Z ) da = j Pd *, 

s r 

íj '0* Z -£'0SX)do= j(Jdy. (7 i3) 

J S (-g-cos'V- ^ cos Y) do= J Rdz. 

R 1 ' 

Por cuanto las relaciones (7.13) se demuestran do un modo igual, 
detengámonos en la demostración de la primera de ollas. 

Denotemos con / la integral en el primer miembro do la primera 
do las igualdades (7.13): 

7 -=Sj (l7r cosr --W mZ)da. (7.14) 

l'or hipótesis, la superficie ó - es suave y so proyecta unívocamente 
sobro el plano Oxy. Por eso, 5 representa la gráfica de una función 
z (x. y). En tal caso podemos hallar cos Y y cos Z , si tomamos en 
consideración la orientación de las normales unidad con relación a 
5, de acuerdo con las siguientes fórmulas: 


cos Y 


l1 


eos Z = 


_i_ 

i'TTTmT 1 


(7.15) 


donde p = 4L o = J-L 

ox ' H ily 

Haciendo uso de las fórmulas (7.15), escribamos la relación (7.1-1) 
del modo siguiente: 


/= ~SH^ +? ^r) cosZtto - < 7 - ,6 > 

3 


Sobre la superficie S los valores de la función P (x, y, z ) son igua¬ 
les a P (x, y, z ( x. y)), razón por la cual obtenemos, según la regla de 
diferenciación de la función compuesta 


:i 


l p (x, j. 


2 (*. y))] = 


OP úP 

TiT-lTT- 


13* 



(7.17) 


Por eso, la relación (7.16) toma la forma 

1 = - $J¡ *<*• í'»l C03Zdo - 

Sea D la proyección sobre el plano Oxy de la superficie y sea 
L la proyección sobre el mismo plano de la frontera T de esta super¬ 
ficie. Es evidente que la integral de superficie en el segundo miembro 
de (7.17) será igual a una integral doble 

f \ ~ [P (x, y, z (x, y))\ dxdy (véase observación 2, p.2, §3, 


cap. 5), y, por eso, 

H 


-lP(x. y. z(x, y))\dxdy. 


Aplicando a la integral en el segundo miembro de 7 (18) lu fór¬ 
mula de Oreen, obtenemos 

5 \ zt ' x ' yw dxd y~- ~ $ l ‘ {x - y- z(x • y~>) dx - < 7 - lv| ) 

D I, 

Supongamos que un punto M (x, y. z) de la curva T se proyecta 
en el punto A r (x. y) de la curva L. Entonces, evidentemente, el va¬ 
lor de la (unción P (ir, y, z) eu el punto M de la curva F coincide con 
el de la función P (x, y. z (x. y)) en el punto N do la mismacurvo. 
Por eso resulta válida lo siguiente igualdad 

§P{*, y, z(*. y)) dx = §P (x, y, z)dx. (7.2(1) 

l ’r 

De las relaciones (7.14), (7.18)—(7.20) se deduce, obviamonle, la 
primera de las igualdades (7.13). La demostración de la segunda y de 
la tercera de estas igualdades se realiza de un modo análogo, pero so 
deben examinar esta vez las proyecciones do S sobre los planos Uyz 
y Oxz, respectivamente. El teorema está demostrado. 

3. Notación invariante de la fórmula de Stokcs. Supongamos que 
las funciones P (x, y, z), Q (x, y. z) y R (x, y, z) son continuas y tie¬ 
nen derivadas parciales continuas de primer orden en cierto entorno 
£2 de la superficie S. Definamos en Q un campo vectorial p. cuyas 
coordenadas en el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares 
dado son iguales a P. Q. R. Es evidente, que bajo las condiciones 
impuestas en las funciones P, Q. R, el campo p será continuo y dito- 
renciablo en Q. Hallemos el rotor de este campo. Haciendo uso de la 
expresión para rot p en una base ortonormal i, j , ír, obtendremos 
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Elijamos en la superficie S un lado determinado, es decir, señalemos 
en S un campo continuo de normales unidad n. Recurriendo a la ex¬ 
presión (7.21) para rot p, y empleando la designación estándar eos X, 
eos Y , eos Z para las coordenadas del vector unidad de la normal n 
a la superficie 5, obtendremos 

" rot P~ (w - ^) CosX ' ! 'í'^ _ '^) c<,sy ' + 

+(■£-■£) “«s- < 7 - 22 ) 

De la relación (7.22) proviene que la integral en el primer miembro 
de la fórmula de Stokes (7.12) puede ser escrito en la forma 

J j n rot p do. (7.23) 

Así pues, la integral en el primer miembro de la fórmula (7.12) puede 
considerarse, siendo elegido un lado determinado de la superficie, 
como integral de superficie de primera especie (7.23) de la función 
n rot p definida sobre la superficie S. Por cuanto el producto escalar 
n rot p y el elemento de área do de la superficie S no dependen de la 
elección del sistema cartesiano do coordenadas rectangulares en el 
espacio, al pasar n una nueva baso ortonorinnl i", /', k', el primer 
miembro de la fórmula (7.12) no cambiará su valor y forma, es decir, 
el primer miembro es invariante respecto del Sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares en el espacio. 

Volvamos ahora a la integral 

^ 1 * dx -f Q dy -f fí ,lz, (7.2 i) 

r 

que tigura T en el segundo miembro de la fórmula de Stokes. 

Cerciorémonos de que esta integral lleva también un carácter in¬ 
variante: su valor y su forma no varían, al pasar al sistema nuevo de 
coordenadas cartesianas. 

Sea t un vector unidad de la tangente en los puntos do la frontera 
P de la superficie 5 cuya dirección está concordada con el sentido del 
recorrido en T, y sean eos a. eos (1, eos y las coordenadas del vector t. 
Tomemos por parámetro en I’ la longitud del arco l, eou la particulari¬ 
dad de que on cada componeule conexo de la frontera el crecimiento 
del parámetro se concuerda con el sentido del recorrido on dicho com¬ 
ponente. Bajo las condiciones impuestas en 1\ la función l ( l ) será 
continua a trozos. Por cuanto el campo p es continuo en 1. sus coorde¬ 
nadas representan en P funciones continuas de l. Observemos que, 
después de elegir el sentido del recorrido y el parámetro en la curva 
I\ la integral curvilínea de segunda especie (7.24) se transforma en 
una integral curvilínea de primera especie. Eti tal caso I‘, Q, y R 
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se calculan en los puntos de I\ y dx = eos a di, dy = eos p di. dz = 
~ eos y di. De esto modo, 

§P dz 4- Q dy + R dz = § (P eos a -f- Q eos p + R eos y) di = 
r r 

— ^ pt di. (7.25) 

r 

Las relaciones (7.25) muestran que la integral (7.24) os realmente de 
carácter invariante: el producto escalar pt es invariante y la para* 
metrizacióu con ayuda de la longitud del arco no está ligada con el 
sistema de coordenadas. 

En el nuevo sistema cartesiano de coordenadas Ox'y'z' tenemos 


pldl 


Por eso. 


(¡ y eos a' ■+■ Q' eos P' -j- 71' eos y') U — 
= P'dx' + Q'dy' + R'dz. 


P dx+ Q dy -1- R dz ^ P’ dx' -j- Q' dy' -f R' dz'. 
Indiquemos quo la integral 


^ pt di 
r 

se llama, de ordinario, circulación del campo vectorial p a lo largo de 
la curva F. 

Los razonamientos aducidos permiten atribuir a la fórmula de 
Stokes (7.11) (ó a (7.12)) la siguiente forma invariante: 


J rol p da = ij> pt di. (7.2G) 

s r 

4. Demostración del teorema 7.3. Demostremos la siguiente afir¬ 
mación auxiliar. 

Lema. Sea S una superficie suave bilateral, completa y limitada con 
Una frontera suave a trozos F 1 ). Existe tal ó > 0 que cualquier parle co¬ 
nexa de la superficie S, cuyas dimensiones son inferiores a 6 *) se proyec¬ 
ta unívocamente sobre cada uno de los planos coordenados de cierto sis¬ 
tema cartesiano de coordenadas. 

demostración. Cerciorémonos primero de que cierto entorno de 
cada punto M de tal superficie se proyecta unívocamente sobre cada 
uno de los planos coordenados de cierto sistema cartesiano de coorde¬ 
nadas. 


') Notemos que una superficie cerrada no lleno fronteras. 
a ) Tal parte de la superficie puede disponerse dentro de una esfera de ra¬ 
dio ó. 



§ 2 Fórmula de Stokes 


199 


Sea n„, el vector de una normal unidad a la superficie en el punto 
Al. Elijamos un sistema cartesiano de coordenadas Oxyz do un modo 
tal que el vector n M forme ángulos agudos con los ejes Ox, Oy, Oz. 
Entonces, evidentemente, en este sistema de cordenadas los determi¬ 
nantes 

I |V« l^uVa 

I í/c *r I ' I*. *r ' U»¡fe 

son distintos do cero para los valores de u y v que definen el punto Al, 
y, por ser S suave, distintos de cero en cierto entorno del punto (u,v) 
(estos determinantes son proporcionales a las coordenadas del vector 
unidad de la normal a la superficie). Recurriendo a la demostración 
del teorema 5.1 y a la observación que acompaña dicho teorema (véa¬ 
se p. 2, § 1, cap. 5), nos convencemos de que cierto entorno del pun¬ 
to se proyecta unívocamente sobre cada uno de los planos coordenados 
del sistema elegido de coordenadas Oxyz. 

Admitamos que la afirmación del loma no es cierta. Entonces, 
para cada Ó„ — 1 In. n >“1,2, .... puede indicarse una parte S n 
de la superficie 5, cuyas dimonsionos son inferiores a ó„, que no so 
proyecta unívocamente sobre tres planos coordenados de cualquier 
sistema cartesiano de coordenadas. Elijamos en cada parto S„ un 
punto Al n y .separemos, a continuación, en cada sucesión {A/„} 
una subsucesión que converja a cierto punto M de la superficie S. 
Examinemos un entorno del punto Af que se proyecta unívocamente 
sobre cada uno de los planos coordenados de cierto sistema cartesia¬ 
no lie coordenadas Oxyz Dicho entorno contiene una de las partes 
S„ que también se proyectará unívocamente sobre tres planos coorde¬ 
nados del sistema Oxyz. lo que contradice el modo de elegir las partes 
S„. Do este modo, la admisión de que la afirmación del lema era 
errónea conduce a una contradicción. El lema está demostrado. 

Procedamos ahora con la demostración del teorema 7.3. Dividamos 
S. mediante unas curvas suaves a trozos, en un número finito de par¬ 
tes suaves S¡, cada una de las cuales sea inferior en dimensión a ó 
que acabamos de mencionar, demostrando el lema. Además, al nú¬ 
mero de las curvas que dividen S le sumemos también las aristas de 
la superficie. Por cuanto la parte S¡ se proyecta unívocamente sobre 
tres planos coordenados de cierto sistema cartesiano de coordenadas, 
la fórmula de Stokes se verifica para la parte S,, en virtud de la inva¬ 
riación de la misma (véase p. 3 de este párrafo) y de las deducciones 
obtenidas en el p. 2 del párrafo presente. Sumemos, ahora, los miem¬ 
bros primero y segundo de las fórmulas de Stokes para las partes S¡. 
Es evidente que la suma de los primeros miembros de estas fórmulas 

representan una integral doble í ? n rot p da, mientras que en el 
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que se denomina fórmula de Ostrogradski. La integral en el segundo 
miembro representa una suma de integrales a lo largo de los componentes 
conexos de la frontera S, en los cuales está elegida el lado exterior con 
relación a V. 

Limitémonos a la demostración de la fórmula de Ostrogradski só¬ 
lo para una clase especial de dominios. 

Observemos que el teorema 7.5 puede ser demostrado aplicando 
el método empleado en el § 1 de este capítulo, al demostrar la fórmula 
de Groen. 

2. Demostración de la fórmula de Ostrogradski para una clase 
especial de dominios. Un dominio finito simplemente conexo V con 
la frontera suave a trozos S se 
llamará dominio del tipo K, si 
cada recta paralela a cualquier 
eje coordenado corta la frontera 
5 dol dominio V en dos puntos a 
lo-sumo. 

Para un dominio del tipo K 
se emplearán sistemas especiales 
de dominios agotadores {K„}. 

Descri hamos la construcción de 
este tipo de sistemas. 

Supongamos que un dominio 
D en el plano Oxy representa una 
proyección sobre esto plano «leí 
dominio V. Por los puntos de 
frontera del dominio/) tracemos 
unas rectas paralelos al eje Oí. Cada una do estas rectas se 
interseca con la frontera S del dominio V en un solo punto. El 
conjunto de estos puntos divide S en dos parles S' y S" (fig, 7.7) 
que representan las gráficas de las funciones z, (x, y) y z, (x, y), 
que son continuas en I) y diferenciables a trozos en D. Notemos que 
z, (z, y) jg; z 2 (a-, y) (la igualdad tiene lugar sólo en los puntos de la 
frontera del dominio D) 

Veamos una sucesión arbitralia do dominios [D„ }, que agotan mo¬ 
nótonamente el dominio U. Sean S'„ y S'„ las gráficas de las funciones 
z, (x- y) + y z a (*■ y) — *■.> definidas sobre í)„ (el número e„ 
se elige tan pequeño que las_supcrficies S'„ y S'„ no se intersequen). 

La frontera del dominio V „ es una superficie compuesta por las 
superficies S'„ y Sf, y la parte de una superficie cilindrica con genera¬ 
trices paralelas al eje Oz. En tal caso de generatriz de la superficie 
cilindrica sirve la frontera del dominio D„. Un <lomimo_V„+, se 
construye de un modo análogo, mas en lugar del dominio l)„ so to¬ 
ma el D n +i, y s„ + , ha de ser inferior a e„. Es obvio que, cuando 
í„ -> 0, el sistema {V,.} agota monótonamente el dominio V. 
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Demostremos la siguiente afirmación. 

Teorema 7.6. Supongamos que en un dominio V' del tipo K las fun¬ 
ciones P (x. y._z), Q (x. y. z) y H (_r, y. z) satisfacen las condiciones 
del teorema 7.;». Entonces, para dicho dominio y para las funciones P, 
Q y R es cálida la fórmula de Ostrogradski. 

demostración, lis evidente que basta cerciorarse de la validez de 
las igualdades 

\ n l‘ d '.!dz. 

v 

sss w drdydx= n Qdtdx - (7.28) 

í \ \ ~jj-dxdydz ^ J Rdxdy. 

Por ser igual la demostración de cada una de estas igualdades, reali¬ 
cémosla sólo do la tercera de las mismas. 

Veamos una integral triple 

\\\£d.rdydz. (7 29) 

T* 

Para el dominio Y„ y la función subinlegi.il ^ en la integral (7.29) 

se cumplen todas las condiciones, bajo las cuales resulta vigente la 
fórmula do integración reiterada. De acuerdo con esta fórmula, tene¬ 
mos 


1.1*. < i-e„ 


H $ ^r d *d(' dr = $$ dxdy $ ^f t/z = 

>'n K I ' lx - v>+, n 

J j /? ( 2 -, y , z 2 (x, y) — e„) dx dy — J ^ R (x, y , z, (x. y ) -pe„)) dx dy. 


(7.30) 


El primer miembro de la relación (7.30) liene, para re-*-oo, un 

límite iguala ^ J -^dxdydz. Por ser la función R (x, y , z)uih- 

r 

formemente continua en el dominio cerrado V, cada uno de los 
sumandos en el segundo miembro de (7.30) tiene, para n— v <x>, 
un límite que es igual a R(x % y, z? (*. y))dxdy para el pri- 

' d 
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mer sumando, ya —J ^ ^ (*. y, 2 t (x, y))dxdy , para el segun- 

D 

do sumando. La primera integral de las que acabamos de señalar 
representa, al elegir el lado exterior de la superficie S, la inte- 
gral ^ ^ fí(x, y, z)dxdy, y la segunda (habida cuenta del signo 

s- 

“menos'' por delante de ella) la integral fí (x, y, z)dx dy. Así 

s* 

pnos, el segundo miembro de las relaciones (7.30) tiene para 
«— oo , un limite igual a J J fí (x, y, z)dxdy. Por consiguien- 

s 

te, la tercera de las fórmulas (7.28) está demostrada 

La demostración de las fórmulas primera y segunda en (7.28) se 
realiza de un modo análogo (hace falta examinar las proyecciones de 
V sobre los planos Oyz y Oxz. respectivamente, y repetir los razona¬ 
mientos aducidos). F,1 teorema está demostrado.' 

3. Notación invariante de la fórmula deOslrogradski. Supongamos 
que las funciones P, Q y fí satisfacen las condiciones del teorema 7.5 
en un dominio conexo finito V con la frontera suave a trozos S. Defi¬ 
namos en V un campo vectorial p, cuyas coordenadas en el sistema 
cartesiano dado de coordenadas Oxyz son iguales a P, Q, fí. Es evi¬ 
dente que bajo las condiciones impuestas en dichas funciones 
el campo p será continuo en V y diferenciable en V. 

Hallemos la divergencia del campo p. Al hacer uso de la expre¬ 
sión para la divergencia riel campo p en la liase ortonormal t,j, k, 
obtenemos 


i <<P <• O , 

d iv p - —— — -i- 4 
r Ax Ay 1 


AH 

~i'i ' 


observación. Pasemos a un nuevo sistema cartesiano de coordena¬ 
das en un espacio.Sean <’./'■ k' una base ortonormal ligada con dicho 
sistema, y sean P', Q ', fí'. las coordenadas del campo p es esta baso. 
Evidentemente, las funciones P' , Q’ , fí ' son continuas en V y dife¬ 
rencia bles _ en ('(estas funciones representan combinaciones lineales 
de las funciones P, Q, J{). Por cuanto en el nuevo sistema de coordena¬ 
das 


div p 


dx‘ dy' tíz' 


queda válida, por ser invariante la divergencia, una igualdad 
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Do este modo, si P, Q, R se consideran como coordenadas del 
campo vectorial p, la expresión + 7 ^ no cambia sn va¬ 

lor y forma, «I pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenadas rec¬ 
tangulares, es decir, es un invariante. 

Podemos obtener, por eso. la siguiente deducción importante: 
la integral que figura en el primer miembro de la fórmula de Ostrograds- 
kí (7.27) tiene un carácter invariante-, su valor y su forma no varían 
al pasar a un nuevo sistema cartesiano de coordenadas. En efecto, en tal 
transformación de las coordenadas el valor absoluto del jacobiano de 
transformación es igual a uno. Por otra parto, de acuerdo con la 
observación, la expresión subintegral no cambia ni el valor ni tam¬ 
poco la forma, al realizarse tal transformación de las coordenadas. 

Volvamos ahora a la integral 


J Pdydz+Qdzdx + Rdxdy (7.31) 


que figura en el segundo miembro de la fórmula de Ostrogradski 
(7,27). Cerciorémonos de quecsí« integral lleva también carácter inva¬ 
riante: su valor y la forma de la expresión subintegral no varían, al 
pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenarlas. 

Teniendo presentes la observación 2. p. 2, § 3. cap. 5 sobre la for¬ 
ma de notación de una integral de superficie de segunda especie y las 
designaciones X. Z para los ángulos que forma la normal n a la 
superficie con los ejes coordenados, podemos escribir la integral (7 31) 
en la forma siguiente 



s 


Q eos Y + R eos Z) da. 


(7 32) 


La expresión stibinlegtul en la integral (7.32) es un producto escalar 
np, por lo cual la integral (7.32) (o bien, que es lo mismo. (7 31». 
puede ser escrita on la siguiente forma invariante 


^ ^ npda. 

6 

Notemos que esta última integral se denomina, de ordinario, flujo 
del campo vectorial p atraiés de la superficie .9. 

Volviendo a la forma invariante de escribir la integral (7.31), 
vemos que en el nuevo sistema cartesiano de coordenadas esta inte¬ 
gral tiene por expresión 

^ ^ P’ dy' dz +(?' dz' dx' + R' dx' dy'. 

s 
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Los razonamientos aducidos permiten escribir la fórmula de 
Ostrogradskí (7.27) en la siguiente forma invariante: 

^ \ div/>(to=íí npdo. (7.33) 

v J s 

En osla forma mediante de está denotado un elemento de úrea del do¬ 
minio V. 

Del teorema 7.6 y do las deducciones de este punto podemos ex¬ 
traer un corolario importante. 

Corolario. Supongamos que ¡as junciones P (x,_ y, z), Q (x, y , z) y 
R (x, y. z) satisfacen ¡as condiciones del teorema 7.5 en un dominio 
Jinito V con la frontera suave a trozos S. Si el dominio V puede dividirse 
en un número finito de dominios V* con las fronteras suaves a trozos 
Si,- y si cada uno de representa un dominio del tipo K con relación a 
cierto sistema cartesiano de coordenadas , para el dominio V y para las 
funciones P. Q. TI queda válida la fórmula de Ostrogradskí. 

La validez del corolurio se deduce de los siguientes razonamientos. 
Está claro que la fórmula do Ostrogradski se verifica para cada uno de 
los dominios V’*. Esto se predetermino por el carácter invariante de 
la fórmula y por el teorema 7.6 (en cierto sistema de coordenadas V’, ( 
será un dominio del tipo K). Es obvio, además, que la suma do inte¬ 
grales ^ ^ (7¡7 "I" lír) ^ x dy dz de los primeros miembros de 

las fórmulas de Ostrogradskí para los dominios i'* representa una Iu- 

u * r#i i n (£+#+£) dxd « dz - 

Mientras tanto, la suma de integrales de suporticio J J P dy dz 4- 

Sh 

-I- Q dz dx + R dx dy en los segundos miembros de las fórmulas 
de Ostrogradskí a lo largo de las fronteras S¡, de los dominios V» 

proporciona una integral J ^ P dy dz + Q dz dr + R dx dy, pues las 
s 

integrales a lo largo do los tramos comunes de la frontera de los 
dominios Kj, se reducirán, puesto que dichos tramos en los dominios 
vecinos de T"» están orientados de un modo opuesto. 

§ 4. Algunas aplicaciones de las fórmulas 
de Greeu. Stokes y Ostrogradski 

i. Expresión para el área de un dominio plano pii términos de la 
integral curvilínea. Sea D un dominio conexo plano finito Con la 
frontera suave a trozos L. Es válida la siguieuto afirmación. 
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El área o del dominio D puede calcularse según la fórmula 


o = 


2 


^xdy—ydx, 

L 


( 7 . 84 ). 


en la que la integral curvilínea representa una suma de integrales a lo 
largo de las componentes conexas de la frontera L, con la parliculai ¡dad 
de que en cada una de dichas componentes se indica una dirección del re¬ 
corrido, pura la cual el dominio D queda por la izquierda. 

Para demostrar la afirmación, veamos en D las funciones 


P (x, y) = - y. Q (x, u ) = x. 

Es evidente que estas funciones satisfacen en U todas las condicio¬ 
nes, en las cuales es válida la fórmula de Groen (7.1). De acuerdo con 
esta fórmula, tenemos 

SS [^r~ :11 w !l ) dxd y° §(~y)dx+(x)dy. 

O L 

La integral doble en la última fórmula es igual a 2o, mientras que la 
integral curvilínea es igual a § x dy — y dx. De esto modo, la íór- 

L 

muía (7.34) está demostrado. 

2. Expresión para el volumen cu tórininos de la integral de su¬ 
perficie. Sea V un dominio conexo finito en un espacio con la fron¬ 
tera suave o trozos í. 

Es válida la siguiente afirmación. 

El volumen v del dominio V puede calcularse según la fórmula 

ü — \ J J x ¿V+Hd *t zdxdy. (7.35) 

s 

en la que la integral de superficie representa una suma de integrales a lo 
largo de las componentes conexas de la frontera S, con la particularidad 
de que en cada una de dichas componentes está elegido el lado exterior 
con relación a 1’. 

Para demostrar la afirmación, examinemos on V las funciones 
P (x, y, z) <= x, Q (x, y, z) = y, H (x, y , z) = z. 

Es evidente que estas funciones satisfacen las condiciones, para 
las cuales se verifica la fórmula de Ostrogradski. De acuerdo con esta 
fórmula, tenemos 

$ 5 $ 

V 

— J ^ xdydz + ydzdx+zdxdy. 
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La integral triple en la ultima fórmula es igual a 3i?. Por eso, de esta 
fórmula se deduce la relación (7.35). La afirmación está demostrada. 

3. Condiciones en las cuales una forma diferencial P (x. y) dx + 
+ Q ( x * y) dy representa una diferencial total. En este punto se indica¬ 
rán una serie de condiciones, en las cuales una forma diferencial 
P í.c, y) dx -f Q (x, y) dy , definida en un dominio conexo D represen¬ 
ta la diferencial total de cierta función u (x. y). 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 1.7. Supongamos que las funciones P (x, y) y Q (x. y) 
son continuas en un dominio D Serán equivalentes las siguientes tres 
condiciones. 

1. Para toda curva cerrada suave a trozos (quizás, con puntos múlti¬ 
ples) L dispuesta en D se tiene 

$¡Pdx+Qdy = 0. 

i 

2 Para cualesquiera dos puntos A y B del dominio D el valor de la 
integral 

$ Pdx+Qdy 

AB 

no depende de la curra o trozos A H que une los puntos .-1 y B y que está 
dispuesta en D 

3 Una forma diferencial P (x, y) dx + Q (x, y) dy es una diferen¬ 
cial total. Dicho de otro modo, en D viene definida tal función u (XI) = 

u (x, y), que 

du = P dx -r Q dy. (7.3f¡> 

Un este caso, para cualesquiera dos puntos A y B del dominio D 
y para una cuna arbitraria suave a trozos AB que une dichos puntos y 
que está dispuesta en D 

^ Pdx + Qdy =u(B) — u (A). (7.37) 

AB 

De este modo, el cumplimiento de cada una de las condiciones 
1, 2, 3 es necesario y suficiente para que se cumpla cada una de las dos 
restantes. 

iJBMosTUACiox Realicemos la demostración según un esquema 



es decir, demostremos que de la primera condición proviene la segun¬ 
da, de la segunda, la tercera, y de la tercera, la primera. Es evíden- 
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te que en este caso quedará demostrada la equivalencia de las condi¬ 
ciones 1, 2, 3. 

paso primero. 1 —2. Sean A y B unos puntos arbitrarios fijos 

del dominio D, y sean ACB y AC'B cualesquiera dos curvas suaves a 
trozos que unen los puntos citados y que están dispuestas en D (fig. 



Fig. 7.K. 



7.8). La unión de estas curvas representa una curva cerra da suave a 

trozos (quizás, con punios múltiplos) L — ACB + BC'A, dispuesta 
en D. Por cuanto la condición 1 so supone cumplida, tenemos 

+ — 0 . 
í 

De esta igualdad obtenemos la siguiente relación tomando en consi¬ 
deración que L = ACB -f BC'A y que, al cambiar el sentido del 
rocorrido, una integral curvilínea cambia de signo: 

^ J‘dx + Qdy = J Pdr + Qdy. 

ÁCU AHI 

Por consiguiente, la condición 2 se cumple. 

paso seoundo. 23. Supongamos que M 0 e s unjpunto fijo; 

M (x, y), un punto arbitrario del dominio D: M„M. cualquier curva 
suave a trozos que une los puntos Aí„ y M y que está dispuesta en D. 
En virtud de la condición 2, la expresión 


u(M) = J Pdx+Qdy (7.38) 

«¡Ir 

no depende de la curva Mt>M, por lo cual representa una función de¬ 
finida en B. Demostremos que en cada punto M del dominio D exis¬ 
ten derivadas parciales y . con la particularidad de que 

-£. = />(*, y). = <?(*, y). (7-39) 
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Por cuanto P (x, y), y Q (x, y) son continuas on D. de las últimas re¬ 
laciones se deduce la diferenciabilidad de la función u y la igualdad 
(7-36). con lo cual será demostrado el segundo paso 2 —3. 

La demostración de la existencia de las dorivadas parciales de la 
función u (x, y) y de las igualdades (7.39) se realiza simultáneamente. 
Demostremos, por ejemplo, la existencia de ~ y la primera de las 
desigualdades (7.39). Fijemos un punto M (x, y). Demos al argumento 
x un incremento Ax tan pequeño que el segmento MJV, que une los 
puntos M (x, y) y N (x + Ax, y), se disponga en D *). (fig. 7.9). 
Obtenemos 

Am=u(x + Ax, y) — u (x, y) = 

— J Pdx+Qdy — J Pdx + Qdy — J Pdx+Qdy. 
aÍ7»i 

Sobre el segmento MN la magnitud y es de valor constante, por la 
cual J Q dy — 0. Por consiguiente, 

MÑ 

Jf+Ax 

Au = [ Pdx= ^ P(t. y) dt. 

m * 

Aplicando a la última integral el teorema del valor medio, obtendre¬ 
mos 

A u = P (x + OAx, y) Ax, donde 0 < 0 < 1, 

de donde 

~~p(r, +eAx, y), o<e<i. 

Por ser P (x, y) continua, ol segundo miembro de la última igual¬ 
dad tiene, para Ax 0, un límite que es igual al valor de esta fun¬ 
ción en el punto M (x, y). Por consiguiente, lo tendrá también el 

primer miembro que es igual, por definición a la derivada De 

ox 

este modo, la existencia de la derivada parcial y la validez de la pri¬ 
mera igualdad en (7.39) está demostrada. La existencia de la derivada 

-^■y la justeza de la segunda igualdad (7.39) resultan ser análogas. 

Demostremos abora la relación (7.37). Sean A y B cualesquiera 
puntos de D, y sea AB una curva arbitraria suave a trozos que une 
dichos puntos y que está dispuesta en D. Esta curva se define me- 


*) Por cuanto D es un dominio, es decir, un conjunto compuesto sólo por 
los puntos interiores, tal elección es bien posible. 


14-569 
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diante las ecuaciones paramétricas x = x (<), y = y (t), t^b. 
Aprovechando la regla de cálculo de las integrales curvilíneas, obte¬ 
nemos 

b 

\pdx + Qdy = J { p <*<0, i Id))*'W + QW, y (O)tf'(*)}<« = 

Xh “ 

b 

= J u\ dt — u (x (ó), y(b)) — u(x(a), y (a)) = u (B) — u (A). 


De este modo, la fórmula (7.37) queda demostrada. 

paso TBltCBHO 3— *■ 1. Esta afirmación se deduce de la fórmula 
(7.37). En efocto, para la curva cerrada L el punto original coincidirá 
con el final, por lo cual, de conformidad con la fórmula (7.37), te¬ 
nemos 

^ Pdx+Qdy = u ( A ) — u (A) = 0. 

v 

El teorema está demostrado. 

Observación. Se ha mostrado que las condiciones 1, 2, 3 del teo¬ 
rema 7.7 son equivalentes y, por eso, en particular, la condición 3 
representa una condición necesaria y suficiente, bajo la cual la inte¬ 
gral curvilínea ^ Pdx + Qdy no dependo de la elección de la curva 
L 

L que une cualesquiera puntos dados A y B del dominio D. 

Para los dominios simplemente conexos *) señalemos una condi¬ 
ción necesaria y suficiente, cómoda para las aplicaciones, para que 
la forma diferencial Pdx+Qdy sea una diferencial total de cierta 
función. 

Naturalmente, esta condición será necesaria y suficiente para que 
la integral ^ P dx+Q dy sea independiente de la elección do la 

’ L 

curva L que une cualesquiera puntos dados A y B del dominio D. 

Teorema 7.8. Supongamos que las /unciones P (a:, y) y Q (x, y), 
como también sus derivadas parciales, son continuas en un dominio sim¬ 
plemente conexo D. Entonces, cada una de las tres condiciones 1 , 2, 3 
del teorema 7.7 es equivalente a la condición 


óP 

Oy 


= -2^- en D. 


i) necordemcs que el dominio D se llama simplemente conexo, si cualquier 
curva cerrada suave a trozos sin puntos múltiples dispuesta en D, Umita un 
dominio cuyos puntos pertenecen todos a D. 
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DEMOSTRACION- Apliquemos un esquema 



Ya hemos demostrado las afirmaciones 1 —► 2 3. Demostremos que 

3 -*-4 y 4 -*■ 1. 

i*aso primero: 3 — 4. Supongamos que en el domiuio D existe 
una función u (x, y) tal que du = P dx + Q dy. Entonces = P , 


oP _ d_ i du \ t i Q 

“U ~ dy V dx I — áx \ dy I ~~ ¡he ' 


De este modo, la condición 4 se cumple. Notemos que paro demostrar 
el paso 3 —*■ 4 no se requiere la condición de que el dominio D sea 
simplemente conexo. 

paso segundo 4—*-1. Supongamos cumplida la condición 4. 
Entonces, en cada punto del dominio D so verifica la igualdad 


dQ OP 
dx dy 


0 . 


(7.40) 


Si L es una curva suave a trozos cerrada sin puntos múltiples que 
está dispuesta en D y limita un diminio D* (el dominio D es simple¬ 
mente conexo, por lo cual cada punto del dominio D* pertenece a D), 
entonces, al emplear la fórmula de Green al dominio D *, y al hacer 
liso de (7.40), obtenemos 


§Pdx+(?dy~^ ^ 4/= 0. 

L D‘ 


En el caso de que L tenga un número finito de puntos múltiples 
o sea una quebrada con un número finito de eslabones, para cada bu¬ 
cle t. de la curva L se verifica una igualdad ^ P dx Q dy — 0, 

1 

y, por eso, para L resulta válida la igualdad ij P dx + Q dy = 0. 

L 

Sea L una curva suave a trozos cerrada arbitraria. Elijamos para 
L un número X. >- 0 del modo mencionado en el lema 1. Dividamos L 
en las partes L h de longitud inferior a X (entre los puntos de partición 
se encuentran también los puntos angulosos do la curva L, véase fig. 
7-10). De conformidad con el lema citado, las tangentes en los extre¬ 
mos A/* y A r ft de cada parte L h forman un ángulo inferior a n/8. 
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Entonces, obviamente, para X suficientemente peqvieño el triángulo 
curvilíneo MhN k C k (este triángulo está rayado en la fig. 7.10), en 


el cual M k C k forma con la 



Fig. 7.10. 


tangente en M k un ángulo infe¬ 
rior a ji/ 8, y N k C k una normal 
a L en el punto N k , se dispone 
íntegramente dentro de D y repre¬ 
senta una curva suave a (rozos 
cerrada sin puntos múltiples. 
Por eso, 

§ P dx + Q dy = 0. 

"k*k c k 


De aquí proviene que la integral curvilínea a lo largo del arco 
M k N k es igual a la integral curvilínea a lo largo de la quebrada 
M*C h N k . 


[ P<lx + Qdy= ^ Pdx + Qdy. 

Razonando análogamente para cualquier parle L k , obtendremos, 
como resultado, una quebrada L, dispuesta en D, para la cual 

£ P dx + Q dy =- ^ P dx d- Q dy. (7.41) 


Más arriba se ha observado que para una quebrada ¿, dispuesta 
en D, la integral | P dx + Q dy ei igual a cero. De aquí y de (7.41) 

i 

llegamos a que 

§Pdx+Qdy = 0. 

L 

El teorema está demostrado. 

4. Campos vectoriales poteuclalesy solenoidales. Hemos introducido 
anteriormente los conceptos de circulación y de flujo de un campo vec¬ 
torial (véanse p.3, § 1, p. 3, § 2 y p. 3, § 3). Recordemos estos con¬ 
ceptos. 

Supongamos que en cierto dominio D viene dado un campo vecto¬ 
rial p (M) = p (i, y. *)- 

Definición 1. Se llama circulación del campo vectorial p a lo Largo 
de una curva cerrada suave a trozos L, dispuesta en el dominio D, a una 
integral 

i§ pt di, 

L 
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en la cual t es el vector unidad de la tangente a L, y di, la diferencial de 
la longitud del arco de la curva L. 

Definición 2. Se llama flujo del campo vectorial p através de una 
superficie orientada suave a trozos S dispuesta en el dominio D a una 
integral 

jj ^ pudo, 

s 

donde n es el vector unidad de la normal a la superficie S que señala su 
orientación, y do, un elemento de área de la superficie S. 

Introduzcamos los conceptos de campo vectorial potencial y de 
campo vectorial solcnoidal. 

Definición 3. Un campo vectorial p se llama potencial en el domi¬ 
nio D, si la circulación de este campo a lo largo de cualquier curva ce¬ 
rrada suave a trozos, dispuesta en el dominio D, es igual a cero. 

Definición 4. Un campo vectorial p se llama solenoidal en el domi¬ 
nio D, si el flujo de este campo a través de cualquier superficie cerrada 
suave a trozos, que está dispuesta en D sin tener líneas de autointersec- 
ción y que representa una frontera de cierto subdominio limitado del do¬ 
minio D. es igual a cero. 

Demostremos uu teorema, que contione condiciones necesarias y 
suficientes de potencialidad de un campo, para los campos vectoria¬ 
les continuamente diferenciables y para una clase especial de dominios. 

Introduzcamos previamente una noción do dominio tridimensional 
simplemente conexo por superficie. 

Un dominio tridimensional D se denomina simplemente conexo por 
superficie, si para cualquier curva cerrada suave a trozos L. dispuesta 
en D. puedo indicarse tal su pérfido orientable suave a trozos S, dis¬ 
puesta on D. de cuya frontera sirve la curva L. Observemos que para 
la superficie mencionada S resulta válida la fórmula de Stokes. 

Tiene lugar el siguióme teorema. 

Teorema 7.9. Supongamos que en un dominio simplemente conexo 
por superficie D viene dado un campo vectorial continuamente diferen- 
dable p = {P, Q, fí). /Entonces, son equivalentes las siguientes tres 
condiciones: 

1. El campo vectorial p — p (,!/) es potencial. 

2. En el dominio D existe una función potencial u(3/), es decir, una 
función tal que p = grad u, o bien, que es lo mismo. 

du «= P dx -}- Q dy + fí dz. 

En este caso, para cualesquiera punios A y fí del dominio D y para 
una curva arbitraria suave a trozos AB, que une dichos puntos y que está 
dispuesta en D, se tiene 

^ ptdl = u tfí) — u (A) 

AB 




(aquí, t es el vector unidad de la tangente a la curva AB , y di, la dife- 
rencial del arco). 

3. El campo vectorial p — p (M) es irrotacional , es decir, rot p = 
= 0 en D. 

Es evidente que la condición 3 es equivalente a las relaciones 
dP OQ 0Q__OR_ dfí dP 

dy ~ dx ’ dz Oy * dz ~ Qz 

Así pues, cada una de las condiciones 2 y 3 representa la condición 
necesaria y suficiente de potencialidad del campo vectorial difercnciable 

P 

demostración. Apliquemos un esquema 



Las afirmaciones 1 -»■ 2 y 2 -► 3 son válidas sin suponer que el lio- 
minio D es simplemente conexo por superficie y so demuestran por 
analogía completa con las afirmaciones correspondientes de los teo¬ 
remas 7.7 y 7.8. 

Demostremos la afirmación 3-*-l. 

Sea L una curva cerrada suave a trozos, dispuesta en D. Por hipó¬ 
tesis, D es un dominio simplemente conexo por superficie. Por eso, 
existe en D una superficie suave a trozos 5. de cuya frontera sirve la 
curva L. Según la fórmula de Stokes (7.26), tenemos 

^ pt di = ^ J n rot/» do. 

L S 


De aquí y de la condición de que rot p — 0, obtenemos 

^ pt df = 0, 

L 


es decir, el campo p es potencial. El teorema está demostrado. 

Demostremos en conclusión un teorema sobre las condiciones nece¬ 
sarias y suficientes de solenoidalidad en los as! llamados dominios 
simplemente conexos por volumen. Un dominio espacial D se llama sim¬ 
plemente conexo por volumen, si cualquier superficie orientable 
cerrada y suave a trozos, quo está dispuesta en D sin tener lincas de 
autointersección, es la frontera de un dominio dispuesto también 
en D. 

Teorema 7.10. Para que un campo vectorial continuamente diferen- 
ciable p sea solenoidal en un dominio simplemente conexo por volumen 
D, es necesario y suficiente que en todos los puntos de D se verifique la 
igualdad 

div p = 0. 
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demostración-, 1) Necesidad. Sea M un punto arbitrario del do¬ 
minio D, Estudiemos cualquier esfera S con centro en M, dispuesta 
íntegramente en D. Al aplicar a una bola D s con la frontera S la 
fórmula de Ostrogradski (7.33), obtenemos 

J J J div pdu= J ^ npda. (7.42) 

s 

Por cuanto p es un campo solenoidal, J \ np do— 0, y, por eso, de 

a 

acuerdo con (7.42), Jj ^ J div p di- = 0. Aplicando a la última inte- 
"s 

gral el teorema del valor medio, uos convencemos de que div p = 0 
en cierto punto de la bola En virtud de que dicha bola es arbitra¬ 
ria y el campo p. continuo, concluimos que div p se reduce a cero en 
el punto M. De este modo, la necesidad de las condiciones del teo¬ 
rema está demostrada. 

2) Suficiencia-Sea S cualquier superficio orientable cerrada y sua¬ 
ve a trozos que está dispuesta en O y que no tiene lineas de autoin- 
tersocción. Por ser D un dominio simplemente conexo por volumen, 
5 será la frontera de un dominio D s , dispuesto también en D. Apli¬ 
cando a D s y al campo vectorial p la fórmula de Ostrogradski (7.33), 
obtenemos la relación (7.42), a partir de la cual proviene, teniendo 
en cuenta que div p = 0. una correlación 

^ J np do = 0. 

•s 

Por cuanto S es una superficie orientable cerrada y suave a trozos 
que está dispuesta en D y no tiene lineas con puntos múltiples la 
última igualdad deja constancia, por definición, de quo el campo p 
en D es solenoidal- El teorema está demostrado. 


Complemento al capítulo 7 

FORMAS DIFERENCIALES EN EL 
ESPACIO EUCLlDEO 


§ 1. Formas polilineales de signos variables 

1. formas lineales. Sea f un espacio vectorial n-dimensional arbitrario 
cuyos elementos se designaran por los símbolos |, q, . . . El objeto de nuestro 
estudio lo constituirán las funciones que a todo demonio | 6 I' le ponen en corres¬ 
pondencia cierto número real. 

Definición 1. Una función a (*| se llama forma lineal, si para cualesquiera 
I € I • q € f ff para todo nlimero real Á se verifican las igualdades 
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1) a (| -r T|) = a (|) + a (->1). 

2) o (>.%) = ka (|). 

Definición 2. Llamemos suma de dos folmas lineales ay b a una lorma lineal c, 
la cual a todo vector | 6 V le pone en correspondencia un número 
c{\) = a (?) + b (|). 

Llamemos produelo de una forma lineal por un número real k a una forma 
lineal 1/ que a todo weíor £6 V le pone en correspondencia un número 

5 (I) = Xa (|). 

De este modo, el conjunto de todos los formo» lineales forma un espacio 
vectorial que se designará por el símbolo /. (Vi *). Hallemos la representación 
de la formo lineal n en una base (cj ,. Sea 

* = ¿ Ve. 

i-1 

donde los números |‘ se definen unívocamente. SI designamos a, = a (r,), lo 
representación huacado tendrá por expresión 



Demostremos que In dimensión (lim L (VI del espacio lineal L (V) es igual 
o n. Con esto fin basta soüalar una baso cualquiera cu L (l .1 que contenga exacta¬ 
mente n elementos, es decir, n formas lineales. Fijemos una base arbitrario (e*} 
del espacio V y examinemos las siguientes formas lineales: 


r* (i) = 5* (* = 1, 2.«>. 

donde (I*) son codicíente» de la descomposición del vector | según los ele¬ 
mentos de la baso (e,,l De otras palabras, la forma lineal r* actúa sobre los 
elementos de la base (e,J según la regla 


para l = *, 

\0 para i * 

Entonces, en la base dada {íj} la forma lineal a tiene por expresión 


e* (e,)=fin = 


a(S) = 2 °i*‘&>• 

¡-i 

os decir, las formas lineales 1 (!), e s (|), t|l forman en L (V) una base. 

Esta base se denomina conjugada (y también reciproca o dual) de la base (e,¡. 

2. Formas bilineales. Designemos por V '< V nn conjunto de todas los 
pares ordenados (|„ | s ). donde f, ( V. 5, g V, y examinémoslas funcione» a (5,, 
| a ) que a todo elemento de V X V (os decir, a coda do» elementos J, 6 V y |. 2 6 
€ y ) le ponen cu correspondencia cierto número real. 

Definición. Una función a (|,. 5a) s * denomina forma btlineal. si para cada 
palor fijo de un argumento será forma lineal con relación al otro argumento. 

De otras palabras, para cualesquiera vectores I,. |„ i),, q. y todos los núme¬ 
ros reales >.,. k,. jr,. u. se verifica la igualdad 
a ('■íli + [*iTli fr t'&r + ú:ú;' = 

“ XaÁ, a (i„ la) + X,p 2 a (|„ %> -f 

-1- p,?-a a (q„ | s ) + Pjfta a tq,, %)- 

l ) El espacio /. (1¡ so denota también con el 9irahoio V* y se denomina 
conjugado (o dual) de V. 
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El conjunto de todas las formas bilmoales se transforma con facilidad on un 
asilado linea), al introducir en este conjunto de un modo natural los operaciones 
de sumación y multiplicación por un número real. El espacio obtenido de formas 
bilineales se denotará con i, (P). _ 

Hallemos una representación de la forma bilineal a (1,. 6,) en una base 

5. del espacio V. Supongamos que £»=- £*«j. k=i,2. Pongamos 

a(e¡, e¡)-*>ai) y obtendremos la representación buscada 


«(Si. 5»)=S S «idSsj- 

1-1(-1 

Para determinar la dimensión del espacio L, (V), formemos, con ayuda de 
las formas bilineales (|) que constituyen en L (P) una base conjugada de Ja 
base {e¡), las siguientes formas bilineales 

'» (I,. 5,1 = «' ( &i> '> d«)- 

Entonces, una forma biliuea! arbitrarla será unívocamente reprcsentable 
en ln siguiente lormn 


«di. 5 3 )“Í. S a 'i' u di- 

i-i i=i 

Esto significa que las formas e‘> (£,,, £-1 forman una base en L, (1), y. por 
consiguiente, la dimensión do L, (P) es igual a a *. 

i. Formas polinealos. Sea p un numero natural. Con el símbolo v p “ 
* P X P X ... X V denotemos el conjunto de todos los números ordenados 

(E ‘.£„) do p vectores, cada uno de los cuales pertenece a P. y estudiemos 

unas funciones que a todo surtido de osle género le pone en correspondencia 
cierto número real. 

Definición. Una función a ($„ % 2 . i r< ) se denomina forma pollllneal de 

erado p (o bien p-forma), si es forma lineal respecto de cada argumento , siendo filos 
los valores de los restantes. . 

Al introducir on el conjunto de todas las p-formas las operaciones lineales, 
obtendremos un espacio lineal, el cual se denotará con el símbolo (V >. 

Hallemos la representación dala forma pol¡lineal arbitraria a (g,, $ 3 ,. . 5/,) 

en una baso {cj}¡r*i del espacio P. Designemos 

«i.J... ,„ = «<*!,.*.,.%> 

Entonces, si 1* = ¿ li«h *=1. 2. p. resulta 

i-i 


«di. 


~.6n>= ± 

i.=i 


p 

2 “m. 




Si (|) es la base en L (V» conjugada «le (e f ). entonces, evulen temen te, 
las p-formas 

e .‘p d„ h .I„> = «*' <«**• da) • p dpi 

forman una base en /,,, (P) >. de este modo. I. f (P> es do dimensión nt. 
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4. Formas poli lineales de signo variable. 

Definición. Una forma polilineal a (sj.Si. • • •.£/>) se llama de signo varia¬ 
ble, si, al permutar cualesquiera dos argumentos, ella cambia de signo *). Dicho de 

otro modo, 

<* (6.. I*.Si.Sj.I P > = - * (6., S,.S j .Si-Sp). 

El conjunto do todas las formas polilinealos rio signo variable do grado p 
forma, evidentemente, un subespacio del espacio lineal L p (!'), el cual se deno¬ 
tará con el símbolo A p (F)* Los elementos de) espacio (l) vamos a desig¬ 
nar con el símbolo <u = cu (£,. . 

Notemos que si {c,¡ es una base arbitraria en V y 


los números <o, 
ce de lo quo 




v- 


cambian do signo, al pormutar dos índices. Esto se dedu- 


io, =co (*, , . e ). 

'• >P ' 'p 

Hesulla natural considerar que Aj (IT = (1), y A¡¡ (10 so compone de 

todas las constantes, es decir, coincide con la reí la numérica. 

5. Producto exterior de las tormos de signo variable. Examinemos dos for¬ 
mas de si(fno variable bi p £ -4 p (!') y ayi (. A, l (!■’). En osle punto introduzcamos 
la operación fundamental en 1» teoría do las formas de signo variable, esto es. 
la operación de producto exterior. 

Sea 


ü)J> - ail'(q,, t)„ . . >1, £ r. 

(0« = tal (í„ c,.í,), tj € V. 

Veamos la siguiente forma polilineal p ¿ p+í (V): 

tt (Si* Sa* ■ • •• S P +gl * tóP (Si> • •• t/il'Cie (Sp+i* • - *i £ P +g)' 


(7.43) 


En el caso general esta forma no es de sigilo variable. A saber, al permutarlos 
argumentos y donde 1 < i < p, y rf l< i</| + ), nuede suceder que 
la forma (7.43) no cambie do signo. A esta circunstancia so debe precisamente 
la necesidad de introducir el producto exterior. 

Para introducir el producto exterior, no liarán falla algunos hechos do la 
teoría de las permutaciones. 

Hocordemos que se denomina permutación de los números {1, 2. . . ., m} 
a una función a = a (k) que está definida en estos números y que los aplica 
biunivocumente sobre sí mismos. El coujunto de todas las permutaciones do 
tal género se denota con el símbolo I m - Es evidente que existon en total mi 
diferentes permutaciones de 2 m . Para dos permutaciones, o f y t f se 
define de un modo natural una superposición ot f £ m . La permutación o -1 se 
llama inversa de o, si o~‘o = oo-> = s. donde e es una permutación idéntica 

(es decir, e (ft) = * * = 1 . 2 , .... mi. 

La permutación o lleva el nombre de transposición, si hace permutar dos 
números, dojupdo on su tugarlos demás. Dicho de otro modo, existo un par de 
números i yí 1 < / < m, i sfc )| tal que a (i) = /, o (/> = i. y 

y ir (k) = k para i ^ i y i # j. Evidentemente, si o es una transposición, 
a~' = 0 . y o-o = $. 


*) Formas polilineales de signos variables se llaman también antislmUrl- 
eas, oblicuas, exteriores. 

-I Este espacio se denomina también con e¡ símbolo A p í'’* J’ se llama 
grado exterior p del espacio V*. 








Se sabe que cualquier pormutacióu o puede ser represenlada como una super¬ 
posición de transposiciones que permutan los números vecinos, con la particula- 
nd.ul de quo la pa(f¡dail del número de transposiciones en lal representación no 
dependo de su elección y so denomina paridad do la |>ermiitaclón o 
Introdúcesenos las siguientes designaciones: 
sgn <3 = / 1» Si Ja permutación O es par, 

l — 1, sí la permutación o es impar. 

Observemos que la forma a £ ó,, (I’j pertenece a A„ (V), si para toda per¬ 
mutación o € £ p . 

“(loit), ii(¡>.lo(p)I = sgn a-a(l„ 5,.£„). 

Examinemos de nuevo la forma polilineal (7.43). Para cualquier permuta¬ 
ción o € 2 p+í pongamos 


(h .lp+,1 - (lo(i) ■ • - • &.(„+„>)• (7.44) 

No es difícil convencerse de que si Tí 2o+a * línom <« (TO) a =. 

= x(da). — 

lotroduzeamos la siguiente dofinición. 

Definición. Se llama producto exterior de la forma 0 )P £ A., (!') y de la for¬ 
ma 017 £ Ag (V) a una forma <u ( Ap+q (O que se define mediante ¡a igualdad 

<■>< 61 . = 2 sgn o. <w. (7 45) 

O 

donde la suma se toma respecto de todas los permutaciones o 6 qur satisfacen 

la condición 


a (1) < a (2) < . . . < <1 w, O0>fl)<...<oi|i + í), (7.46) 

y In magnitud oa se define mediante las igualdades (7.43» // (7.44). 

El producto exterior de las formas wP y u? sí denoto ron el símbolo 
cu = <oPA<*>«. 

Ilustremos con un ejemplo cómo actúa la permutación o quo satisface la cou- 
dicion (7.40). Supongamos que por una carretera se mueven paraloluuiento dos 
columnas de automóviles, eu la primora de las cuales hay p. y en la segunda, 
q automóviles. Ahora, la carretera empieza a estrecharse y ambas columnas so 
reordenan eu una a filena carrera. Los automóviles de la primera columna 
ocupan sus lugares entre los de lo segunda columna, no obstante, el orden de 
movimiento de los automóviles dentro de cada columna queda intacto. De resul¬ 
tas, obtenemos una permutación que satisface la condición <7.46j. Es fácil vor 
que, viceversa, toda permutación de esta índole puedo ser realizada en nuestro 
modelo. 

Con ol fin de convencerse de que la definición enunciduda es correcta, hace 
falta demostrar que o = co»' A 6 d p+(J (V). Evidentemente, so necesito sólo 
demostrar que la forma w es de signo variable. 

Probemos que. al permutar dos argumentos y la forma to cambia de 
signo. En este caso se deducirá con facilidad que oí £ A (Vi. Supongamos 
que t C -p+'/ 05 precisamente tal permutación. Cerciorémonos de que 

Til» =* — 09 = (sgn x) <I>. (7.47) 

De la igualdad (7 4b) obtenemos 

tí.j ss V (sgn o)»(xo) a. 
o 

Dividamos esta suma en dos: 

tg> = V (sgo c) (x«7) a + 5] '(*gn 0 ) (toi a. 
a o 


(7.48. 
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La primera ruma contendrá aquellas permutaciones o, para las cuales 
o bien o- 1 (i) < p, o~' (i + 1K p. o bien o- 1 (t) > p +- 1, o~‘ (i + 1) > p +- 
+ 1. Para cada tal permutación 

(xo) a = — oa. 

Para que esta afirmación se baga más obvia, designemos k o" 1 (II. I = 
= o- 1 (i + 1), es decir, t = o (A), t -t- 1 = a (I). La forma oa représenla un 
producto de las formas iaP y aw. con la particularidad de que como los argumen¬ 
tos de a)" sirven los vectores £,(,), latí) , • • .. £n<p), y c-omo los de coa. los vecto¬ 
res Sotp+i!.5o (p+o). Si A-< p y í< p, entonces §¡ = 5o (*> y 5 <-m = 

= (i) son argumentos de la forma a»P, la cual os, por definición, de signo 

variable. Análogamente se examina el caso en que l>p + I y l>p+ 1 

Asi pues, para la primera suma so verifica la igualdad 

V ’ (sgn o)iio) a = — ’ isgn o) oa (7 49) 

o o 

La segunda suma contendrá aquellas permutaciones o, para las cuales o bien 
o-*(i)<p, o-‘(i — 1>> p + 1. o bion o-* (i|> p + 1, o- 1 (í ■+• I)sí p. 
Probemos que el conjiutlo de permutaciones (o) que satisfacen esta condición 
(como también, por supuesto, la condición (7.46)1 coincide con el conjunto de 
permutaciones del tipo ro, donde o f (o). Volvamos a nuestro modelo con dos 
columnas de automóviles. Lo afirmación adquirirá, evidentemente, la si¬ 
guiente forma. 

Si, en el proceso de alguna rcordenación. el automóvil evn el número Ir de la 
primera columna residía disponerse inmediatamente delante del automóvil con 
el número I de la segunda columna, puede indicarse fácilmente otra rcordena¬ 
ción, que tendrá por resultado el cambio de lugar de dichos automóviles, mientras 
que el orden de movimiento de los demás automóviles queda el mismo. 

Do este modo, |K>r cuanto sgn Ttr » — sgn o. tenemos 

2" (sg» o) (T<J) a -= — 2" (sgn xo) íxoi .t= — ísgn o) oa. (7 50» 
a o o 

Sustituyendo (7.40> y (7.50) en (7.48). obtendremos (7 47). 

ejemplo i Examinemos dos formas lineales í (£) ( A t íF)y g (|) £ A y (F). 
Como producto exterior interviene una forma hihneal 

1 A g = 2 ('gdol-v/ (s.'P = / <ít»« <?*) - * (5i> I <!>>• 

o 

BJDMPLO 2. Sea i (5) 6 A, (V). g <6|. ?,.5,1 6 A, (V). Como producto 

extorior o) = / A S intorviene la (, + l)-forma cuyos argumentos se denotaran 

con | 0 , 5,.6,, 

id— 5] (sgn o) 0 / (I,) g(||. I,.1,1 = 

O 

= ¿ (-»)*/<• •• 6|-1. li.u •••• !?)■ 

t-o 

6. Propiedades del producto exterior de las formas de signo variable. 
1) La propiedad evidente del producto exterior es su linealidad: 

al si <oP 6 A p (V), «so € A, (V), para cualquier número real A tenemos 

(AioP) A «M = »p A (Ao>7¡ = Á (6)P A <071; 

b) si o? é A p (V), <aí £ A p (V) y <M f A, (V), tende mos 

(<o^ + <o£) A <o« = >o? A <«• + A <o«. 
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2l A nliconmutatívidad. Si CJP £ A p (V) y m £ A q (10, tenemos 
io«> /\ ow = (— I)Nqi A w’’. 


DEMOSTRACION. Sea 

0)P A ow =. 0) = u (|„ | 3 .| p+ ,). 

Es fácil ver que 

<■>* A 0>P - 0) (Sp+i. 1,,+,. l p+q , . l p ). 

Cerciorémonos de aue la permutación <£ ptl , . • £»+,, h . l p ) puede obte¬ 

nerse a partir de Jos vectores (£,, . . .. £ p +q) con ayuda de pq transposiciones 
sucesivas. El vector ip+t puede sor trasladado en el primer lugar, realizando p 
transposiciones. A continuación, con ayuda del mismo número de transposi¬ 
ciones. traslademos en el segundo lugar el vector £ p+ „ ote. Se trasladarán en total 
q vectores, realizando cada vez p transposiciones, es decir, el número do todas las 
transposiciones es igual a pq. En este caso la aoticonmutatividad se deducirá 
de que el producto exterior es de signo variable. 

3l Asoetatlvldud. Si o>P £ A„ (PJ. <oi € A„ (V), W £ A r (('), tendremos 

(<“” A “«l A «> r - uP A A 0)'). 

dbmostrACION. Sea o £ X p + v+r . Veamos la siguiente magnitud: 

“ “ S < s « a a > ° .Ipl **•' (5 P +,.?,.+<)' <S +í+1. 

a 

• • ■•fcp+g+r)!* (7*51) 

La suma (7.51) será igual a (o>P A <*>) A o> r . si, al principio, realizamos la 
sudación respecto de todas las permutaciones quo dejan sin cambio los números 

P + V + 1, p t) + 2. p -f- y r, y que satislnccn la condición (7.46), 

y sólo después sumamos respecto de todas las permutaciones que conservan el 
orden obtenido de los primeros p -*- q argumentos y el orden de los argumentos 

1 'Óv un modo análogo podemos obtener la magnitud oiP A (en A <•>'), 

Mostremos que en ambos casos se obtiene una suma respecto de todas las 
permutaciones que satisfacen las condiciones 

o ( 1 ) < a (2| < . . . < o (/.), ■. 

a (p + I) < <r(p + 2) < . . . < a(p + q). I (7.52) 

o (P + q + 1) < . . . < o (/» + q + r). i 

Con este fin volvamos otra vez a nuestro modelo con las columnas de auto¬ 
móviles. Supongamos que por la carretera se mueven tres columnas de auto¬ 
móviles, en la primera de las cuales hay p automóviles, en el segunda q. y en la 
tercera, r maquinas, lino de los métodos de reordenación de las 
tres columnas mencionadas en una consiste en lo quo se reúnen las columnas pri¬ 
mera y segunda, tras lo cual la columna obtenida so reúno con la tercora. Puede 
emplearse también otro método, cuando se reúnen primero las columnas segunda 
y tercera y a la columna obtenida se junta después la primera columna. Es eviden¬ 
te que la permutación o. obtenida como resultado do cualquiera de las reorde- 
nac iones citadas, satisface Ja condición (7.52) y. viceversa, cualquier permuta¬ 
ción que satisface la condición (7.52) puede obtenerse tanto con ayuda del primer 
método, como con ayuda del segundo método de reordenación. Esto significa 
precisamente que (eiP A ow) A <o r y oiP A («oí A «o") coinciden. 

La asociativídad do 1c multiplicación exterior presta la posibilidad do 
estudiar cualquier producto finito 

"i A »i A • • A o>„. donde a, £ A n¡ (V). 
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EJEMPLO i. Sean o, (g), a. (I), . . a ni (|) unas formas lineales. Entonces, 

«i A “i A • • ■ A *m = 2 (sgn a) a |o, (g.) a, (g a ) . . . (g^)!, (7.53) 

o 

donde la sumación se realiza respecto de todas las jiermutaciones o € ^ m * 

Esta igualdad so comprueba con facilidad por inducción. Notemos que sí 
introducimos la matriz (o, (g ; )>, la igualdad (7.53) puede escribirse en la forma 
siguiente 

(«i A «1 A ... A Om) <5i. I* .Srn) - det (a, (g,)¡. (7.54) 

7. Base en un espacio de formas de signo variable. Elijamos una base 
{ e ¡){Li en al espacio P y denotemos con (c‘)" =| una base eu I. (P), conjugada do 
la primera. Recordemos que e* (g) osuna forma lineal que en los elementos de la 
base {e,} toma el valor e‘ (e¡) = 6,,. 

En el p. 3 se ha mostrado quo toda clase de productos 

c* 1 (g,)« r * (li> • • • ' v (6p) 

forman en Lp (V) lina base. Por cuanto A,, (!’) T. L p (V), cada p—forma de 
signo variable puede descomponerse do un modo único en una combinación 
lineal de productos mencionados. No obstante, estos productos no forman una 
base en A p (V), puesto que no son p-formas de signo variable, os decir, no per¬ 
tenecen a Ap (P). Sin embargo, podemos construir de ellos una baso en A (!') 
con ayuda de la multiplicación exterior. 

Teorema 7,1.1, Sea (e, J una base en el esparto r. y sea (c 1 }| una lase 
conjugada en el espacio L (V’). Toda p-lorma de signo variable (ú £ A p (P) puede 
ser representada, y, además, de un modo ti ruco, en la forma 

s 


i < h < ... < r < n 


“iiii 


. tp A e‘‘ a ... Ar‘P. 


a. 53> 


Cada sumando de la suma en el segundo miembro de (7.55) representa un 
producto de ¡a constante , por ¡ a , orma de slKn0 ,friable c<t A sh A ... 

... A*‘ p . 

DEMOSTRACION. En virtud de los resultados obtenidos cu el p. 4. podemos 
escribir 


■s, 


s'p. 


(7 56) 


donde los números a> 


i,„ 


= u (e* 1 , e l ‘, . - , f‘P) están definidos de un 

modo único. 

Por cuanto la forma cu (g,, g,.g,,) es de signo variable, para cualquier 

permutación a £ 2p tenemos 

“ <6o(i). Se(»>. lo (p)> — ísgn n) o> (g,. g.g„). 

Por consiguiente, 

“Vil <o(«)---<otp)”(sgn o) ...y <7 ' 57 > 

Agrupemos los sumandos en la suma (7.56) que difieren en permutación de 
los Indices i-, . . ., ¡ p , 

<-= S 


y hagamos uso de La igualdad (7.57). Obtendremos 

V , i o(l> ,’e(P>- 

¿A V 0 (l). 


• •<*„ 


• *ol r i 


“i. 




17 53) 
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En virtud del ejemplo en el p. 6, la suma que figura entre corchetes es e''A 
A e' ! A • • • A *’r. El teorema está demostrado. 

Corolario 1. Los elementos e U A**’ A ••• A e* 1 ' (K 'i <'»<■• • < ¡ p< ») 
forman una base en el espacio A p (V)- Dicha hoce es nacía para p > n, y se com¬ 
pone lie un solo elemento, si p = «. 

Corolario 2. I.a dimensión del espacio A p (V) es igual a C{¡. 

En lo que sigue se considerará, por regla general, que la base elegida e„ 
e 2 , . . ., e„ es fija y que las formas lineales e* (|J están designadas por el sím¬ 
bolo e‘ (i) = Entonces, cualquier forma <e ( A p (V) tendrá por expresión 

®(5i. ít. l„)= y ü... S 1 * A - -- A | lp ‘ (7.50) 

*.<•••*■ ‘p P 

KJRMPLO 1. 

V A i*-(e* a c'Híi. Ea) = 2 ( a 8“ o) ® l** I6i> '■* <£*»! =■ 

<1 

= C- (5,),»(W-e* (10 e* (5.) - !¡8 - I#}. 
doude es el 1 -ésimo coeficiente en la descomposición del vector \¡ respecto 
de la base (e.). 

KJ EMULO 2. 

VAl*A...A5"-d«‘(6<). 

donde íi = 2 íi*"! 

j-l 


§ 2. Formas diferenciales 

I. Definiciones. Examinemos un dominio arbitrario abierto C de un espa¬ 
cio eudidoo n-dimensional A". Los puntos del dominio G se denotarán con los 

símbolos x = (x‘, x>.x"). » “ (»*. I/’. • • ■> V a ). <*«• . . , „ 

Definición. Se llama forma diferencial de grado p. definida en el dominio G. 

a una función « (x. l„ 5,.íp). la cual représenla , para todo x € C flfo. una 

p-forma de signo variable de A .,(£“). , . . . • 

El conjunto de todas las p-formas diferenciales en el dominio G se denotara 
con U p (G) = flp (G. £"). . , , , 

Convengamos en considerar que una p-forma ti representa, para . . .. s ; . t 
£ £*'* lijos, una función infinita monto diferencia ble en G. Aprovechando los 
resallados del § 1. podemos escribir cada p-forma o) del modo siguiente 

i 7.00) 


».<• <1„ 


, Í'-A ••• As 

p 




En adelante el vector g se denotará siempre con el símbolo di = (dx*. áx ■ • - 
. . di"). y los vectores con los símbolos d k (x) = (d k j\ d k x*. . . . d*x n ). 

A título de base en F" elijamos los vectores e h = (0. 0..... 1, 0. . . ., 0). donde 
la unidad ocupa el fc-ésimo lugar. Como elementos de la bus.» conjugada intervie¬ 
nen las funciones <■* (g) = c* (dx). definidas mediante las igualdades 

e* (dx) = dz*. 

Entonces, la forma diferencial (7.00) tendrá por expresión 


«o (x, d,x. dpi) = 


- V 


“i, ... 


I» dx*' A ... A> P. 
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EJEMPLO 1. La diferencial de una forma de grado cero (es decir, de una 
función f (ar)) tiene por expresión 

*"«-2 

fc=! 

ejemplo 2. Calculemos la diferencial de una forma linoal 


Obtendremos 


<o=<o ix, di)= o>í (*) dx f . 
1-1 


día — dio(*. d,x. djx)— 2 2 
*=I i-i 

Por cuanto di A A dx 1 = —di* A di*, y di* A dx*=0, resulta 
*■>“ 2 <*** A di‘+ 2 -5JT*** A dr> - 

kfc 

-S-S-*. A tf-S-S-aeA«-S(S|_§.) < eA-. 

»<t *<l A<< 

En particular, cuando n = 2, obtendremos para m => P dr 1 + Q dz *: 
a.._l"0 <»P \ , , , 




3. Propiedades de la diferencial exterior. Directamente de la definición so 
deducen las siguientes propiedades 

f j si <¡>¡ 6 (l p (C). (o, £ S!„ (G). entonces d (<o, -+- <u a ) = día, dca¡, 

2) si <o £ Q (G) y A es un número real, entonces d (?.<,>! = /afro, 

3) si 0), £ Q p (C). <o.j £ Sí , (G), entonces 

d («I A «Ja) = dio, A 0>a + (— l) p «>t A doj,. 

Demostremos la propiedad 3). Sea 

«>- 2 .1 dx'-A ... A dj‘l'. 

Introduzcamos una designación 

•»r- 2 ¿ * il A A dllp . 

Podemos escribir dio en la forma 


310=2 ^A-lpr. 


Recordemos que 


15-560 


«J = o, A «>a = (— l) p í«)a A <0i- 
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Luego, 


Sr = -^^+» lA -^-^ i)**' A». ■ 


</i* a»* 

Entonces, 


*»-S A-^r=2 dí ‘ A a •*.+ 


-f.(_l)Pci ^ di* A A iiH^dWi A ®>i+(— A ">i 

k-i 


Por cuanto de), os una (<f + i)-forma, tenemos 

dio, A«i”(- l'Pffl* 1 ) u>, A rf“>s- 
De oqui, de) = de), A “a + (—A d “»- . , ... . , 

Es válido la siguiente propiedad Importante do la diferencial. 

Propiedad lumlainrntal de la diferencial citerior: 

d (den — 0. 

DEMOSTRACION. Supongamos al principio que w es una forma de grado 0, 
es decir, o) (x) =~ / (*)• Entonces, 


d (dll = d 


S-gr-'-SS 


di* A di*. 


»-l ~ *«i i=l 

Por cuanto di* A da* — — di* A di*. c*la igualdad puede escribirse on la forma 

-M-S (A~At)* *"• 

•<» 


de donde proviene quo d (d;) => 0. 

Ahora, sea 

a,= V. u), , di 1 ' A ... A di*’’. 

p 

Entonces. 


d»'=- 2 2 

*0.1 l.< . . 


do, 


A di" A ••• A dr p. 


Obáervoiuoi 

diferenciales do 


I tu* 
ilS 


cada término de la suma es un producto exterior de lis 
formas de grado 0. a «al’er, de las formas Oj,... ^ (•*). 


r' 1 (du i, .. S 1 ' (dx). 

<lc quo pora la forma 


Resta por aplicar la propiedad 3 v aprovechar el heclio 
de grado O la propiedad fundamental queda demostrada. 
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8 3. Aplicaciones diferenciables 

i. Definición de las aplicaciones diferenciables. Examinemos un dominio 
arbitrario «i-dimensional D del espacio euclideo E" y un dominio «-dimensional 
G d E". Los puntos del dominio D se denotarán con los símbolos I - (<*, j* . . 
• ■ •. t"). y los del dominio G. con los símbolos x = (r 1 , x‘, . . *«). 

Diremos que q> aplica O en G, sí 

<T — {■p’. <1*.<P n ), 

donde q* (t)e stán definidos en el dominio D. y los vectores con las coordenadas 
xh = qS (() so disponen en ol dominio G. 

Definamos una aplicación q* que traslada «„ (G) en Q. (D), cualquiora 
quo sea n, 0< /> < a. En este caso considoramos que cada componente (r,<‘ (í) 
do la aplicación q es infinitamente dífercnciablc. 

Definición. Sen q> una aplicación de D c E" en G cr E" Denotemos con q>» 
lina aplicación que actiía, para todo 0*5 p< », de Q., (C) en Q„ (D) de conformi¬ 
dad con la siguiente regla: st ' 

“i. t,, 01 " A A <‘* >p . 

entonte» 

'i 1 '«■>) = S <■>,..» <t (*» <r* (ó* 1 ') A •• At* {óx'ó), 

U< . * P 

donde 


q* utx<)= ^ -^5r- di*. 


' ,it 

»— i 


ejemplo I. Sea ai una fo'inn do arado 0. es decir, o) = / (x). En esto caso 
q'* (/)-=/ («P («)). 

EJEMPLO 2. Supongamos que ij> aplica un dominio «-dimensional D E" en 
un dominio «•dimensional G E n y qne o> es una «-forma 


Entonces, 


n = dx' de 2 A • • • A dx“. 


«■>-(S-JÉ-«SA-af 2 ■£-«**)- 

Ai-'l 


V v .¿IL..._*!**... 


A,= I — 1 




A - A *" 2 

O 

= dí> a - A d<" det /’iütL'l . 

t dt> / 
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Do este motín, 

¥*<*• A* 5 A ••• h dl ") X' '.'.fS dl ' A A A 

OBSERVACION. Una forma 9* (a) se llama forma diferencial que se obtiene 
a partir de la fomia <o por sustitución do las variables 9. 

2. Propiedades tic la aplicación q*. Son válidas las siguientes propiedades 
de la aplicación 9* 

1) Si tO| € Q p (G), O), £ Q q (G). entonces, 

9* (o>, A <■>>) “ <P* (“i ) A 9* 

DEMOSTRACION. Sea 

(0,= y a, { ir) rfx‘‘ A • • • A dx l l', 

f,<...<i p ' p 

“5= S **,...*<*>**• A A 

En toncos, 

«iAioj- 2 2 n t, 

fi<...« p ki<- -• A„ 

Xdz'* A ••• A** 1 * A**" A .-ArfA 
y. por consiguiente, 

9* «o, A <■>.) - 2 2 «< C» W> *>■ <9 «»' 1 * A • • A 9* («*'*'»* “ 

-2 «l(9'9*(<****) A ••• A «p*(d****) A TS <*>■>«»* A-.-AtVíS]- 
i L k 

“9* «o,) A 9’ '“a* 

2) Si oiCQp(G), tenemos 

q* (dio) = dq* ton 

DEMOSTRACION. Al priucipiodemostremosquoiísla igualdad so verilica pera 
p = O, es decir, para w = I (x). Obtenemos 

n 

do>=2 ■^r rf ' r< ' 9* t«l-/(9(W. 

i-l 

m n> ** 

«9* le»- 2 -7¡r 1 <9 <'»' a '** “ 2 2 -£r dlb “ 

A-l i-t 

n 

= 2 -^ r 9*(d* , ' = 9*(de>) 

l~i 

Para un p arbitrario realicemos la demostración por inducción. Sea <o = 
=* /„ ... jpfr) dz" A • • -A Entoncos, da = d/¡, (pA^'A • • • 
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Con arreglo a la propiedad i) y la relación que acabamos de demostrar, 

9* (do>) = 9* {di) A 9* (da* 1 ) A ■■•Ai' (dxV 
Por otra parte, 

dq>* (íoj = (¡ 9 * [(/ dx‘‘ A- • - A dx'P- 1 ) AdJp\ = 

- d !q* (/ dx‘« A - ■ • A d**»-* A 9* (dx*P)]. 

Ahora, en virtud de la propiedad 3) de la diferencial exterior, 

d ¡¡>• (te) = d<p* U dx‘ ¡ A • • • A dx' p - 1 ) A 9’ (<<*'») + 

(-l)P-V </dx*‘A . . . Adx'P- 1 ) A d<P* (*'»). 

Notemos que <p* (dx'P) = dq* (x'p) debido a lo quo acabamos do demostrar, 
y, en tal coso, de acuerdo con la propiedad fundamental de la diferencial exte¬ 
rior, tenemos dep* (dx'P) =* 0. 

Por la suposición de inducción, legitima para p — 1. 

d<p* </dx‘>A ... A dx‘»-‘) — 9* {di A di*» A • • • A dx f P-«l. 

Do resultas obtenemos 

dq* (a>) = 9* (d/ A dx’ 1 A ... A dx'P-M A '(* Idx'P) 
y, según la propiedad 1), 

¿9* <(0) - q* (d/ A dx 1 '* A ... A dx'P). 

Una propiedad quo sigue ubojo se llama tramUivldad. 

3) Examinemos los dominios abiortos U t= E‘, fe A™, IV c E n , cuyos 

pimíos son u = (u*. u*. u 1 ), v = (p*. P 8 , . . ., p m ). n = (m*, re*, . . ., u' n ). 

respectivamente. Supongamos quo <r aplica V V, y 9 aplica V -o IV. Con 
9«q se designará una aplicación, llamada composición, quo actúa según la 
regla 

(♦ ® T) (“) — 9 19 («)]• 

De un modo semejante introduzcamos una composición 9* eif*. la cual trasla¬ 
da Ci|, (W) en Slp (t’>, cualquiera que sea p, es decir. 

(9* • <t*) <“>) = 9* N>* ('Olí- 
Resulta válida la siguiente relación 

(9 - 9)* = 9* »i|'' 

DEMOSTRACION Designamos P = 9 0 9* Esto significa que p = (P l , P 8 , ... 
.. .. p n ), donde 

|J* = 9A (9*. 9 8 , .... 9 m ). 

Demos, prirooro, la demostración para una forma lineal die* cr £2, (W0. 
Obtendremos 

i—I 1=1 j—i 
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Luego, 


Pero, 


fq'-q-*) (**)=W* <díe*)| = q* [di-* (a’*)] = 9* (<íq’') = 

=i* (2 iür* J ) -*2 -5 -vc^j. 

j=l 

I 

q-* (divi = dq>* (iJ) = rtqi — 2 ~j~T 11,1 ' • 


i-i 


y, por lo tanto, 


<***>=2 2 -^r -£f 


;=I l"l 

y la igualdad queda, pues, demostrada. De aquí se deduce la valide* de la pro¬ 
piedad 3) para cualquier forma lineal. Ahora realicemos la demostración por 
inducción. Sea 

«a =• t (tr) du*‘ A • • - A dw'P ( Q„ (H'J. 

Entonces, 

P* (tf) = P’ (/ dw “ A • • • Ai» 1 » 4 ) A P* (da '”) - 

- <q* a M'*1 (/ dtr’t A • • • A *■ *-’) A (q*«q*> x 
X(dw'P) = (<p* «q>) (I drr't A • • • A die’«>) - 

= (q* •'|>*> (o). 


§ 4. Integración de las formas diferenciales 

t. Definiciones. Denotemos con / m un cubo unidad en el espacio cuclideo E"‘: 

/"• - {1 e lí m , 0 < í' < 1. 1 = 1. 2 . m). 

Por aplicación q del cubo / m en un dominio «-dimensional G c: E " se en¬ 
tenderá la aplicación en G de cierto dominio D c: E m , dentro del cual so con¬ 
tiene I m . Análogamente, llamemos p-forma diferencial o>, definida en / m , a una 
p-forma definida en cierto dominio D cl E m que contiene / m . 

Definición 1. Se denomina integral, extendida al cubo I P, de una p-forma 

<■> = /(«) d( l a dl=A ... A díP, 

definida en el cubo /P a una magnitud 

i i 

$ o>= J ... J /(Mdí'dl* ... d<P 

jp o o 

Nuestro objetivo inmediato consiste en determinar la integral de una forma 
diferencial extendido a una superficie cualquiera. Es natural que el grado do la 
forma coincidirá con la dimensión de la superficie. Por superficie se entendorá 
la aplicación do_ un cubo unidad de la misma dimensión (recordemos que la no¬ 
ción de iplicación incluye tanto el dominio de valores, como también la ley de 
concordancia). Por otra parte, a veces llamaremos superficie sólo una imagen 
del cubo. 
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Definición 2. Se denominará cubo singular m-dimenslonal en un espacio 
E a (m < n) a una aplicación dijerenciabte del cubo I m en E n . De este modo, deno¬ 
tando el cubo singular con C, podrmos escribir 

C = 9: I m — A". 

Oiremos que el cubo singular C está contenido en G c E n . si 9 (/ m ) c; C. 

AJiora podemos determinar In integral de cualquier p-íorma to 6 SI,, (G) exten¬ 
dida a cualquier cubo singular ^-dimensional Ccfi, 

Definición .*<. Sr denomina integral de la tormo o> <rz S> /( (G). extendida al 
cubo singular Q = q: l p —e E'‘ contenido en G, a una magnitud 


^ 9* !<■>). 

i" 

Cerciorémonos de que la integral de una p-formj, extendida al cubo singu- 
ar «-dimensional C, depende sé lo de la imagen ip (i*), y no de la ley de con¬ 
cordancia 9. 

Analicemos, ante todo, más detalladamente la definición de integral de to 
extendida al cubo singular C. 

Supongamos que <0 € Q¡, (G) tiene por expresión ia = / ( 1 ) di' 1 A • • • 
... A dxP, y, en este case, 9* (o>) — /19 (1)1 9* (dx'‘ f\ . . . f^dx'v). En vir¬ 
tud del ejemplo 2 en el p. 1. § 3. 

9 * (mi - /19 mi ? P) n d, ‘ a** a ... a*» 

Por 1 onsiguiente. 

f ftiip’ 1 .«p'ft 

<e-J t lililí 7, ( 7T- p¡—dt‘h...fidtP. 

I" 



Definición 4. Sean C, 9,. /P-» E" y C, •= if t : /P E" dos cubos singula¬ 
res. Diremos que C| — C 3 . si existe una aplicación bitmíivca t del cubo it sobre sí 
mixmo de tal g/nero que 


ll 


qit'l-íilx (01- 


Olí'. t« 
D{t‘. I*. 


t p > 
.... IP) 


> 0 . 


Está claro que si C| = C¡, se verifica la igualdad C.¡ = C„ puesto que la 
aplicación inversa x~‘ satisface las exigencias necesarias. 

.Suele decirse que C| - —C,. si en la condición 2) el determinante funcio¬ 
nal es siempre inferior a cero (es evidente que en este caso C, = — C|). Se dice, 
entonces, que C x y C 7 se diferencian en orientación. 

Es válida la siguiente afirmación: ti C , = C t , te tiene 

^ u>= ^ <0. 

c t c ¿ 


üi;MOSTRACION Demos la demostración para ol caso en que 
ú> « / (/> rfr 1 A dx* A . . . A d x P. 
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Por definición. 


r f .0(<pj, 9 j).. 

\ ®“ \ /I«P«(*)I d <¡i (s - 

& /P 

Por hipótesis, existe una aplicación x del cubo i* sobre sí mismo que sa¬ 
tisface las condiciones 1 ) y 2 ). 

Realicemos en la integral el cambio de la variable t = x (*), s 6 I p . Obten¬ 
dremos qi! (/) = 9 , (t (*)) = 9, (s), 

s - s i i rs a 


c. 


tP 


= $ /l»i<«)] d»*A---A<h p - S «o. 

,p ’ c ‘ 

De un modo análogo podemos probar que si C, = —C' t , entonces 



2. Cadenas dilcrenciables. Nos harán falta unas superficies que so descom¬ 
ponen en varios pedazos, cada uno de los cuales os una imagen de ciorto cubo 
m-dimensional. Como ejemplo de tal superficie pueden servir dos circunferen¬ 
cias do la frontera de un anillo que se dispone en un plano bidimensionat. En 
este caso distinguiremos las orientaciones de dichas circunferencias. Con este mo¬ 
tivo resulta útil introducir las combinaciones lineales de los cubos singulares 
con coeficientes reales. 

Definición 1. /.lamemos cadena p-dtmcusional C a un luego arbitrario 

{X,. X,, . . X*, Cj, C t . C k ), 

donde X, ron números reales, y C¡, cubos singulares p-dlmenstonales. Se emplearon 
las siguientes designaciones 

C = X,C, + X k C'v 

Diremos que C pertenece a G, si todos los C¡ pertenecen a G. 

El conjunto de cadenas p-dimensionalos forma un ospacio lineal, si intro¬ 
ducimos de un modo natural las operaciones de sumación y multiplicación por 
unos números reales. 

Definición 2. Se llama integral de la lorma o>. extendida a la cadena p-dtmen- 
stonal C contenida en C, a una magnitud 


\ o> = Xj ^ lü-t-Xj ^ a> + ...+ X* ^ o). 

C Ci C t C„ 

Podemos determinar, ahora, la frontera de un cubo singular arbitrario. 
Con esto fin hallemos, al principio, la frontera de un cubo unidad. 

Definición H. Se llama frontera del cubo ÍP a una cadena (p — i)-dímcnsie- 
nal 

d/P= S (—DM'J«—/?<«>. 


donde /£ (i) es la intersección del cubo I* con un hlperplano x l = a, (a = O, 1 ). 
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Para que la definición aducida seo correcta, es necesario explicar qué senti¬ 
do tiene la afirmación de lo que /£ (i) es un cubo singular (p — 1 (-dimensional. 

Construyamos una aplicación canónica <p = qj“’ p del cubo I¡‘~ ¡ sobre /£ (¡). 
Sea s = (s ! , «*, . . sp-‘) f /P-*. Pongamos 

{ »*. si 1 <*<í, 

a, si k=i, 

si i<*<p. 

Es evidonte que q = («p 1 , q J , . . q>P) aplica biunívocamento /P- 1 sobre 
(í). En particular, cuando a = 0 o f = p. la aplicación <p es una restricción 
en I‘‘ a (p — 1) de la aplicación idéntica del espacio EP sobre sí mismo. 

Definición 4. Se ¡lama trontera del cubo singular p-dlmensional C =s q>: /P 
-r a una cadena (p — \)-dtmenslonal 

dC= j\ (-!)'!*(/?(i»-i>(/f (0)1- 
1=1 

Asi pues, la frontora de la imagen del cubo /? es la imagen de la frontera de 
1P con orientación natural. 

EJEMPLO t. Examinóme* en el plano un cuadrado / s . Es evidentu que esto 
cuadrado puede considerarse comu un cubo singular, ol tomar a titulo de <p una 



F'g- 7.11. Fig. 7.12. 

aplicación idéntica. En la lig. 7.ti se señala la frontera de este cuadrado, con la 
particularidad de quo el sentido de las flechas coincide con la dirección do creci¬ 
miento de parámetro I", respecto del cual se realiza la integración, eu el caso 
en quo ol lado dado del cuadrado integra la cadena B1‘- con el signo +. y la di¬ 
rección de las flechas es contraria, si el lado so toma con oí signo —. Vemos 
que nuestro convenio de los signos conduce al recorrido ordinario de la frontera 
on el sentido contrahorario. 

Ejemplo 2. Veamos un cubo singular C — a: I 2 -* H-, donde m liono por 
expresión 

•l 1 — (<t+ Rt l ) eos 2ní*, 
q ! = (a-fi?t>) sen 2311®. 

Es fácil ver que tp (/*> os un anillo cuya frontera está formada por las cir¬ 
cunferencias de radios iya + S Aclaremos qué constituye la frontera del cubo 
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singular C. Es obvio que q (/g ( 1 )) es una circunferencia 
q l =nc«s 2 jif s , 
q* = a sen 2 iu t . 

Luego, 9 (/; (1)) es una circunrerencia do radio o -|- fí Por fin, q (/; (2)) 
y q (/f ( 2 )) es un segmento r- = Ü. ■ír'íi + B 

En la fig. 7.12 las flechas señalan la dirección del recorrido de la frontera 
úC, si el recorrido se realiza en el sentido coutrahorario. 

Por cuanto q (/g (2)> — q (/f (2)) — 0 . podemos considerar que 

OC = q (1\ ( 1)1 - q (/; (i». 

lo que coincide con la interpretación ordinaria de la frontera <le un anillo. 

Aclaremos de qué modo están ligadas entre si la integral de la forma o a 
lo largo de la frontera del cubo C y la de la forma q* fui) n lo largo de la Ironte- 
ru de ¡f. 

Afirmación- Sea C — q»: iv K n un culpo singular arbitrarlo con/raído en 
G, y se a <ú £ flp-i (G). Resulta válida una Igualdad 

(<o— J q* (Olí. 

OC 0 ,P 

demostración Es evidente que, tomando cu consideración la definición 
de la integral por una cadena, basta demostrar la igualdnd 

^ J q* i®). 

*Uo«» 


Veamos una aplicación canónica q — q¡*’ v : -*■ l‘¿ (I). Por definición, 

^ 9 * (<■>)= ^ q* [q* (<o)|. 


En virtud de la propiedad 3) do las aplicaciones diferenciables (véase p. 2, 
i 3). 

<p* o (q) o q>)V 

De este modo, 

^ q»((0l= J (qoq)*(a)= J o>= ^ «, 

/£<»• /P_1 <vsVf r -‘i <«!&«)) 

puesto que (q •> q) (/P- 1 ) = q (7g (t». 

3. Fórmula de Stokes. 

Teorema fundamental. Sea C = q: /P — F." un cubo singular arbitrario 
contenido en G, y sea (o £ £l p _i ((?). Es válida la ¡ármala de Stokes 


J dta= ^ o>. 


Demostremos, al principio, la fórmula de Stokes en el siguiente caso parti¬ 
cular. 
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Sea ío una tu raía diferencial do grado p — 1, definida en /P. Se verificará 
una igualdad 

$ rfoi = ^ o. (7.01) 

¡r ¿i p 

olí MOSTRACION. Seo «o — f (l) rf! s A • • • A dfP. Por definición, 

p 

^ <o = y¡ ( — 1 )' ( J ta — J w) . 

ñ¡P ‘-i iP(t> /[■(,) 

Calculemos la siguiente integral: 

^ ío, donde / = t. 2. p. * = 0. 1. 

'5'<> 

Veamos una aplicación canónica <p; fP- 1 -e /% (I). Teniendo prisentes los 
resultados de este párrafo, resulla 

$ a>= $ H?(»)i íi'a-aj»^ 1 . 

/S(« 

Por definición de la aplicación canónica el jacobiano tiene por ©x- 
presión 


91 I -A 1, > 


, D (a 1 .*■-«. a, s<. «p-‘i 

y= ~ ~ó„r¿ .«p-, -"°* 


. nt$>, a».jp-i) 

~,;i. ,i . ,p~) —'• S1 


De este modo, sólo los integrales extendidas a í¿¡ (ti pueden ser distintos 
de cero, y. por eso. obtenemos 

$ ei-»(— li ( J w — $ co)= J f (1. í» .íP-‘)dr‘A... 

oi p lg(l) jPil» 

...AdsP-'— $ /(O, «•.sP->l < fc'A...A‘/* p -'- 

,p-i 

Por definición do integral extendida a un cubo fv~ x , 
l l 

$ u>= J ... ^ 1/(1, s>, .... íP-'i —/(O. .tP-'ildí'ds* ... Ií»P-' = 


"S S •" S 7F- ds °‘ il ' 5 
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Por otro lado. 

■lia— — r dl l fdl t /\...i\dlV. 

Por consiguiente, 

5 <f “ = * \ ~W 

¡p ¡p 

La igualdad (7.61) queda demostrada. , . .. ... , 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE STOHES. Por definiciun de la integral 
extendida a un cubo singular, tenemos 

j da “ j <p* (da>). 

C ,P 

En virtud de Ja propiedad 2) de las aplicaciones diíerenciables (véase p. 2, § 3), 

\ 9 * (día) = ^ di]'* («)- 

,P ,P 

Ahora aprovechamos la fórmula de Stokes, ya demostrada, para el cubo !’’■ 

j¡ dip*«o)- J 

;P oI p 

Kesta por observar que según la propiedad de las integrales a lo largo de la fron- 
tora do un cubo singular (véase el fin del p. 2 del párrafo presente) 

§ ip* «o)— ^ 0). 
ai* <* 

El toorema esta completamente demostrado 

4. Ejemplos. 1) Examinemos un caso de p = 1 Un cubo singular unidimen¬ 
sional C en E 71 representa una curva cuyos extremos se denotarán con a y b. La 
fórmula de Stokes adquiere la forma 

J \ /=/(»)-/<«)■ 

C ÓC 

En particular, cuando n — 1, obtenemos la fórmula de Newton—Leibniz 

b 

J f'{x)di — l{b)— /(o). 

a 

2} Sea, ahora, p = 2. Un cubo singular bidimensional C represento uno 
superficie tridimensional, la forma ce £ £2j tiene por expresión 

n 

G>= Y 

fc=i 
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Sirviéndonos de ejemplo,2, p. 2, § 2, obtenemos 

S 2 (-g-g-) w-S 

Cfc^i dC *=1 

Si /i = 2, obtendremos, al designar c*> = /> dx l -1- Q dx % , la fórmula de 

O roen 

S {■§—£r) Pd*'+Q**'. 

c oc 

Si n = 3. obtendremos la fórmula corriente de Stokes. 

3i Sea p = n. Entonces, <u £ tiene por expresión 

n 

W=* 2 <ü\dar l A - - f\d* x ~ x M* k * x A •• • Adx n . 

k~\ 


dú> -* 2 2“r“ da-tAdj-’Ad-r"* 2 ( — 1l*" 1 . dx 1 A dx* A • • • d* n . 

/«=*! í=l M-l 

En particular, cuando n «■ 3, tenemos 

ü> = P dx a A dx*—(J dx 1 Adx* -f- ^ dx 1 A dx*. 


y obtenemos ln fórmula de (Mrogradski. 



Capítulo 8 

MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE 


En el capítulo I (v. II) y en el capí lulo 2 de este volumen se estu¬ 
diaba la integral de Riemann de la función de una y de n variables, 
respectivamente. El concepto de integral de Riemann abarcaba 
una clase de funciones o bien estrictamente continuas en un dominio 
que se consideraba, o bien próximas a las continuas (el conjunto de 
puntos de discontinuidad de tales funciones tiene un volumen «-di¬ 
mensional igual a cero). Dicho concepto resulta ser insuficiente en 
una serie do apartados fundamentales de las matemáticas modernas 
(en la teoría de las funciones generalizadas, en la teoría modorna de las 
ecuaciones con derivadas parciales, y en otros). 

En el presente capítulo se expone la teoría de una integral más 
general, a saber, de la llamada integral de Lebesgue *), para lo cual so 
desarrolla preliminarmento la teoría de la medida y de las así lla¬ 
madas /unciones medibles (que representan una amplia generalización 
de las funciones continuas). 

La idea fundamental de la integral de Lebcsgue, que lo hace 
diferente de la integral de Riemann, consiste en que, al componerla 
suma integral lebesguiana, los puntos se reúnen en sumandos sepa la¬ 
dos no según la proximidad do dichos puntos en un dominio de inte¬ 
gración (como se bacía en la suma integral do Riemann), sino a base 
de la proximidad en estos puntos de los valores de la función inte¬ 
grable. Esta idea permite precisamente extender el concepto do 
integral a una clase muy amplía do funciones. 

Conviene notar que varias teorías matemáticas que admiten el 
entendimiento de una integral en el sentido de Riemann adquieren 
un carácter más acabado cuando se usa la integral de Lebesgue. Como 
ejemplo de tal teoría sirve la teoría de las sories de Fourier que se 
expone con el empleo de la integral en el sentido de Riemann en el 
cap. 1, y de la integral de Lebesgue, en el cap. 2. 

En este capítulo la exposición se realiza para el caso de una sola 
variable, aunque puede ser aplicada sin dificultades algunas al 
caso de cualquier número n de variables (la observación correspon¬ 
diente se aduce al final del capitulo). 


*) A. Lebesgue <1875—1941), matemático francés. 
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§ I. Sobre la estructura de los conjuntos 
abiertos y cerrados 

Examinemos un conjunto arbitrario E de puntos de una recta 
infinita (— oo, oo). 

Llamemos complemento del conjunto £ a un conjunto denotado 
con el símbolo CE e igual a una totalidad de aquellos puntos déla 
recta infinita (—oo, oo) que no pertenecen al conjunto E. 

Si llamamos diferencia de los conjuntos A y B una totalidad de 
aquellos puntos del conjunto A que no pertenecen al conjunto B, 
ysi denotamos la diferencia de los conjuntos A y B con el símbolo 
el complemento CE del conjunto E puede ser representado 
en la forma 

CE — ( —oo, oo)\E. 

Hecordemos algunas definiciones introducidas en el v. 1. 

1°. Un punto x se denomina punió interior del conjunto E, si 
existe un entorno riel punto r (es decir, un intervalo que contiene 
diclio punto) integramente perteneciente al conjunto E. 

En adelante un entorno arbitrario del punto x se denotará con 
el símbolo v (a). 

2 C . Un punto x se llama punto limite del conjunto E, si en todo 
entorno v (a-) del punto r existe por lo menos un solo puntox 1 * del 
conjunto E que son distinto de x. 

3°. Un conjunto G se llama abierto , si todos los puntos de esto 
conjunto son interiores. 

'i' 3 . Un conjunto F so llama cerrado, si contiene todos los puntos 
límites suyos •). 

Una totalidad do todos los puntos límites do un conjunto arbitra¬ 
rio E so denotará con el símbolo E' , y la suma o unión de dos conjun¬ 
tos A y B, con el símbolo A B. o bien A (J Z? ®). Convengamos en 
llamar clausura de un conjunto arbitrario E a un conjunto que se 
designa por el símbolo E y que es igual a la suma E + E'. 

Es evidente que para cualquier conjunto cerrado F so verifica 
la igualdad F — F. 

Una totalidad de todos los puntos interiores de un conjunto 
arbitrario E se designará por el símbolo int E 3 ). 

Es evidente quo para cualquier conjunto abierto F se verifica 
la igualdad int G = G. 


i En particular, un conjunto privado de puntos límites es cerrado (pues, 
el conjunto vacío está contenido en cualquier conjunto?. 

"■ s “ mno unión de los conjuntos A \ B ;i un conjunto C que su 

compone de los puntos pertenecientes por lo menos a uno de los conjuntos A o D. 

3 I Int, tres primeras letras de la palabra francés «intcrleur» (parle interior). 




Para un conjunto sumamente arbitrario E el conjunto int E p« 
abierto, mientras que el conjunto E es cerrado. 

observación. Se puede mostrar que ínl E es una suma de todos los 
conjuntos abiertos contenidos en y E es intersección *) de todos 
los conjuntos cerrados que contienen E. De este modo, int E repre¬ 
senta un conjunto abierto más grande de los que están contenidos 
en E. y E es un conjunto cerrado más pequeño de los que contienen E. 

Detengámonos en las propiedades más simples do los conjuntos 
abiertos y cerrados. 

1 °. SI un conjunto F es cerrado, su complemento CF será abierto. 

demostración. Un punto cualquiera x del conjunto CF no perte¬ 
nece a F y (en virtud del carácter cerrado de F) no pertenece al 
conjunto F' de puntos límites de /•'. Mas, esto es indicio do que 
cierto entorno v (x) del punto x no pertenece a F, y. por eso. pertene¬ 
ce a CF. 

2°. Si un conjunto (i es abierto, su complemento CG será cerrado. 

demostración. Cualquier punto límite x del conjunto CG perte¬ 
nece a ciencia cierta a este conjunto, pues, en el caso contrario, x 
perteneciera a G, y por cuanto G es un conjunto abierto, entoncos un 
entorno v (x) del punto x también perteneciera a G. y no a CG, es 
decir, el punto x no luera punto limito «lo CG 

3". La suma de cualquier número de conjuntos abiertos es un con¬ 
junto abierto. 

demostración. Sea E una suma de cualquier número do conjun¬ 
tos abiertos G a (el indice a no es, en el caso general, un número) 
y sea x un punto arbitrario de E. Entonces (por definición de la suma 
de conjunjos) x pertenece por lo menos a uno de los conjuntos G„, 
y por cuanto cada conjunto de G u es abierto, se encontrará cierto 
entorno v (x) del punto x que también pertenece al conjunto citado 
de G a> y, por tanto, al conjunto E también. 

4 o . Úna intersección de cualquier número finito de conjuntos abier¬ 
tos será un conjunto abierto. 

demostración . Supongamos que el conjunto E es una intersección 
de los conjuntos abiertos G u G„ ..., G n . y que x es un punto cual¬ 
quiera de E. Entonces, el punto x pertenece a Gn, cualquiera que sea 

k (k = 1. 2. n). por lo cual existe un entorno 14 (x) = (x — e*. 

x ■+- e h ), en >■ 0 . del punto x que también pertenece a Gn- Si e “ 
= mín {en, e 2 , . . ., s n }, el entorno v (x) = (x — e, x + e) del pun¬ 
to x pertenece a todos los Gn, a consecuencia de lo cual pertenece 
también a E. 

5°. La intersección de cualquier número de conjuntos cerrados es un 
conjunto cerrado. 

*) Se llama tnterieceión de A y B un conjunto de puntos que pertenecen tanto 
a ,4. como a B. 
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demostración. Supongamos que el conjunto E representa una in¬ 
tersección de cualquier número de conjuntos cerrados F a (el indice a, 
no es, en el caso general, un número). Notemos que el complemento 
CE representa una suma de todos los complementos CF a , cada uno de 
los cuales es, de acuerdo con 1°, un conjunto abierto. 

Según 3 o , el conjunto CE es abierto, razón por la cual, en virtud 
de 2 o , el conjunto E es cerrado. 

6 o . La suma de un número finito de conjuntos cerrados es un con¬ 
junto cerrado. 

demostración. Sea E una suma de conjuntos cerrados F,, F.¿, . .. 
■ . ., F„. Entonces, CE representa una intersección de los conjun¬ 
tos CF t , CF Z , . . CF n , cada uuo de los cuales es, en virtud de 1°, 
abierto. De acuerdo con 4 o , ol conjunto CE es abierto, y, por eso, 
en virtud de 2 o . ol conjunto E es cerrado. 

V. Si el conjunto F es cerrado y el conjunto G, abierto, el conjun¬ 
to í’XG será cerrado y el G'-^F, abierto. 

demostración. Es suficiente notar que el conjunto es una 

intersección de los conjuntos cerrados F y CG, mientras que el con- 
juuto GX/ 1 es intersección de los conjuntos abiertos G y CF. 

Sirviéndonos de las propiedades establecidas, demostremos un 
teorema sobre la estructura de un conjunto abierto arbitrario de 
puntos de una recta infinita. 

Convengamos en denominar (aquí y en adelante en este capítulo) 
intervalo a cualquier conjunto abierto conexo de puntos tie una recta 
infinita (no forzosamente acotado). Dicho de otro modo, un intervalo 
representa o bien un segmento abierto a <x <b, o bien una de las 
semirrectas abiertas a <x <Coo. o — oo <x < 6, o bien toda la 
recta infinita — oo < oo. 

Teorema 8.1. Todo conjunto abierto de puntos de una recta infinita 
representa una suma de un número finito o numerable ‘) de intervalos 
dtsjuntos dos a dos. 

demostración. Sea G un conjunto abierto cualquiora y sea x, 
cualquier punto fijo en G. Por cuanto G es abierto, se encontrará un 
entorno v (x), contenido en G , del punto x. La suma do todos los 
entornos v (x) del punto fijo dado x contenidos en G se denotará 
con 1 (x). Demostremos que I (x) es un intervalo. 

Denotemos con a la cota inferior exacta del coujunto de todos los 
punto de / (x)_ (en el caso en que el conjunto de todos los puntos 
de / (x) no está acolado interiormente, pongamos a = — oo). y con b 
la cota superior exacta del conjunto de todos los puntos de I (x) 
(en el caso en que el conjunto de todos los puntos de f (x) no está 
acotado superiormente, pongamos b = oo). Basta probar que un 
punto arbitrario y del intervalo (a, b) pertenece a f (x). Sea y un 

l ) Recordemos que numerable so denomina un conjunto infinito cuyos ole- 
montos pueden sor numerados, es decir, puestos en una correspondencia hiuuí- 
voca ion la serie natural de númoros 1, 2. 3. . . . (véase v. I. cap 3. § 4, p. l>). 
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punto arbitrario del intervalo (a, b). Convengamos en considerar, 
para concretar, que a <y <x (el caso en que x < y < b se estudia 
de una manera sumamente análoga). Por definición de la cota infe¬ 
rior exacta, existe un punto y' que pertenece a 1 (x) y que es de tal 
índole que y‘ < y. Mas, esto significa que se encontrará un 
entorno v (x) del punto fijo x que contiene el punto y' . En virtud do 
las desigualdades y' < y <x. resulta que el mismo entorno v (x) 
contiene también el punto y. De aquí se deduce que también I ix) 
contiene y, con lo que queda demostrada la afirmación de que 1 (x) 
es un intervalo. Puede decirse que I (x) es el intervalo más grande 
contenido en G que contiene el punto x. 

Ahora, cerciorémonos de que si los intervalos 1 (x,) e I (x s ) están 
construidos para dos puntos diferentes fijos x l y j, del conjunto G, 
dichos intervalos o bien no tienen pantos comunes, o bien coinciden. 
Efectivamente, si los intervalos I (x,) e / (x s ) contuvieran un punto 
común x, se contendrían ambos en I (x) y. por eso, coincidirían. 

Al construir para cada punto x su propio intervalo I (x), elijamos 
ahora los mtorvalos que no contienen puntos comunes (os decir, 
riisjuntos dos a dos). Cada uno de astos intervalos contiene por lo 
menos un solo punto racional (lo que se conoce del cap. 2, v. I). Por 
cuanto el conjunto de todos los puntos racionales es numerable (véa¬ 
se v. 1, cap. 3, § 4. p. 6). el número de lodos los intervalos / (x) dis¬ 
juntos dos a dos. es a lo sumo numerable. Ya que la suma de todos los 
intervalos de esta Índole constituye el conjunto G, el teorema queda 
demostrado. 

Corolario. Todo conjunto cenado de puntos de una recta infinita 
se obtiene suprimiendo en la recta finita un número finito o numerable 
de intervalos disjuntos dos a dos. 


§ 2. Conjuntos mcdibles 

1. Medida exterior de un conjunto y sus propiedades. Toda la 
teoría que se expone en este párrafo se debe a A. Lebesgue. Do punto 
de partida en dicha teoría sirve el empleo, a titulo del conjunto 
principal (original), de un intervalo A = (a. b), cuya longitud o me¬ 
dida se considera conocida e igual al número | A | = b — a > 0. 

Sea E un conjunto arbitrario sobre una recta numérica. Se de¬ 
nomina recubrimiento 5 = 5 ( E ) de un conjunto E a todo sistema 
finito o numerable de intervalos {A„ }, la suma de los cuales con¬ 
tiene el conjunto E. La suma de longitudes de todos los intervalos 
(A n ) que integran el recubrimiento 5 = 5 (E) se denotará con el 
símbolo o (S). 

Así pues. 


o(5) = 2 |A„| <: oc. 
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Definición. Se llama medida exterior del conjunto E a una cota 
injerior exacta de a (5) sobre el conjunto de todos los recubrimientos 
S — S (E) del conjunto E 

La medida exterior del conjunto E se denotará con el símbolo 
I E I *• Así pues, por definición 

|£|*= inf o(5). 

S(E) 

Evidentemente, la medida exterior de cualquier intervalo coincide 
con la longitud de este intervalo. 

Pongamos en claro las propiedades de la medida exterior. 

I a . Si el conjunto E, está contenido en E t '), tendremos | £,|* 

*£ i ^2 I*- Para demostrar, basta notar que cualquier recubrimiento 
de E_ t es simultáneamente el recubrimiento de . 

2 . Si un conjunto E representa una suma de un número finito 

o numerable de conjuntos {E k ) {simbólicamente E = (J E„). entonces 

|A'I* < |P k |*. (8.1) 

demostración. Fijemos un e > O arbitrario. Por definición do una 
medida ¡ E h |* como cota inferior exacta, para cada número A existe 
tal recubrimiento S k (£») del conjunto E k por un sistema de inter¬ 
valos {A*} (n 1, 2. . .) que 

2 i¿íi ^ i£*r+ (8.2) 

!l«l 

Designemos con 5 un recubrimiento de todo el conjunto E que reúne 
todos los recubrimientos 5* (A =» 1, 2. . . .) y que se compone de to¬ 
dos los intervalos {A* ( (A = 1, 2, . . n = 1.2,. .). Por cuanto S 
es ud recubrimiento de E, entonces | E |* ^ o (5), pero o (5) = 

«O oo 

= 2 2 I A nl- 

* = 1 71=1 

De las dos últimas relaciones y de (8.2) obtenemos 

1*1* <2 (|£*I* + ‘5t)- 2 l*.l* + e- 

La desigualdad (8.1) está demostrada. 

Convengamos en llamar distancia entre los conjuntos E¡ y E t la 
cola inferior exacta de las distancias entre dos puntos de los conjun¬ 
tos E¡ y E j, respectivamente. 


') El hecho de que el conjunto está contenido en F., se designa simbólica¬ 
mente asi: E 2 cf¡, as 


tu* 
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Designaremos la distancia entre los conjuntos E x y E s por el sím¬ 
bolo p (E u E s ). 

3'. Si p (Ei, E.) > 0, tenemos \ E x U I* = I E x |* + | E t |*. 

demostración. Pongamos 6 = y p (E„ E ¡). Para un e > ü arbi¬ 
trario y para b > 0 elegido existe tal recubrimiento S (E) del con¬ 
junto E = Ei U E t , que cr (5)< | E |* -l-e, y la longitud de cada 
intervalo del recubrimiento | A„ | es interior a 6 ')• Evidentemente, 
los intervalos A„ que recubren los puntos de E, no contienen puntos 
de E„ y, viceversa, los intervalos que recubren los puntos de E t no 
contienen puntos de E, . De otras palabras, el recubrimiento tomado 
S (E) se desintegra en una suma de dos recubrimientos: S (E) = 
=» Si (E¡) -H (E x ), el primero de los cuales ó' x recubre E ,, y el 
segundo recubrimiento S¡ recubre E¡. Llegamos, pues, a que 

Si (E,) + S, (£,)<|£|* -He. 

Do aquí proviene que | E, |* -!- | E 2 I* ^ I E 1* + e, y, por lauto 
(en virtud de que e es arbitrario), | E, 1* 4- | A'¡¡ |* < | E |*. Por 
cuanto, según la propiedad 2°. se verifica también la desigualdad 
inversa | E ¡* < | E¡ |* •+ | E t |*. resulta que | E |* = | E x | * + 
-H 1 E x |*. La propiedad 3 o está demostrada. 

En particular, la propiedad 3° queda válida, si E , y E t son aco¬ 
tados, cerrados y no contienen puntos comunes. 

4°. Para un conjunto arbitrario E y un número arbitrario e > 0 
existe un conjunto abierto C que contiene E ij es de tal índole que 

| G |* < | £ r + e. 

demostración. Basta tomar a titulo de C la suma de todos los 
intervalos que componen el recubrimiento S (E) del conjunto E, 
para el cual o (S)í¿_ 1 E |* ■+■ e. 

2. Conjuntos inedlbles y sus propiedades. 

Definición 1. Un conjunto E se llama medible, si para cualquier 
número positivo e existe un conjunto abierto G que contiene E y es de tal 
índole que la medida exterior de la diferencia G\E ts Injertar a e. 

La medida exterior del conjunto medible E se llamará medida de di¬ 
cho conjunto y se denotará con el símbolo 1 E ¡. 

De esta definición se deduce que la medida del conjunto E es igual 
a cero cuando, y sólo cuando, es nula la medida exterior de este 
conjunto. 


*1 Esto so deduce de lo que para e > O y 6 > 0 arbitrarlos existo un recu¬ 
brimiento S (E) del conjunto E tal que o (5) < | B I* -He. y X < Ó (para 
todo intervalo del recubrimiento S ). Para cerciorarse de ello, basta, al tomar 
un recubrimiento S‘, para el cual o (S‘) < | E |* -¡- -i-, dividir cada intervalo 

del recubrimiento .S" en intervalos de longitud interior a 6, y. después, recu¬ 
brir los extremos de estos últimos intervalos con los intervalos, cuyas longitudes 
sumadas constituyen cu total una magnitud inferior a e/2. 
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Demostremos una serie de afirmaciones que aclaran las propie¬ 
dades principales de los conjuntos medibles. 

Teorema 8.Z. Todo conjunto abierto es medible. con la particu¬ 
laridad de que su medida es igual a la suma de intervalos disjuntos 
dos a dos que lo componen. 

La demostración es obvia (basta tomar G — E en la definición de 
mensurabilidad y constatar que la cota inferior exacta de o (5) se 
logra sobre el recubrimiento S coincidente con la partición de E en 
una suma de intervalos disjuntos dos a dos). 

Teorema 8.3. Una suma de un número finito o numerable de conjun¬ 
tos medibles es un conjunto medible. 

OO 

demostración. Sea E = U E„. siendo cada E„ medible. Fija- 

K» 1 

mos arbitrariamente e > 0. Para todo conjunto E„ existe un conjun¬ 
to abierto G„ que contiene E„ y que es de tal índole que 

1 G„\£„ |* < e- 2'“. (8.3) 

OO 

Al poner G — (J G n , notemos que el conjunto E está contenido en G 

ii~ i 

y que la diferencia G\/t está contenida en la suma (J (Gn^En). 

n—1 

Mas, en este caso, de la propiedad 2° de la medida exterior (véase el 
punto antecedente) y do la desigualdad (8.3) obtenemos 

S |G n \£„l*<e 2 2- = c. 

no | m> I 

El teorema está demostrado. 

Teorema 8.4. Todo conjunto cerrado F es medible. 
demostración. Realicemos la demostración en dos etapas. 

I o . Supongamos al principio que el conjunto P está acotado. 
Fijamos arbitrariamente e > 0. De acuerdo con la propiedad 4 o de la 
medida exterior (véase el punto antecedente), existo un conjunto 
abierto G que contiene F y que es de tal índole que 

1 O |* < | F |* + e. (8-4) 

Según la propiedad 7 o del § 1. el conjunto G\F es abierto. Por eso, 
de acuerdo con el teorema 8.1, el conjunto GX.A' puedo representarse 

K 

en Forma de una suma G\F= U A„ de intervalos disjuntos dos a dos. 

n—i 

El teorema quedará demostrado, si establecemos que 
|C \ F|* = | A, | < e. 


(8.5) 
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Convengamos on denotar (para cada intervalo A = (a, 6) y todo 
número a del intervalo 0 <a <C h ~° 1 con el símbolo A“ un inter¬ 
valo A° = (a + a, b — «), y con el símbolo A“ un segmento A“ = 
— [a -|- a, b — oí. En cambio, si a Js fc ~ a -, con A a so designará 
un conjunto vacío, para el cual | A° | = 0. Para todo número n pon¬ 


gamos £? = Ú A?. Es evidente que j |* = 2 I A» I- El con- 

junto L'f, es, de acuerdo con la propiedad 6° del § 1, cerrado. Por 
cuanto este conjunto no tiene puntos comunes con el conjunto cerra¬ 
do F. entonces (en virtud de la propiedad 3° do la medida exterior) 


1 SÍ + F\* - | El |* + | F I». ( 8 . 6 ) 

Por otra parte, ya que el conjunto 7& + F (para todo a > 0 y para 
todos los números n) está contenido en (1, tendremos (en virtud do la 
propiedad I o de la medida exterior) 

|ÍS+f|*<|G|*. (8.7) 


De (8.5), (8.6) y (8.7) obtenemos 


I ¿n I* + I F I* < | F |* + e (8.8) 


(para todo a > 0 y todo número n). Por cuanto el conjunto F es 
acotado y su medida exterior | F |* <oo. de (8.8) resulta que 


I E« I* < e (8.9) 

(para todo o > 0 y lodo número n). Pasando en (8.9) al límite pri¬ 
mero para a->- 0 + 0, y, luego, para «-*• oo. obtendremos la desigual¬ 
dad (8.5). Con esto queda demostrado el teorema para el caso del 
conjunto acotado F. 

2”. Si el conjunto cerrado F no es. como regla general, acotado, 

co 

representemos F en forma de una suma F — (J donde F„ es una 

n= 1 

intersección do los conjuntos cerrados F y l— n. ni. Dcacuerdo conlo 
demostrado en la primera etapa, cada F„ es medible (pues está 
cerrado y acotado), a consecuencia de lo cual es medible también, en 
virtud del teorema 8.3. el conjunto F. El teorema está completa¬ 
mente demostrado. 

Teorema 8.5. Si un conjunto E es medible, su complemento CE 
también será medible. 

demostración Por definición de mensurabilidad del conjunto E, 
existe para todo número n un conjunto abierto G n que contiene E, 





para el cual 

|G„\£|*<JL. (8.10) 

Sea f„ = CG„. Por cuanto CE¡\CE 2 = para cualesquiera 

conjuntos E¡ y E 2 (que el lector mismo lo compruebe), entonces 
CE\CG n = G n \E , y por, consiguiente, = G„\£. De la 

última igualdad se deduce que para todo número n 

C£ \ ¡j £„ t= C„ \ £. (8.11) 

(Recordemos que la notación £, cr £j significa que £, pertenece a E t ). 

De (8.11) y de la propiedad I o de la medida oxterior proviene 
que para todo número n 

\CF- \ E„r< |G„N.£|». 

y de la última desigualdad y de (8.10) resulta que 

\CE-,\j ¡ F,,r<±. 

(para todo número n). Mas,esto es indicio de que la medida exterior 
y. por consiguiente, también la medida del conjunto E 0 = C£\ y F h 
es igual a cero, es decir, el conjunto CE es igual a la suma de con- 

Ok- 

juntos medibles E„ y JJ E k (el último conjunto es medible en vir¬ 
tud de los teoremas 8.4 y 8.3). El teorema está demostrado. 

Corolario. Para que un conjunto E sea medible. es necesario y sufi¬ 
ciente que fiara cualquier numero positivo e exista un conjunto cerrado E 
que se contenga en E y que sea de tal índole que la medida exterior de 
¡a diferencia E\F sea inferior a e. 

demostración La mensurabilidad del conjunto E es equivalente 
a la de CE (teorema 8.5). es decir, equivalente a la exigencia deque 
para todo e ;> 0 se encuentra un conjunto abierto G que contenga CE 
y que sea de tal índole que | G\C£ j* Ce. Mas. la exigencia mencio¬ 
nada (en virtud de la identidad C£,\C£j = E 2 '\E ¡ ) es equiva¬ 
lente al requisito de que para lodo e > 0 exista un conjunto cerra¬ 
do F — CC que so contenga en E y sea tal quo | |* = 

— | CF\.CE |* = | G\C£ |* <; e. El corolario está demostrado. 

Observación i La condición de mensurabilidad que se contiene 
eu el corolario recién demostrado, puede tomarse por la nueva 
definición de mensurabilidad que es equivalente a la enunciada al 
principio de este punto 

Teorema 8.6. La intersección de un número finito o numerable de 
conjuntos medibles es un conjunto medible. 
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demostración. La intersección do los conjuntos E-¡, E«. - ■ (le- 

oo ao 

signemos por el símbolo f| E n . En viruld <le la identidad (j #n— 

n*«1 n= I 

ss C £ fl CE„~\^ (que el lector mismo compruebe esta identidad), 

el teorema se deduce inmediatamente de los teoremas 8.3 y 8.5. 

Teorema 8.7. La dijerencia de dos conjuntos medibles es un con¬ 
junto medible. 

demostración se deduce de la identidad ss A f| (EB) 

y de los teoremas 8.5 y 8.ü. 

Procedamos, ahora, con la demostración del teorema fundamental 
de la teoría de la medida. 

Teorema 8.8. La medida de una suma de un número jinito o numera¬ 
ble de conjuntos medibles disjuntos dos a dos es igual a la suma de medi¬ 
das de dichos conjuntos. 

OO 

demostración. Sea E — f| E„. con la particularidad de que 

n—i 

los conjuntos E„ son medibles y disjuntos de dosen dos. Examine¬ 
mos separadamente dos casos. 

1) Supongamos primero que todos los E n son acotados. Observe¬ 
mos que para un caso en que todos los E n son cerrados y hay un 
número finito do olios, la demostración del teorema se deduce inme¬ 
diatamente de la propiedad 3 o de la medida exterior (véase el p. 1 
de este párralo). 

Sean, ahora, E n unos conjuntos acotados disjnntos dos a dos. 
En virtud del corolario del teorema 8.5. para cualquier t > 0 
y para torio número n existe un conjunto cerrado F„ que está con¬ 
tenido on E„ y es do tal índole que ') | | C-jjt . Por cuanto 

todos los conjuntos F„ son acotados, cerrados y disjuntos dos a dos, 
para cualquier número finito m tenemos, en virtud de la observación 
aducida más arriba: 

I ¡J J-l-2 l*.|. (8-12) 

| n—1 | n —1 

Por otra parte, de la igualdad E n = (E„\F„) U F n se deduce 
(en virtud de la propiedad 2 o de la medida exterior) que | E n | SJ 

| En^F n I + !/•„ I < I F n I + -^r , de suerte que 

S |£»I<S l^nl + e (8.13) 

n—1 n—1 


*) Por cuanto la mensurabilidad de todos los conjuntos que figura en la 
demostración va estó establecida, podemos escribir siempre simplemente medida 
en lugar de Ja medida superior. 
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(para todo m finito). De (8.12) y (8.13) concluimos que para cualquier 
ni finito 

2 |£,l < (8.14) 

n=I n=l | 

Ahora tendremos en cuenta que la suma de todos los conjuntos F n es¬ 
tá contenida en E. De aquí proviene que para cualquier número m 

I U *.|< 1*1. 

I »—i l 

de suerte que (en virtud de (8.14)) para cualquier número m 

I! l*»l<l*l+e. (8.15) 

*• — 1 

Pasando en (8.15) al límite para ni —*■ oo, llegamos a que 

5 |£»l l*| + e 

•l»l 

y. por consiguiente, en virtud de que e > 0 es arbitrario, 

2 l*.l<l*|. (8-16) 

II— I 

nn 

Bosta por notar que de) hecho de que la suma U £„ es igual al 

I 

conjunto E y de la propiedad 2° de la medida exterior se deduce 
una desigualdad inversa 

l«l < S l*«|. (8-17) 

n=l 

De las desigualdades (8.1G) y (8.17) se desprende la afirmación dol 
teorema (para el caso de los conjuntos acotados £„). 

2) Supongamos, ahora, que ios conjuntos E„ no son, en general, 
acotados. Denotemos con el símbolo £* el conjunto acotado £* = 
— E n f) (& — 1 ^ | x | < k) (recordemos que el signo f) significa 
una intersección). 

X* oo 

De la igualdad E — \J (J £?, >' del caso examinado más arri- 

n-l K -1 

ba so deduce que 

l*l- 2 2 l*5i-2 l*.i- 

.,= 1 h=\ n—1 

El teorema queda completamente demostrado. 
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observación s. La propiedad fundamental de la medida que se 
establece por el teorema 8.8 recibe el nombre de a-aditividnd de la 
medida. 

Con el fin de enunciar una propiedad más de la medida, introduz¬ 
camos un concepto nuevo. 

Definición 2. Diremos que un conjunto E es del Upo G t , si E puede 
ser representado en forma de una intersección de un número numerable 
de conjuntos abiertos G „. y conjunto del tipo . si E puede ser repre¬ 
sentado en forma de una suma de un. número numerable de conjuntos 
cerrados F„. 

Teorema 8.9. Si un conjunto E es medible. existen un conjunto E, 
del tipo F„ contenido en E. y un conjunto E. del tipo G t que contie¬ 
ne E, para los cuales | E t | — | E | = | E t \. 

demostración. Dobido a la mensurabilidad do E y al corolario 
del teorema 8.5. para cualquier número n existen un conjunto abierto 
G n , en el que está contenido E. y un conjunto cerrado F„ que so 
contiene en E de tal Índole que 

l £ — |G»N£|<-i-. (8.18) 

O 00 x 

Pongamos E x = U F n . E t =■ 0 G„. Por cuanto para cualquier 

. "—1 n+l 

numero n 

£\£,c E\F n , E^EczG^E. 

resulta, en virtud de (8.18) y de la propiedad 1° de la medida exterior: 

Por ser arbitrario el número n. de aquí se deduce que | E\E, | = 0 
y | £’ s \£ 1=0. El teorema está demostrado. 

observación 3. Notemos que existen conjuntos no medíbles. Para 
construirlos es suficiente tomar en consideración que en una circun¬ 
ferencia unidad existe un número numerable de conjuntos disjun¬ 
tos de dos en dos y congruentes ‘) mío respecto de otro, cuya unión 
es igual al conjunto de todos los puntos de la citada circunferencia. 
A titulo do tales conjuntos interviene, por ejemplo, un conjunto E 0 
de todos los puntos de la circunferencia, de los cuales dos puntos 
cualesquiera no se puede coincidir uno con el otro mediante un giro 
al ángulo n- a, donde n es un número cutero cualquiera y a, un 
número irracional fijo, como también todos los conjuntos E n que se 
obtienen a partir de E„ mediante un giro al ángulo n a. Si E a fuera 
medible serían medíbles también todos los conjuntos E„. con la 
particularidad de que | E n | = | E„ | para todo n entero. Mas. en 

l ) Por término «congruentes» se deben entender en el caso dado los con¬ 
juntos. uno de los cuales puede coincidiese con el otro girando la circunferen¬ 
cia en el plano a cierto ángulo. 
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CO 

este caso obtendríamos, en virtud de teorema 8.8, que 2 n 2 | £„|, 

n=-oo 

lo que es imposible, cualquiera que sea el valor de 1 E n |. 

§ 3. Funciones medibles 

1. Concepto de función medlble. Convengamos en llamar recta 
numérica extendida a una recta numérica ordinaria —oo < oo 

con dos elementos nuevos, — oo y +oo, añadidos. Para poder aplicar 
operaciones aritméticas en la recta numérica extendida, se conside¬ 
rará que a + (+oo) — 4-oo, a 4- (—oo) = —oo (para cualquier 
a finito); (+oo) (-¡-oo) = 4-oo, —oo + (—oo) = — oo; 

(+oo) —a = +oo, (—oo) —a = —oo (para cualquier a fi¬ 
nito); (+oo) — (—oo) = -foo, —oo — (+oo) = —oo; a • (4-00) = 
= -f-oo cuando a > 0. 0-(4-oo) =* O, a-(4 -oo)=—oo cuando 
a <0; (+oo) (+oo) = 4-oo, (4-oo). (—oo) = — oo, (—oo) X 
X (—oo) = 4-oo, 0-(—co) = 0, a - (—oo) = —oo cuando a > O, 

a-(—oo) = 4-00 cuando a < 0 ; ^ =» (±oo)-i- para cualquier 
a O finito, = O para cualquier a finito. 

Quedan indefinidas sólo las siguientes operaciones: (+oo) 4- 
-f (—oo), (+oo) — (4-oo), ( — oo)— (—oo), 

En lo que sigue adelante en este capítulo se examinaránsiempre las 
funciones que están definidas en los conjuntos medibles de la recta 
ulimérica ordinaria y que toman valores pertenecientes a la recta 
numérica extendida. 

Como ejemplo de tal función puede servir 
— oo para x< — 1 . 

O para —'1 sg x ^ 1 , 

4 -oo para x> 1 . 

Convengamos en denotar, aquí y en adelante, con el símbolo E 
1/ satisface la condición A 1 un conjunto de todos los valores de x en E, 
para los cuales / (x) satisface la condición A. 

Por ejemplo. E [f^r a) es un conjunto de aquellos valores de .r 
en E. para los cuales / (/) a. 

Definición. Una función f (x) definida en un conjunto E se deno¬ 
mina medible en este conjunto, si ¡tara cualquier número real a el con¬ 
junto E l/^ al es medlble. 

Teorema 8.10. Para que una junción j (x) sea medible en el con¬ 
junto E, es necesario y suficiente que uno de los siguientes tres con¬ 
juntos: 

E 1/ > al, Elj <a\. 
sea medible para cualquier a real. 


(8.19) 
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demostración. 1) Teniendo presente la mensurabilidad de la 
función / (i) de las relaciones elementales 


*[/>«—*-] 


y de los teoremas 8.3 y 8.6 deducimos que la mensurabilidad (para 
cualquier a real) del conjunto £1/ > al es una condición necesaria 
y suficiente de mensurabilidad de la función / (x) sobre el conjun¬ 
to E. 

2) De las relaciones E\j <a] = E\E l/^sal y de los teoremas 
8.3 y 8.7 se deduce que la mensurabilidad (para cualquier a real) 
del conjunto E 1/ < aj es una condición necesaria y suficiente de 
mensurabilidad de la función / (x) sobre el conjunto E. 

3) Por fin, de la relación E\f < a] = E\.E [j^a], de los 
mismos teoremas 8.3 y 8.7 y de lo demostrado en 1) se deduce que lu 
mensurabilidad (para cualquier a real) del conjunto E\j < al es una 
condición necesaria y suficiente do mensurabilidad de la función 
/ (x) sobre el conjunto E. El teorema está demostrado. 

Observación. En virtud del teorema 8.10. la mensurabilidad (pa¬ 
ra todo a real) de cualquiera de los tres conjuntos (8.19) puede tomar¬ 
se por la nueva definición de mensurabilidad de la función ] (x) 
sobre el conjunto E equivalente a la enunciada más arriba. 

2. Propiedades de las funciones medióles. 

I o . Si la función f(x) es medióle sobre el confunto E, será medióle 
en cualquier parle medióle £, del conjunto E. 

La demostración se deduce inmediatamente de la identidad 
E, [/> o1 ce E, fl E l/> a) y del teorema 8.6. 

2 a . Si el conjunto E es una suma finita o numerable de conjuntos 
medióles E n , y si una junción j(x) es medióle en cada conjunto E„, 
será también medióle sobre el conjunto E. 

La demostración se deduce inmediatamente de la identidad 

E[j^a]= U E n [j^a] y del teorema 8.3. 

1 

3 . Toda función / (x) es medible sobre el conjunto E de medida cero. 

En efecto, cualquier subconjunto de un conjunto de medida cero 
es medible y tiene medida cero. 

Definición 1. Dos junciones j (x) y g (x). dejinidas sobre un conjunto 
medible E, se denominan equivalentes en dicho conjunto, si el conjunto 
E I/¥= g] es de medida cero. 

Para denotar funciones equivalentes (en el conjunto E) / ( x) 
y g ( x) se usa frecuentemente el símbolo / « g. 

4 o . Si las junciones j (x)y g (x) son equivalentes en el conjunto E 
y si j (a;) es medible en E. será también medible en E la junción g (x). 
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oemostracion. Pongamos E 0 = E 1/ g 1, E, = £\£ 0 • Por cuan¬ 
to la función g (x) coincide en E¡ con j (z), g ( x ) será medióle en E, 
en virtud de la propiedad 1“. De acuerdo con ¡a propiedad 3°, g (x) 
es Lambién mediólo sobre y, por eso, según la propiedad 2°, g (x) 
es medióle en E. 

Definición 2. Suele decirse que cierta propiedad A es válida casi 
en todo punto sobre el conjunto E. si un conjunto de puntos de E, sobre el 
cual dicha propiedad jalla de ser válida, es de medida cero. 

Corolario de la propiedad 4°. Si una junción j(x) es continua casi 
en todo punto sobre el conjunto medible E, será medible sobre E. 

demostración Notemos al principio que si una función / (x) os 
continua sobre un conjunto cerrado F, ella será medible en F, pues 
el conjunto Filial es cerrado, cualquiera que sea a, y, por consi¬ 
guiente, es medible. Supongamos que / ( x) es continua sobre un 
conjunto medible arbitrario E casi en todo punto y denotemos con R 
un subconjunto de todos los puntos de discontinuidad de j (z) que 
tiene medida cero. 

En virtud de las propiedades 2 9 y 3 o , basta mostrar la mensurabi¬ 
lidad de / (x) sobre el conjunto £, = £\/f. Con arreglo al teore¬ 
ma 8.9, existe un conjunto E 2 del tipo F„ (véase p. 2, § 2) que se 
contiene en E t y es de tal índole que | | | E v | -=■ | E |. En 
virtud de las mismas propiedades 2° y 3 o , basta mostrar que / (x) es 
medible sobre el conjunto E t . Mas, E t (siendo un conjunto del ti¬ 
po F „) puede representarse en forma de una suma numerable de 
conjuntos cerrados F„, en cada uno de los cuales / (z) es continua 
y, por consiguiente (en virtud de la observación aducida más arriba) 
medible. Entonces, de acuerdo con la propiedad 2 o . la función / (x) 
es medible en E¡. 

Observación. Subrayemos que la continuidad do la función / (z) 
casi en todo punto del conjunto E conviene diferirla de la equivalen¬ 
cia de / (z) sobre E a una función continua. Así, por ejemplo, la 
función de Dirichlet / (z) = 1, si z es racional, y / (z) = 0, si X es 
irracional, no es continua en ningún punto del segmento 10, 1] (véase 
cap. 4. v. 1), no obstante dicha función es equivalente en (0, 11 a una 
función g (z) — 0, pues, / (x) =£ g (z) sólo en el conjunto de todos 
los puntos racionales del segmento [0, 11, el cual es numerable y tie¬ 
ne, por eso, medida cero *). 

3. Operaciones aritméticas con las funciones medióles. Demostre¬ 
mos, ante todo, un lema siguiente. 

Lema 1. i) Si una junción j(x) es medible sobre un conjunto E, la 
junción | f (z) | tamblfn será medible en dicho conjunto. 2 ) Si f (z) es 
medible sobre un conjunto E. y C es una constante cualquiera, cada 
una de las junciones j (z) -i- C y C- f (x) es medible sobre el conjunto E. 

l l El hecho de que un conjunto numerable de puntos os de modida cero se 
deduce del teorema 8.8 y de la que la medida do un conjunto compuesto poc 
un solo punto es igual a cero. 
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3) Si j (x) y g (x) son medibles sobre un conjunto E. el conjunto E\j j> 
> g] será medlblc. 

demostración. 1) Basta tomar en consideración que para todo a 
no negativo 

El|/I>al = £i/»«l U E I/í£-al 

y emplear el teorema 8.3. Si a <0, resulta que E [| / |> al coin¬ 
cide con E y es también medible. 

2) Basta aprovechar, para cualquier a real, las relaciones 


E [/ + al = E [/> a - C I, 

E \j ** T ] para C > 

E [/ < pura C < 0. 


£| C -/>«1 


Si C «* 0. tenemos C-f (x) es 0, y, por eso. es medible. 

3) Sea {r*} todos los puntos racionales de la recta infinita (—oo, 
oo). Basta tomar en consideración que 


E 1/ > «1 = (T (E 1/ > r*l fl E le < r„ 1). 
»=! 


Apoyándonos on el lema 1, demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 6.11. Si las junciones f (x) y g (x) toman sobre un con¬ 
junto E valores finitos y son medibles en dicho conjunto, cada una 
de las junciones f (x) — g ( x ), j(x) -f £(*),/(*)•<? (x) y j ( x)lg (a:) ( para 
el cociente j (x)lg (x) se necesita adicionalmente que todos los valores 
de g (x) sean distintos de cero) será medible sobre el conjunto E. 

demostración. 1) Para demostrar la mensurabilidad de la diferen¬ 
cia f (x) — g (x), basta notar que para cualquier a real un conjunto 
E !/ — g > al coincide con el conjunto medible (en virtud del le- 
ma 1) E [) > g 4- al. 

2) Para demostrar la mensurabilidad de la suma / (x) + g (x), 
basta tener presente que / + g = / — (— g) y que la función 
— g (x) es medible según el lema f. 

3) Para demostrar 1a mensurabilidad de un producto de dos 
funciones medibles. cerciorémonos primero que el cuadrado de una 
función medible es función medible. Efectivamente, si a < 0, el 
conjunto E I/ 2 >■ al coincide con E y es, por ello, medible. En 
cambio, si a> 0, el conjunto E [j 2 > a\ coincido con un conjunto 
medible (con arreglo al lema 1) E j| / | > Vai. La mensurabilidad 
del cuadrado de una función medible y la mensurabilidad de una 
suma y de una diferencia de las funciones medibles predeterminan 

(en virtud de la relación j-g = f + g) 2 — ^ (/ — g) 2 ) la mensura¬ 
bilidad del producto / (x) g (x). 
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4) Por ser medible el producto de dos funciones medibles, para 
demostrar la mensurabilidad de un cociente fig, basta probar que 1 lg 
es medible. y la mensurabilidad de ésta se deduce de los teore¬ 
mas 8.3 y 8.6, y de las relaciones 



>*] = 


£Ig>0] n E[g<±] 
E[g>0 1 

£|g>0) u £[g<4-J 


para a> 0, 
para a = 0, 
para a < 0. 


El teorema está completamente demostrado. 

4. Sucesiones de funciones medibles. Demostremos algunas afir¬ 
maciones importantes concernientes a la sucesión de funciones 
medibles. 

Teorema Si {/„ (a-)} es una sucesión de junciones medibles 

en el conjunto E, tanto el límite inferior, como el superior de dicha 
sucesión ') serán junciones medibles sobre el conjunto E. 

ptMOSTft ación. Cerciorémonos primero de que si una sucesión 
{(?„ (•*)} se compone de las funciones medibles sobre el conjunto E. 
cada una de las funciones a ) (p U) = iuf g n (x) y > 1 > (*) = sup g„ (a:) 

r» n 

será medible sobre el conjunto E. Basta tomar en consideración 
las relaciones 


£(<!'<«)= U £[g„<a|. 

n— I 


£|t>al= U £ - |g n >o) 

»-l 


y aprovechar el teorema 8.3. 

Denotemos, abora, los límites inferior y superior de la sucesión 
{ín (0")} con f (x) y } ( x). respectivamente. Para demostrar la mensu¬ 
rabilidad de j (x) y ] (x) sobre el conjunto E, basta notar que 


j (J) = sup 

n^«1 

7 ( x ) — >nf 

a;>i 




*) F,n el capitulo 3. v. I se ha demostrado que cualquier sucesión acotada 
cuenta con los límites inferior y superior. Aquí convenimos en considerar que 
si una sucesión no es acolada niferiormente (superiormente), su limite inferior 
(superior) es igual a — co (-(-oo), 

2 ) La notación <f (x) = ini g n (x) significa que en todo punto x el valor 

n 

de q: (x) es la cota inferior exacta de los valores en este punto de g¡ (x) r g 2 (x ), ... 
Un sentido análogo tiene la notación (x) = sup g lt (*) 
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y hacer uso de la afirmación demostrada más arribo. El teorema esta 
demostrado. 

Teorema 8.13. Sí una sucesión de /unciones {/„ (x)}, medióles sobre 
el conjunto E. converge casi en todo punto en E hacia una función f (x), 
la función f (x) será medible en E. 

demostiíación. En el caso en que la sucesión {/„ (a-)} converge 
hacia / (x) no casi en todo punto, sino siempre en E, la afirmación 
del teorema sobre mensurabilidad de f ( x) se deduce inmediatamente 
del teorema 8.12. En cambio, si {/„ (x)} converge hacia f (x) en 
todo punto sobre E. a excepción de un conjunto E„ de medida cero, 
f (x) es medible en E\E 0 en virtud del teorema 8.12, y medible 
en E„, siendo este último conjunto de medida cero (propiedad 3° del 
p. 2) y. por eso, medible sobre el conjunto E = (£\¿ 0 ) U h-o ( en 
virtud «lo la propiedad 2 o del p. 2). El leorema está demostrado. 

Introduzcamos, ahora, el concepto importante de convergencia 
en medida de una sucesión sobre un conjunto dado. 

Definición. Supongamos que las funciones /„ (x) (» = 1. 2. . . .) 
y f (x) son medióles en un conjunto E y toman casi en todo punto de E 
valores finitos. Se dice que la sucesión {/„ (x)} converge haeia f (x) en 
medida sobre el conjunto E. si para cualquier número positivo e se 
verifica una igualdad 

iím |£1|/-/„| 7z*\\ -0, (H.20) 

n-»oo 

es decir, si para cualesquiera e y Ó positivos existe un número N tal 
que con A' se verifique la desigualdad | E (| / — /„ el| < ó. 
A. Lebesgue demostró el siguiente leorema. 

Teorema 8.14. Sea E un conjunto medible de medida jinlta y supon¬ 
gamos que las junciones /„ (x) (n - 1. 2, . . .) y f (x) son medióles 
sobre el conjunto E y toman casi en todo punto de E valores finitos. 
Entonces, la convergencia de la sucesión {/„ (x)} hacia f (x) casi en 
todo punto de E predetermina también la convergencia de {/„ (x)} liada 
f (x) en medida sobre el conjunto E. 

demostbaciOn. Pongamos A = E ll / 1= -i- ool, A „ = E 1 1 /„| — 

= + co), B = E^E [ lím fn - /], C — A A- B + U «4„. 

n—oo j T, “ * 

Entonces, por hipótesis del teorema, | C | — 0, y en todo punto 
fuera del conjunto C la sucesión {/„ <x)} converge hacia / (x), mientras 
que todas las funciones /„ (x) y / (x) tienen valores finitos. 

Para un s > 0 arbitrario pongamos £„ = £ [| / — /„|>=el, 
R n = |j E k . Entonces, por cuanto E n está contenido en H„. se 

verificaba desigualdad | | < | H n |, y para demostrar (8.20), 

basta probar que \ i?„ |-*-0, cuando n-*- t». 

Denotemos con R una intersección de todos los conjuntos /i,. 
R„, ... y cerciorémonos de que ! R n 1I R |. cuando tt-*- oo. Por 
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construcción, H„ + , est<i contenido en H„ para cada número n, y, por 
tanto, para cada número n tenemos 

Ha \/i = U (A*\ *»+,). 

ft-n 

con la particularidad de i[ue los conjuntos bajo el signo do la suma 
con disjuntos ríos a dos. Mas. en virtud del teorema 8.8, para cada 
número n 

(8.2i) 

y, por ser convergente la serio 

*=i 

el resto de La serie (8.21) tiende a cero cuantío u — oo. Así pues, 
I I —»- 0. cuando «-► oo. En virtud de la relacióu | Ji„ | — 

~ I Ita^R I -I | li |. oslo es indicio de que | R„ |-*- | // |, cuan¬ 
do II.-*- oo. 

Ahora, para demostrar (8.20), nos resta probar que | II | . t). Con 

este fin es suficiente mostrar que ¡i está contenido en C. 

Sea x„ un punto cualquiera que no pertenece a C. Entonces, para 
un e '> 0 arbitrario fijo existe un número N (x„. e) tal que | /„ (x„)— 
— /(/o) I < e. cuando « >,V (x„, e). Esto significa que para n > 
> A' (x 0 , e), el punto x 0 no pertenece a E„ y menos aún pertenece 
a /?„ y al conjunto /i, el cual es intersección de lodos los It „ Así pues, 
lodo punto x„ que no pertenece n C tampoco pertenece a l{. Mas, esto 
significa precisamente que R está contenido en C. El leoreinu está 
demostrado. 

oBSEnvaciON. Subrayemos que la convergencia de la sucesión 
{/« Cr)) hacia la función / (x) en medida sobre el conjunto E no 
predetermina ni mucho menos no sólo la convergencia de {/„ (x)} 
hacia / (x) casi cu lodo punto en E , sino tampoco la covergencia de 
{/„ (x)} hacia f (x) por lo menos en un solo punto del conjunto E. 
Hasta examinar un ejemplo construido en el p. 3, § 2, cap. 1. Una 
sucesión {/» (x)j. construida en el citado ejemplo, es divergente en 
todo punto del segmento 10, II, pero, por cuanto cada función f„ (x) 
es distinta de cero sólo en el segmento cuya longitud tiende a coro 
cuando n— oo. la sucesión {/„ (x)} converge haría la función 
I (x) e0 en medida sobre el segmento (0, 11. 

Sin embargo. F. Hieas 1 ) demostró el siguiente teorema. 

Teorema 8.1S. Sea E un conjunto mediblc de medida finita y supon¬ 
emos que las funciones /„ (x) <i» = 1. 2. - . .) y / (x) son audibles 
sobre el conjunto E y loman casi en todo punto (le F. los valores finitos. 


*) F. Riezs (1880—19581. matemático húngaro. 

17 a,9 
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Entonces, si una sucesión {/„ (x)¡ converge hacia f (x) en medida sobre el 
conjunto li. en dicha sucesión puede elegirse una subsucesión que sea 
convergente hacia j (x) casi en lodo punta de E. 

demostración. Podemos suponer, sin limitar la generalidad de 
nuestros razonamientos, que las funciones /„ (x) y / (x) toman valo¬ 
res finitos no casi en todo pimío, sino siempre sobre E (de lo con¬ 
trario, se introducirían los mismos conjuntos A y A„ que figuraban 
en la demostración del teorema anlecedenie y se repetirían lodos los 

3C 

razonamientos para el conjunto E\-4\ U A„). De la convergen¬ 
cia de (f n (x)) Inicia / ( x ) en medida sobre el conjunto E se deduce 
que para cualquier número k existe tal número «i, que para la medida 
del conjunto E, - E l| / — /„» | > 1/*1 se verifique la desigual¬ 
dad | E„ | sj 1/2\ Pongamos, al igual que en la demostración del 

teorema antecedente. H u = IJ Ei.. H = H H»- Entonces, en 
virtud de )n propiedad de la medida e.vterior (véase p. 1, § ~), | I ^ 
»í V, | £ k |, de suerte que 1 fi„ |sS¡ y 1/2'' = f/2 ’ 1 

h S-ji /i*ti 

Do este modo, | íl„ |-»0 cuando n—<■ oc. De un modo sumamente 
análogo al empleado en el teorema antecedente se demuestra que 
| H„ \— | 11 [, cuando n—oo. Llegamos, pues, a que I R 1 " 0. 

Resta por demostrar que fuera de 11 la subsucosión {/„„ (x)¡ 
siempre converge hacia f (x). Sea x un punto arbitrario de A-'y/f. 
En este caso x no pertenece al conjunto fí iY para cierto N = -V (.r). 
Pero, esto quiere decir que x no pertenece a £,,, cuando í > -V (x). 
Dicho de otro modo, 1 / (x) - (r) | < VI; para N (x) El teo¬ 

rema está demostrado. 

§ 4. Integral de I-ebcsguc 

f. Concepto de integral de Lebcsguc do una función acotada. 

Llamemos partición de un conjunto mediblo E a toda familia T 
de un número finito de subconjuntos niedibles y disjuntos dos a dos 
E¡, fi 2 , del conjunto E que en suma integran el conjunto E. 

Para denotar la partición del conjunto E se empleará el símbolo 
T = o bien un símbolo más breve T — {£(,}. 

Examinemos en el conjunto E de medido finita una función aco¬ 
tada / (x). Para una partición arbitraria T = {E h ) dol conjunto E, 
designemos por los símbolos Mi, y m h las cotas exactas superior 
e inferior, respectivamente, de la función / (x) «obre un conjunto 
parcial E* e introduzcamos en el análisis dos «urnas 

n » 

S r =2 A/»|£»| y s r = 2 |£*l 

ft-i i.=i 


_ § 4. Integral de Lebesgue _ 25'> 

que se denominan suma? superior e interior, respectivamente, do la 
partición T. 

-Notemos en seguida que para toda partición T - {E¡,} 

S T . ( 8 . 22 ) 

Para cualquier función / (x). acotada sobre el conjunto de me¬ 
dida finita E , tanto el conjunto de todas las sumas superiores { S r }, 
como también el de todas las sumas inferiores {s T ¡ (correspondientes 
n toda clase de particionos T (/T t ¡ del conjunto E) están ambos 
acotados. Por eso. existe una cola inferior exacta del conjunto {S T ¡, 
quo sei denotará con el símbolo 7 y se llamará integral superior de 
Lebesgue, y una cota superior exacta del conjunto {s r } que so deno¬ 
tará con / y so llamará integral inferior de Lebesgue. 

Definición. Una función ¡ (x), acotada sobre conjunto de medida 
finita E, se denomina integrable según Lebesgue en dicho conjunto, si 
/ 7, es decir, si las integrales de Lebesgue superior c inferior de dicha 

Junción coinciden. 

En este caso el número /=* f se llama integral de l.ebesgue, extendi¬ 
da a E. respecto de la función f (x) y se denota con el símbolo 

( f(z)dx. 

F 

Detengámonos en algunas propiedades de las sumas superiores 
i inferiores y de las integrales superiores e inferiores de Lebesgue. 

Convengamos en llamar la partición T* =- {/•*}", refino de la 

partición T — {£*}£= i, si para cunlquier número i (i = -1. 2. m) 

existe un numera v (i) que satisface las desigualdades I v (í)^ n, 
y que es de tal índole que E * esté contenido en /?,,</ 

El nómero v (i) puede resultar un mismo para diferentes núme¬ 
ros i, con la particularidad de que la sumo de conjuntos £’* tomada 
respecto do todos los número? í, para los cuales v (í) es igual a un 
mismo número k, equivale, obviamente, al conjunto li*. es decir, 
U F.\ = E„. (8.23) 

Y (O—* 

Además, pongámonos de acuerdo llamar la partición T — (E,¡ 
producto de las particiones T, — {E"’} y 7„ = {E'J 1 ), si T se 
compone de los conjuntos E¡ que representan las intersecciones de 
toda clase de pares de conjuntos E'p y £*„*■', es decir, «i cada E, es 
igual a E¡,” H E’ q “, siendo agotadas todas las combinaciones posi¬ 
bles de los números p y q. 

Es evidente que el produelo T de dos particiones T¡ y 1\ es un 
refino de cada una de la? particiones 7', y T s (con la particularidad 
de que cualquier otra partición de T que fuera un refino Unto do T„ 
como de T¡¡, es, a su ver. refino de 7"). 
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So» válidas las siguientes propiedades ,|e las sumas superiores 
c inferiores y de las integrales superiores e inferiores. 

1°. Si la partición T* es un refino de la partición T, se tiene s T 
V 7 • íá Sj 

demostración. Demos la demostración para las sumas superiores 
(para las sumas inferiores la demostración es sumamente análogo). 
Sea T x = {£*)? i un refino de la parlición 7' — y sean M‘ 

la cota superior exacta de / (x) sobre el conjunto E’ (i =1,2 . ni) 

v Mi,, la cola superior exacta de/ (*) sobro el conjunto E,, (le 

■■ 1,2,. ., n). 

Por definición de refino, existe, para cada número i (i = 1,2...., 
. . , m). un número corrcspondienle v (t) que satisface las desigual¬ 
dades 1 s; v (i)<J n. y que es de tal índole que El esté contenido en 
A'vO), con la particularidad de que la suma de conjuntos E‘ tomada 
respecto de lodos los números i. para los cuales v (i) es igual a un 
mismo número A', satisface la igualdad (8.23). Diremos en adición 
que para lodos los números, i, para los cuales v (i) equivale o un mis¬ 
ino número /., resulta válida una desigualdad 

■Wís; M, (8.24) 


(pues, la cota superior exacta sobre un suliconjunUi lio sobrepasa la 
cota superior exacta cu lodo el conjunto) 

De la definición de la suma superior y de las relaciones (8 23) 
y (8.24) llegamos a que *) 


S r . -2 
1-1 


n 

V 2 

h=¡ Lv'O- 


MU E\ 




2*4 2 

*.»! Lv(!)- 


_ |£TI = 2 M a |A'»|=,V,. 

v<o-a 1 *-i 

2‘. Para dos particiones sumamente arbitrarias T, y 7', se verifica 
la desigualdad s T , zS-Sr,, 


dJímostuaciOn. Sea T un producto de las particiones 7', y V¿ Por 


cuanto T es un refino de cada una de las particiones T t y 7',. se veri¬ 
fican, en virtud de la propiedad I o , las desigualdades 

s T ,<s } . Sf^Sr,- (8-25) 

De las desigualdades (8.25) y (8.22) se deduce que St, sS S¡, 

3 o . Las integrales superior e inferior de l.ebesgue están entrelazadas 
mediante una relación /Sj /. 

pemostuación. Fijemos una partición arbitraria Va que 
para cualquier partición T, es válida, en virtud de la propiedad 2". 


J ) Aquí se tiene en cuenta que de (8.231 y de lo que los conjuntos A* son 
disjuntos dos a dos. so deduce, en virtud del teorema 8.8, que ^ I |= 

V|i»=k 
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I» desigualdad 4j-, ^ cS' T ,, el número S T , será una de las cotas supe¬ 
riores del conjunto {spj de todas los sumas inferiores, y. por tanto, 
la cola superior erada I del conjunto citado satisface la desigualdad 
S T ,. Siendo válida la última desigualdad paro la partición 
arbitraria T t , el número V será una de las cotas inferiores del conjunto 
{¿V,) de todas las sumas superiores, y, por tanto, la cota inforior 
exacta I del conjunto citado satisface la condición 1^.1. 

Corolario. Toda función integrable según file mana es integrable 
según Lebesgue, con la particularidad de que las integrales de Lebesgue 
y de lliemann respecto de tal función coinciden. 

í'EMOSTK.M'iOv. Supongamos que / (x) es integrable en E — fu, ól 
según Hiemann (y, por consiguiente, os acotada en este segmento). 
Al designar, para esta función, por los símbolos / o / las integrales 
inferior y superior de Lebesgue y por los símbolos f„ e / n , las inte¬ 
grales inforior y superior de Darboux (véase cap. i. v. II) obtendremos 
las siguientes desigualdades ') 

Jn< /<- 7* ( 8 . 20 ) 

Si una función es integrable según Rieinuiin, para ella f n - 
y por tanto, en virtud de ( 8 . 20 ), / — 7. es decir, dicha función es 
integrable según Lebesgue. Más aún. cuando I n - T„, do (8.20) 
se deducen las igualdades /„ / = T — es decir, se deduce la 

coincidencia de las integrales de Hiemann y de Lebesgue. pues, In 
primera do estas integrales es igual al número /„ 7„. y la segunda, 

al número / — J. 

I£n el punto siguiente demostraremos que la clase de funciones 
integrables según Lebesgue os más amplia que la de funciones inte¬ 
grables según Hiemann Se aclara, además, que resulta conveniente 
introducir funciones medí bles. 

2. Clase de fnneiones acotadas integrables según Lebesgue. Demos¬ 
tremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema S.16. Cualquiera que sea un conjunto medible de. medula 
Imita E. toda función f ( x ). acotada ij medible sobre E. es integrable en 
dicho conjunto. 

nuMOSTUACtON. Construyamos una partición especial del conjunto 
II. llamada tebcsguiana Al denotar con M y m Jas colas exactas de 
j (i) sobre el conjunto A', dividamos un segmento [m. M\, con ayuda 
de los puntos m — y„ C y, < y t <r . . . <. y„ M. en los segmen¬ 
tos parciales I?/*.,. y b \ (A — 1.2 . n) y denotemos con 6 lalongi- 


‘) Pues, cualquier partición de /: = |a. *1 on segmentos parciales se incluye 
en la clase de particiones del conjunto ti co o! sentido de Lebesgno. 
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tinl del máximo de estos segmentos, es decir, pongamos 
6 = máx {y b — y K _ t ). 

*—I. 2. ... n 

Llamemos partición lebesguiana del conjunto E a una partición T — 
— en la cual £¡ = E \y„?C hC p,l, E u = E [«/* < /<. 

< //„l para /.' • 2.3 . n. 

Sean S T y s T las samas superior e inferior, correspondientes a la 
pnrlición lebesguiana. que se denominan sumas lebesguiana.? supe¬ 
rior e inferior. Notemos que para todo número /•(/, = 1,2, . n) 

son válidas la» desigualdades 

ib. -i m h sí y h , (8.27) 

en las cuales con M h y m¡. están designadas las colas exactas de f (x) 
sobre un conjunto parcial E k . Multiplicando los desigualdades (8 27) 
por la medida | E¡, | de) conjunto /?». y al sumarlas, después, respecto 
de todos los número» k •••-» 1,2. , n, tendremos 


S 1/fc-i |£*l «S >t < S r «i 2 ;/„ | E„ |. 

A“1 Jr-I 

Di* las desigualdades obtenidas concluimos que 
0 S y — S f ^ 


» ii u 

^2jK»|£*| — 2 <il* —»*-«> |A\I Ct>\E\. (H.28) 

Hor cuanto las desigualdades s T </</"$: S T H> verifican p.ira 
cualquier partición T, de^ (8.28) obtendremos 

0< 7— / < ó | f |. (8 29) 

> o que ó 2> 0 puede elegirse arbitrariamente pequeño, de (8.29) 
proviene que I -» I. El teorema está demostrado. 


onsr.RVACiON i En el complemento 2 a este capítulo se demostrará 
que la mensurabilidad de una función / (x). acotada sobre un conjun¬ 
to modible E , os no sólo una condición suficiente, sino también 
necesario, de integrabilidad de esta función según Lobesgue eu el 
conjunto E. 

Observación 2 Sea 5* (k — 1. 2. n) un elemento arbitrario 

de un conjunto parcial E,, de la partición lebesguiana T. Una suma 

n 

a r (w* /) — V /(Ih)-I^VI denominará suma integral 1t>~ 

h=~l 

besguiana de la función / ( x ). Por cuanto, siendo arbitraria la elección 
de los puntos sobre los conjuntos E, , dicha suma está encerrada 
entre las sumas inferior y superior de la correspondiente partición 
lebesguiana T. de la desigualdad (8.28) proviene qtic a T (| A , /) 
(junto con S T y s T ) tiende, para ó—•- 0. bacía la integral de Lebesguo 
/ =- / = $/(z)¿r. 

¿ 
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3. Propiedades de la integral de Lebesgue de una función acotada 

I o . J 1 dx \* I- 

E 

Para demostrar, es suficiente notar que para una función / ( x ) a 
= 1 tanto la suma superior, como la interior de cualquier partición T 
del conjunto E es igual a | E |. 

2”. Si una /unción i ( r) es acotada e integrable sobre un conjunto E 
de medida Jinita y a es un número real, la Junción la-/ (x)\ también 
será integrable sobre el conjunto E. con la particularidad de que 


\ 1“ /(z)]dx = a- J f(x)dx. 

C E 


(8.30) 


demosi'ración. Denotemos, para una partición arbitraria T «.-> 
= {/ti,) del conjunto h, las sumas superior e inferior de la función 
/ (x)con los símbolos S T y s r ; las sumas .superior e interior de lo 
función la-/ (z)l denotemos con los símbolos Sf' y s', a) . 15 n toncos, es 
evidente que 


S\ 


m_i aS r P“ rn a >°' tai 

*»T 


a-s T para ay». 0 


jas, 

la-i’ 


(8.31) 


íasj. para a<0. la-ó' T para a<.0. 

Si designamos por 7 e / las integrales superior e inferior de la fun¬ 
ción /(x), y con /< K1 e las integrales superior e inferior de la función 
la-/(r)l, entonces, de (8.31) proviene que 


(a-/ para a > 0. ( a / P“™ >0 

I a '£ para a C 0, - [a-/ para 1-íO, V 

Por ser / (x) integrable, se verifica la desigualdad 

/ = /= ^ ](x)dx, 

& 

y por e^o, de desigualdades (8.32) se deduce que pura a cualquiera 


/ral = /(a) = a . ^ /(x)dx. 

£ 

l.sto significa precisamente que la integral en el primer miembro de 
(8.30) existe y que se verifica la igualdad (8.30). 

3 o . Si cada una de las funciones /, (x) y /, (z) es acolada c integrable 
sobre un conjunto de medida finita E. la suma de estas Junciones 
I/ i (x) •+■ /, (x)l es también integrable en el conjunto E, con la parti¬ 
cularidad de que 

J l/iW+/¡U)l^ = ¡¡ U{*) dx+ í f.,(x)£U. 

E El 
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demosthaciOj.. Pongamos / (x) + ■- /, (r) -) /„ (a-), y sea /' {£,, ¡ 

>ma partición arbitraria del conjunto E. Denotemos para la función 
/ {x) las cotas exactas sobre un conjunto parcial E,, con M k y m k ; las 
sumas superior e inferior de la partición T, con S T y s T \ las integrales 
superior e inferior do Lebesgne. medíanlo 7 el. Las magnitudes 
análogas para las funciones /, (x) y /, (a:) se denotarán con los mismos 
símbolos que se han usado para / ( x), mas con los índices ( 1 ) y ( 2 ), 
respectivamente. 

Notemos que la rota superior eraclu (inferior erada) de la suma no 
es superior (no es inferior) a la suma de colas superiores eradas (inferio¬ 
res eradas) de los sumandos. De aquí se deduce que para cualquier 
número k 

in a' + mi*' < m„ M k 0 / 1 °+ M'h\ 

y, por consiguiente, para cualquier partición T 
*/" +®r > s r ^ S r sq .9V”+ S 1 ? 1 
De las íillimns desigualdades proviene, a su ve*, que 

/</<«,+7«« (8.34) 

I’or cuanto (en virlud de que /, U) y /„ (r) son integrables) 

J_U> /<•>,, J /, (x) dr. IW .=> /'*> „ $ /, (j) dr, 

de (8.34) resulla que 

/ = /- J f, (x) dx 4 . f t (x)dj. 

Esto significa precisamente que la integral en el primor miembro de 
(8.33) existe y que so verifica la igualdad (8.33). 

Corolario. Inmediatamente do 2 o y 3 o «e deduce la propiedad lineal 
de la integral: si cada una de las funciones /, ( 2 -) y /, ( 1 ) es acotada 
e integrable sobre un conjunto de medida finita E. y si a y ¡1 son unos 
números reales arbitrarios, la fundón la-/, (*) -f p ./ 2 (x) será inte¬ 
grable en E. con la particularidad de que 

j l*f,(*) + flj,(x)\dx = a. f f t (x)dx + p. C ),(x)dx. 

B E >. 

4°. Si una Junción ] (x ) es acolada e integrable sobre cada uno de los 
conjuntos disjuntos E x y de medida finita, la función / (x) será integro- 
ble también sobre la suma E de los conjuntos E, y E¡, con la parti¬ 
cularidad de que 

j / (x) dx =■ j / (x) dr + \ / ( 2 ) dx. 

* Fi E, 


(*.35) 




Usía propiedad se llama, de ordinario, aditiuidad de la integral. 

ofmostración. Notemos que la unión de una partición arbitraria 
del conjunto E, y do una partición arbitraria T, del conjunto 
forma una partición T del conjunto E — E, U A’-. Denotemos las 
sumas superiores de / (t), correspondientes a las particiones T t , T. 
y T. con S T¡ , S T , y S T . respectivamente, y las sumas inferiores de 
1 (i), correspondientes a las particiones T¡, T-, y T, con «y,, s r-1 y s r , 
respectivamente. Entonces, evidentemente- 

S<r ¿V, *f St,, s T = ay, - 4 - . 5 ^. (8.3fi) 

Denotemos las integrales superior e inferior de la función / (i) 
sobre el conjunto E, con Z' 1 * y /<•*; sobre el conjunto E,. con 7< a * e / (S >, 
y sobro el conjunto A, con leí. 

A partir de las igualdades ( 8 .?ft>) y de lo que la cola superior exacta 
(inferior exacta) de la suma no es superior (no es inferior) a la suma 
de cotas superiores evadas (inferiores exactas) de los sumandos 
concluimos que 

/i íi-i. yi») sj / s¡, 7 < T» 1 » -4- (8.87) 

I ’or cuanto (deludo a que f (r) es integrable sobre E, y E,) I 111 — 
— /"'= | )(.r)<U, /<'•»=/•*>= f f(x)dx, de ( tí. .'17) obtenemos 

i, a, 

y = 7—- \ / (r) dx + J / (x) tlx. 

B, b, 

listo significa precisamente que la integral en el primer inienibm 
de (8.35) existe y que se verifica la igualdad (8.35). 

5 . Si cada u-na de los funciones /, (x) y f, (x) es acolada e In¬ 
tegrable sobre un conjunto de medida finita E. ¡/ »/ en cada punió 
de dicho conjunto /, (x) f s (x). entonces 

$ f, ( j) dx > $ /„ (x) dx. (8.38) 

e t 

l'ittMOSTHAi.iON. l'or cuanto todas las sumas inferiores de la función 
E (.»•) ■ /i (x) — /, (r) son no negativas, resulta que 7 0. Do aquí 

se deduce que ^ F (x) dx — ^ /, (x) dx — J / 2 (x) dx 2 » 0 (la 

í. F. í 

existencia de esta integral y la igualdad escrita se deducen de la 
propiedad lineal ya demostrada). Con ello queda demostrada (8.38). 

4. Integral de Lebcsguc de iinn función no acotada y no negativa. 
Sus propiedades. Ahora pasamos a la definición de integral de Le- 
besgue para el caso en que una función medible / (r) no es acolada 
Convengamos en considerar , a! principio, que f (x) Js 0 en todo punto del 
conjunto de medida finita E. 
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Pongamos para cualquier A’ 0: 

(f)n ( x ) = '"i" í A', fU)}, (8.39) 

/»(/)- $ </>*(*) d*. (8.40) 

£ 

Notemos que para cualquier función i (a;), modible sobre un conjunto 
E. la Junción (8.39) será también mediblo ') y, por eso. la integral 
(8.40) existe. Indiquemos, además, que de (8.89) y (8.40) se deduce 
que 1 K (/) va creciendo cuando .V aumenta. 

Definición. Si existe un limite finito 1 K (]) pura N-+ oo. la 
iunción f (x) recibe el nombre de función sumable (según l.ebesgue) 
sobre un. conjunto E. u el limite mencionado se llama integral de la 
función f (x) extendida al conjunto E y se designa por el símbolo 
¡¡ / (r) dx. 

Fe 

Así pues, por definición 

\l(x)dr lím /,(/) 

í ' 

Cerciorémonos de que si una junción I (x). no negativa sobre el 
confuida E. es sumable en dicho conjunto la junción i ( x) puede tendió 
a H oo sólo en un snbeonjunto de li de medida cero. Cn efecto, ponga¬ 
mos /■:„ - E [f J- ool y tengamos en cuenta que tle (8.40) y (8.39) 
se deduce (en virtud de las propiedades 4° y Ir del punto anterior) 
una cadena de desigualdades 

In <l) = 5 U)x U) dx > ^ (;),v Ixtdx > J N dr :,j A' |£' 0 ¡ 
r k, b, 

Pero, de la desigualdad /„ (/)> ¡V ¡ E 0 | proviene que la suposición 
de | E u | > 0 llevaría a lo que lím I N (/) seo igual a -- oo. 

iV 

Añadamos que loila junción f U) es sumable sobre un cnnjuulo de 
medida cero (esto es evidente). 

Al tratar de aclarar las propiedades generales de las funciones 
snniablos, notemos, ante todo, que para las junciones sumables no 
negativas quedan vigentes las propiedades 2°—5° establecidas en el 
punto antecedente para las junciones integrables acotadas l 2 3 ). 

Demos a conocer, a título de ejemplo, la demostración de t.i pro¬ 
piedad 3°. De (8.39) se deducen inmediatamente las siguientes desi- 


{ 


l ) Pues, para todo a ro.il sorá medí ble el conjuulo E J/) v > ,i| -= 
t?[/:>a] para »<c,V, 

conjunto vacío para <i > N. 

3 ) La constante o en la propiedad debe -mr en este caso no negativa. 
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gu.ildades: 

<f,)*■;<*) + Ü,)x i ‘*)< (/, + /,)„ (/,)*(*) + (/ s ).v <z) 

que se cumplen para cualquier N > 0 on todo punto x dol conjunto 
F, Integrando estas desigualdades en el conjunto E ’). llegaremos 
a establecer la propiedad 3° para las (unciones suma bles no negativas 
arbitrariamente elegidas j x y /.,. 

La demostración de las demás propiedades 2^—5" para tales fun¬ 
ciones ilejamos al cargo dol lector. 

Aclaremos, ahora, dos propiedades fundamentales más de las 
funciones suinables no negativas arbitrariamente ulegidas. 

Teorema h. 17 . (aditividad completa). Supongamos que un conjunto 
/.' es uno suma de un número numerable de conjuntos medíbles dis - 

OP 

juntos de dos en dos E,. es decir, h ' = U E h . En tal caso serán válidas 

s-i 

dos afirmaciones 

1 Si una junción no negativa t (.r) es sumable sobre el conmuto E. 
será sumable también sobre cada uno ile los conjuntos E¡,, con la particu¬ 
laridad de que se verifica la igualdad 

$/(*)</*- £ í(x)dx. ( 8 . 41 ) 

r a=i 

11. Si una junción / ix). no negativa sobre el con/unto E. es suma- 
ble en cada conjunto E x q si la serie en el segundo miembro de (8.41) 
es convergente, la función ¡ (z) será sumable también sobre E. y para ella 
se verifica la igualdad (8 41). 

demostj!ación 1 ) Demostremos, primero, los teoremas I y II 
para una función integrable / (z) no negativa y acotada. Supongamos 
que o visto una constante .V tal que / ix)^ M en lodo punto de E 

«V 

Ponp.imo^ li n — 2 E, y nolemo* que. en virlud del loo rema tí.tS. 
t «+| 

oo 

I K» I “ Si El, I — 0 (para « — oo). Pero, en este caso, en virlud 

k =n +1 

de propiedad»» í>° y 1*. 

n 

\lÍT)dr— 2 ) j(x)dl=[ f{X)dX€¿ 
f 4=1 ,: k II 

f^M $ dx_.V |R„|—0 
n . 

(pula n —*- oo). La última relación demuestra los teoremas I y II para 
el caso de una función integrable acolada. 

‘i Aprovechamos las propiedades 5° y 3“ para los funciones acotadas inte¬ 
gra ble*. 
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2) Almrn demostremos el teorema 1 para imn función sumable 
«' integrable arbitrariamente elegida. La sumabilidad de / (x) en 
rada se deduce directamente de la desigualdad J (/)„ tx)drr\ 

r 

\ (/)n (•*) dx y de lo que la integral en el primer miembro de 
B 

ésta no decrece respecto de N. tiesta por probar la igualdad (8.41) 
Con ayuda de lo demostrado en el p 1) y de la desigualdad (f) N (x)^ 
sí j (r) obtenernos 

¡¡ (/M*)d.r = 2 $ (fív(*)d* < 2 $ l(.*)dx. (8.42) 

\l pasar en la última igualdad al límite para \ oo, tendremos 


\ f(x)dxs¿ ^ $ K*)dJ. ( 8 - 43 ) 

B *-l K,. 

I’iu otra parle, eu virtud do las propiedades demostradas en el punto 
anterior, pura cualquier número m 

"» ni 

S - 2 $ (/)»(*)*/*> 2 \ (/)»w*, 

^ *-l »■„ *=1 K|, 

y haciendo tender en la última desigualdad, primero. A a o_, 
y. luego, m a oo, obtendremos una desigualdad 

J > 2 J ¡<*)dx, 

r *-« e,, 

ln cual demuestra, junto con (8.43), la igualdad (8.41). 

3) Por fin, demostremos el teorema II para una función suma ble 
no negativa arbitrariamente elegida. Notemos que resulta suficiente 
demostrar sólo la sumabilidad de / (x) sobre un conjunto E (pues. la 
igualdad (8.41) se deducirá en este caso del teorema I ya demostrado). 

Mas, Ja sumabilidad de / (x) en E se deduce inmediatamente de la 
desigualdad (8.42) y de lo que la serie en el segundo miembro de esta 
desigualdad es convergente. El teorema está completamente demos¬ 
trado. 

Teorema 8.18. (continuidad absoluta de una integral). Si lina 
junción / (x) es no negativa y sumable sobre un conjunto E. existe, 
para cualquier e positivo , un número positivo 6 tal que. cualquiera que 
sea un subconjunto sumable e del conjunto E con la medida \ e | Inferioi 
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n 6. se verifique la desi gualda d 

$ j(x)dx<e. 

< 

demostración 1) Supongamos al principio quo !a rnlición no 
negativa / (x) es acotada, os decir, existe tal M que / fcc) iC M. Enton¬ 
ces (en virtud do las propiedades establecidas en el punto ante¬ 
cedente) 

J f(x)dx <T M *j dx - M |e| para ó <T-^-. 

' * 

2) Demostremos, ahora, el teorema para una (unción arbitraria 
< (x). no negativa y sumable. Al fijar arbitrarianiento e > 0, podemos 
elegir (en virtud de la definición de sumabilidad) IV =* ,V (e) tal que 

\ l/(^)-(/v(^)|dx<~. (8.44) 

R 

0)1» .ayuda (lo (8.44) y «le le desigualdad (/.y) /Vobtendremos 
l¡ Hx) dx~ $ l/(*)-(/) v (x)ldi + \ (j) K (i )<-1 ; IV $ rfx = 

f * r e 

■%■ + !*. |e|<-|-+/Vó<e, 

siempre que ó < e‘2S (e). El teorema ostá doinoslrado 

Indiquemos en adición dos propiedades más quo son válidas exclu¬ 
sivamente para las funciones sumables no negativas. 

Condición bajo la cual una junción sumable no negativa es equiva¬ 
len te n cero. Si una función l(x) es no negativa, medible y sumable sobre 
un conjunto E. y si una integral J / ( x) di es nula, la junción f (j:) 

será equivalente a cero idéntico sobre el conjunto E. 

Demostración Basta probar que la medida dol conjunto E \j > OI 
es igual a cero. Primero, cerciorémonos de quo para todo a > O es 
igual a cero la medida del conjunto E a = E [/ >■ «). Ed efecto, si 
|a medida | E a | fuera positiva, so obtendría una desigualdad 

^ f (r) dx ^ / (t) dx ~-i aE„ >0, que contradice la condición de 

que sea ^ f(x)dx = 0. Ahora resta notar que se verifica la igual- 
i? 

dad F. |/ ;> 0) = ^ E (/ .> 1/Al, de la cual proviene que \E \j :>0|| <: 

« 2 -o. 

(.—i 



Criterio mayorante de sumabilidnd de una Junción medióle no nega¬ 
tiva. Si una función /, (x) es no negativa y suma lile sobre un con/unto E. 
y la Junción /, (x) es sumadle en E. y si en toda punto de E se ver ¡Jico 
la desigualdad I, U ) 5^ /« (x). entonces lo función I, (x) es también 
sumable sobre E. 

DKM0STHAC10N Hasta notar C)lio 

5 \ ItívW* < 5 I- U) dx 

Íí b r. 

y lomar en consideración que la mlogr.il en el primer miembro de la 
última desigualdad es unu función no decreciente do A 

5. Integral de Lcbesgue de una función no acotada de signo arbi¬ 
trarlo. Supongamos que una función medible / (x) no es. en el caso 
general, acolad» sobre un conjunto E y toma cu dicho conjunto ios- 
valores de signos cualesquiera. 

Introduzcamos en el análisis dos funciones no negativas 

/*< 0 — ( 1/(*)l-t-/(*)) y rw-4(l/WI-/(*)). 

la primera do las cuales, /* (x), coincide con / (x) sobre el conjun¬ 
tó E 1/ ¡2» OJ y es nula sobro, el conjunto E 1/ < OI, mientras que la 
segunda función, l~ (x), coincide con —/ (x) sobre ei conjunto /• [f <- 
< OI y es nula sobre el conjunto E 1/5* 01. F.m evidente que /'* (x) -f 
+ 1 ~ (¿) ------ \ / <*) |. /* (x) — /" (x) = / (x). 

Definir ion. Una Junción J (x) se denomina sumable sobre el con¬ 
junto E. si en dicho conjunto es sumable cada uno de las funciones no 
negativas f* (*) y f~(x). En este caso la diferencia entre las integrales 
j J* (x) dx — J /' íx) dx se denomina integral de f.rbesgue de la Jun¬ 
ción 1 (x) en el conjunto E y se designo poi el símbolo J / (x) dx. 

_ E 

Así pues, por definición 
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En lugar del término «función sumable» se usa frecuentemente el 
término «función integrable». 

Una colección de todas las funciones suniables ~obre el conjun¬ 
to E se denota, corrientemente, por el símbolo L IE) o L' (E). La 
notación / (x) 6 J. (E) significa que / ( x ) pertenece a ia clase b (E). 
es decir, es inedibio y sumable sobre el conjunto E. 

Subrayemos que una Junción f (z), sumable sobre el conjunto E, 
es sumable en E cuando, y sólo cuando, es sumable en E la junción 

I / (*) I- 
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En efecto, si / (i) es suma ble en E. entonces, por definición, 
cada uno de las funciones f* (x) y f~ ( 2 ) es sumable en E , y, por con¬ 
siguiente, la suma de las funciones mencionadas f*(x) y /" ( 2 ), que 
es igual a I / ( 2 ) |, será sumable en E. En cambio, si la función 
| j (x) | es sumable en el conjunto E, la mensurabilidad en E de cada 
una de las funciones /* (x) y j~ (i), como también las desigualdades 
/* ( 2 ) | / ( 2 ) |, /■ ( 2 )^. | j ( 2 ) | predeterminan (en virtud del cri¬ 

terio ma y orante de sumabilidad de una función medible no negativo 
(véase el fin del punto antecedente), que tanto f* ( 2 ), como f~ ( 2 ), 
son sumables en E, y esto deja constancia de que la función f (x'j 
es sumable en el conjunto E. 

De este modo, para la integral de Lebesgue (a diferencia de la 
integral de Riemaun), la inlegrabilidad de una función / ( 2 ) es equiva¬ 
lente a la de | / ( 2 ) |. 

Pasemos a la cueslión de propiedades de las funciones sumables 
arbitrarias. 

Notemos en seguida que paro las funciones sumables arbitrarias 
son válidas las propiedades 2“—5’, establecidas en «1 p. 3 para las 
funciones acotadas integrables, y en el p. 4, para funciones sumables 
no negativns. La validez de las propiedades citadas para las funcio¬ 
nes sumables arbitrarias se deduce inmediatamente de la igual¬ 
dad (8.45) y de la validez de los propiedades mencionadas para las 
funciones sumables no negativas. 

Por fin, para las funciones sumables arbitrarias quedan en vigor 
las propiedades de aditividad completa y continuidad absoluta do la 
integral de Lebesgue (la demostración de estas propiedades pera tas 
funciones sumables no negativas ha constituido el contenido de los 
teoremas 8.17 y 8.18 del punto anterior). Aduzcamos la formulación 
y breves indicaciones referentes a la demostración de las propieda¬ 
des mencionadas. 

Teorema 8.17* (propiedad de aditividad completa). Supongamos 
que un conjunto E es una suma de un número numerable de conjuntos 

medibles disjuntos de dos en dos E h , es decir , E (J E¡,. Entonces , 

k -1 

son válidas las siguientes dos afirmaciones. 

I Si una función f ( x) es sumable sobre un conjunto E. será también 
fumable en cada conjunto E k> con la particularidad de que se verifica 
la igualdad (8.41). 

II. Si una junción j ( 2 ) es medible y sumable en cada conjunto E¡,. 
y si converge una serie 

00 

S 5 \f(x)\dx, 

*=1 ¿ k 

/ ( 2 ) será sumable en el conjunto E y se verifica la igualdad (8 41). 
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Con el fin ile ilomo-lrar el teorema I, basta aplicar el teorema 8-17, 
/ u los [unciónos no negativa» i* (x) y l~ (x) y aprovechar la igual' 
ilad (8.45). 

Con el fin «le demostrar el teorema II. basta tomar en considera¬ 
ción que la función / (x) es «nina ble en E. debido al teorema 8.17. II. 
Mas. en oslo caso i (x) es también snm.ible en E y. en virtud del teore¬ 
ma I ya demo'lnidn, se verifica la igualdad (8.41). 

Teorema 8.18* {propiedad de con!inuidad absoluta de la integral). 
.Vi una /unción f Ir) es sumable sobre un conjunto E. existe, para cual 
i/uier c postilen, un número pvsiliro b tal pite, cualquiera que seo un 
subconjunto c del conjunto E cuya medida \ e \ sea interior a fi se mi- 
lica lino desigualdad | ( / (x) Jj | < k. 


l’ara la demostración basta aplicar el teorema 8.18 a una fun¬ 


ción no negativa |/(x)| y aprovechar la desigualdad 




dx 


< \ l/(x)|dx. 

(i. Paso límite bajo el signo de la integral de Lcbesgue. 

Definición. Diremos que una sucesión de funciones {/„ (-r)J. suma- 
bles sobre un conjunto E. converge hacia una junción / (x) en L (E), 
sumable sobre el mismo conjunto, si 


lím \ |/„(x)-/(x)| «/.=<) (8 40) 

j. 

La convergencia de la sucesión {/„ (j)¡ en /. (/■-') asegura la posi- 
bilidnd de integrar término a término la sucesión {/„ (x)} sobro el 

coDjunto E. pues, de (8.46) so desprende que lím \ /„ (x) d.c — 

- ^ i (.r) dx. 

E 

Observemos que si una subsucesión de junciones (/„ (x)}, medibles 
y sumables sobre el conjunto E. converge hacia una junción j (x) en 
E (E). medible y sumable en E. entonces (/„ (x)) es convergente también 
en medida hacia / (x) sobre E. 

Efectivamente, al fijar un e :> 0 arbitrario y al denotar con E n 
un conjunto E \\ f — /„ | > el. tendremos 

\ l/n (*)“■ > (x)| > J |/«ú)— /<*)! dx > B |#nl, 

B F. n 

de suerte que de (8-46) proviene que | E n |-*-0, cuando a -*». 
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Así pues, la convergencia en medida sobre E es más débil que la 
convergencia en L (E) (y. según lo demostrado más arriba, más débil 
que la convergencia casi en todo punto de E). 

Demostremos, no obstante, admitidas unas suposiciones adicio¬ 
nales que, de la convergencia en medida sobre E se deducirá la con¬ 
vergencia en L (E). 

Teorema 8.19{de Lebesgue). Si una swresión de funciones f„ <x), 
medibles sobre un conjunto E. converge en medida en E hacia una fun¬ 
ción 1 (x) medible sobre E. y si existe una función F ( x).sumable sobre el 
conjunto E. tal que para todos los números n y casi todos p los puntos 
de E se cumple la desigualdad | /„ (*) I F (x), entonces la sucesión 
{/„ (x)} converge hacia f (x) en L (E). 

demostración. Cerciorémonos, primero, de quo la función límite 
/ (x) satisface casi en todo punto de E la desigualdad | / (x) | ^ 
sS F (x). Del teorema 8.15 se deduce que en la sucesión {/„ (x)} puede 
elegirse una subsucesión {fn* (x)} (k = 1, 2, . . .) quo sea convergen¬ 
te hacia / (x) casi en todo punto de E. Pasando en la desigualdad 
I / n* ( x ) I E (*) al límite para fc -*-oo, llegaremos a que | f (x) | < 
< /•’ (x) para casi todos los puntos de E. De la desigualdad demostra¬ 
da y dol criterio mayorante de sumabilidad do una función mediblo 
no negativa (véase el fin dol p. 4) proviene que f (x) es sumadle en E. 

Al fijar un e > 0 arbitrario y al designar con E„ un conjunto 
E l| f — /„ | > el, tendremos ') 

$ !/(*)-/« (*)l*r- f|/<*)-/. <*)!* + [ \nx)~f n (x)\dxs¿ 

E É„ B\E n 

<2 J F[x)dx + e\E\. 

Esta desigualdad y la arbitrariedad de e > 0 permiten constatar que 
para establecer la convergencia de {/„ (x)} hacia f (x) en L (E), 

basta demostrar que lím \ P (x) dx = 0, pero esto se deduce 

n -“ L 

inmediatamente del teorema 8.18* sobro la continuidad absoluta de 
la integral y de lo que, por iiipótesis | £„(-»- 0, cuando n—*- oo. El 
teorema está demostrado. 

Corolario (teorema de Lebesgue sobre el paso limite bajo el 
signo de integral). Si una sucesión de funciones {/„ (x)}, medibles 
sobre el conjunto E, converge casi en todo punto de E luida una fundón 
límite ¡ (x), y si existe una función F (x), sumadle en el conjunto E. tal 
que para todos los números n y casi todos los puntos de E se cumple la 


l ) Tenemos presente en e?te caso que | f n (x) — / (^) | ^ 2f (x) casi en 
todo punto on ZT. 


is—?C9 
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desigualdad | /„ (x) [ ^ F (x), entonces f (x) es sumable sobre E y 


lím \ /„ (x) dx = \ f (z) dx. 
»-» i b 


(8.47) 


demostración. Del teorema 8.13 se deduce la mensurabilidad 
de / ( x) sobre el conjunto E. Ahora basta notar que de la convergen¬ 
cia casi en todo punto de E proviene (en virtud del teorema 8.14) 
convergencia en medida sobro E. y, además, aplicar el teorema 8.19. 

Teorema 8.20 ( teorema de B. Le vi). Supongamos que cada función 
f„ ( x) es medible y sumable sobre el conjunto E. y que para todos los 
números n y pura casi todos los puntos del conjunto E se cumple una 
desigualdad f„ (x)^f„+ ¡ (x). Supongamos, además, que existe una 
constante M tal que para todos los números n se cumple la desigualdad 
| J /„ (x) dx | sj M. Entonces, para cast todos los puntos r del con¬ 
junto E existe un límite finito líin f„ (z) = / (x), con la jiarti- 

n-»ou 

cularidad de que la función límite f (x) es sumable sobre el conjunto E 
y se verifica la igualdad (8.47). 

demostración Sin perder la generalidad de los razonamientos, 
podemos considerar que todas las /„ (x) son no negativas en casi 
todo punto de E (do lo contrario, en lugar de /„ (x) tomaríamos fun¬ 
ciones no negativas g„ ( x) = /„ (x)—/, (x)). Por cnanto la sucesión 
{/„ (x)} no decrece casi en todo punto de E, quedo definida casi en 
todos los puntos de E la función / (x) que toma en estos puntos o bien 
valores finitos, o bien valores iguales a -f oo. Si demostramos que 
dicha función limite es sumable sobre el conjunto E, esto será un 
indicio de que / (x) tiene casi en lodo punto do E valores finitos, es 
decir, un indicio do que la sucesión {/„ (z)} es convergente hacia 
f (x) casi en todo punto de E. De aquí y de la desigualdad /„ (x) ^ 
$ f (x) (casi en todo punto de E) se deducirá, en virtud del corolario 
en el teorema antecedente, la igualdad (8.47). 

Asi pues, para demostrar el teorema, basta establecer la sumabi- 
lidad de la función limite / (x) sobre el conjunto E. 

Observemos que para cualquier N > 0 uno sucesión *) {(/n)y (x)} 
converge hacia (/) w (x) casi en todo punto de E. con la particularidad 
de que la función acotada ( f) N (x) es sumable en E y la desigualdad 
(/„)„ (*X (/),v ( x ) queda válida para todos los números n y para 
casi todos los puntos de E. 


') Recordemos que para todo ,Y > n y rara cada función F (i) suponemos 
{F) n (x) = mín (A', F (r)). 
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Esto asegura la aplicación a la sucesión {(/„),y (x)} del corolario 
del teorema antecedente, en virtud del cual 


lím 


$ (f„) N (*)dx= $ (/)„(. t)dx. 
£ £ 


De esta relación y de la desigualdad *) 


concluimos que 


$ fA*)dx> | 


Jira $ /- (*) J (/) N ( x ) da;, 


y, por cuanto f„ (x) dx^ M para todos los números n, resulta 

E 

que también 

^ (/). v (x) dx < .V/. (8.48) 

£ 

De la desigualdad (8.48) y del hecho de que la integral en el primor 
miembro de esta igualdad no decrece por jV se deduce la existencia 
de un límite 

Hra J (f) K (x) dx. 


lo cual significa precisamente que / ( x ) es suma ble sobro el conjun¬ 
to E. El teorema está demostrado. 

Enunciemos, ahora, el teorema 8.20 en términos de una serie 
funcional (en esta forma el teorema citado es de amplio uso). 

St toda función u„ (x) es no negativa casi en todo punto de E, suma- 
ble y medible en dicho conjunto, y si converge una serie 


co 

V 
¿-i 

n— 1 


\‘ u n (x) dx 

k 


será convergente casi en todo punto de E la serie 


3 «..(*), (8.49) 

«— I 


*) Esta desigualdad proviene de lo que (/„) lV (x) = mía {.V, /„ (x )}. 
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con ¡a particularidad de que la suma S (x) de la serie (8.49) es sumable 
sobre el conjunto E y satisface la condición 

$ S (x) dx = 2 ( (*) dx. 

K I É 

Teorema 8.21 (teorema de Fatou). Si una subsueesión de funciones 
{/„ (x)}, medibles y sumables sobre el conjunto E. converge en casi 
todo punto de E hacia una función límite f (x). y si existe una constan¬ 
te A tal que para lodos los números n se verifica una desigualdad 
^ I fn (x) | dx¿C A. la función límite f (x) será sumable sobre el con- 
E . 

junto E y para ella se cumple la desigualdad \ \f (x) | dx <7; A. 

demostración Introduzcamos en el análisis las funciones 
g„ (x) = inf | f h (x)| l ) y notemos que cada función g n (x) es no 

negativa y medible 2 ) sobre el conjunto E y que la sucesión {g„ (x)} 
no decrece sobre el conjunto E y para casi lodos los puntos de E con¬ 
verge hacia | / (x) |. Además, en todo punto del conjunto E se cumple, 
para cualquier número n, una desigualdad 

*.(■)< I/■« I. ( 8 - 50 > 

tle la cual se deduce (en virtud del criterio mayorante de sumabilidad 
de una función medible no negativa, véase el fin del p. 4) la sumabi¬ 
lidad de g n (x) sobre el conjunto E. Aplicando a la sucesión {g n (x)} 
el teorema 8.20, llegamos a que 


lím \ g B (x)t/x=í |/(x)rfx. (8.51) 

n-*o, * * 

E ti 

Por cuanto para todo número n, en virtud de (8.50), jj g n (x) dx sj 


< [ |/„(x)|dx <.l, de (8.51) obtenemos ^ | / (x) | dx < A. El 

E * 

teorema está demostrado. 

7. Clases de Lebesgue L v (C). Recordemos que un espacio lineal 
R se llama normado, si se cumplen las siguientes dos exigencias: 
1) se conoce una regla, por cuyo intermedio a todo elemento / del 
espacio R se le pone en correspondencia un número real llamado 


l ) Esta notación sigaiiica quo para lodo i el valor de g n (x) es la cota supe¬ 
rior exacta de los valores I l n (x) |, | I n +i . 

>) La mensurabilidad de g n (x) en E se deduce dol teorema 8.12 dol parralo 
anterior. 
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norma de dicho elemento y denotado con el símbolo || / ||*, 2) la 
citada regla satisface los siguientes tres axiomas: 

y. imi*>o, si/^o>). iini*- o, sí / = o. 

“• II 1-f II/? = | h | -11 / IIr para todo elemento / y todo número 
real 

3 o . Para cualesquiera dos elementos / y g se verifica la así llama¬ 
da desigualdad triangular || / + g || B sC || / ||„ + || g ||„. 

Examinemos en el espacio normado lineal R una sucesión arbi¬ 
traria de elementos {/„). 

Definición J. Una sucesión {/„ } de elementos de un espacio normado 
lineal R se llama fundamental, si 

lim || f m — /„ ||* = 0. 

mjen 

n-*oo 

Definición 2. Suele decirse que una sucesión {/„ } de elementos de un 
espacio normado lineal R converge en R hacia un elemento de este 
espacio f, si 

Wm || /„ - /|| * = 0. 

n-*oo 

La convergencia de esta Índole so denomina también convergencia 
en norma, o convergencia fuerte en R. 

Es fácil demostrar que toda sucesión de elementos {/„ j convergente 
en R es siempre fundamental. En efecto, si existe un elemento / tal 
<I U ® II fn — f II*-*-0 para «-*■ oo, de la desigualdad triangular 

II/m ~fn \\R<\\fm-f\\n + \\f-/n II* 

se deduce inmediatamente que 

•ím l| /m - /„ II * = 0. 

mj*n 

n-'o 

Surge, naturalmente, una cuestión de si es convergente en R hacia 
cierto elemento / del espacio R i oda sucesión fundamental de clemen¬ 
te Vn)- . 

Definición 3. Un espacio normado lineal R se llama completo, si 
toda sucesión fundamental de elementos {/„ } del espacio R converge en R 
hacia cierto elemento f de este espacio. 

En este punto analicemos una clase importante de espacios nor¬ 
mados lineales introducidos por Lebesgue y demostremos la completi- 
tud de estos espacios 

Supongamos que un número real p satisface la condición de que 

P> 1. 


0 significa elemento nulo del espacio linea! íi. 
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Definición 4. Diremos que una Iunción f (r) pertenece a la clase 
(o espacio) L p (£), si la función f (z) es medióle sobre el conjunto E, 
ij la función | / (x) | p , sumadle en dicho conjunt-o '). 

Es fácil convencerse <le que la clase L p (E) os, para 1 cual¬ 
quiera, un espacio normado lineal, «i introducimos en él una norma 
con ayuda de la relación 

llfllirt«-ll/llp-(j¡ l/WI” 

La linealidad de tal espacio es obvia. No es difícil comprobar la 
validez de lo= axiomas I o —3 o de la definición de espacio normado. 
El axioma i° se deduce inmediatamente de la hipótesis de equi¬ 
valencia a coro de la función sumahle (véase el fin del p. 4). El 
axioma 2 o es perfectamente evidente. El axioma 3° os evidente para 
p = 1. y, cuando p > 1. proviene de la desigualdad de Miultowski 
establecida en el complemento al capítulo 1. v. II 2 ): 



i/(*)i p á*y ,p -i-^ j i,wr*y 


Demostremos, ahora, el siguiente teorema fundamental 3 ). 
Teorema 8.22. Para todo 1 el espacio Lf (E) es completo. 
demostración Sea {/„ (x)} una sucesión fundamental arbitraria 
de elementos del espacio L p {E). Pongamos 


e n =sup ||/ m -/„||,. 

m^»n 


(la cota superior exacta de la magnitud || — /„ || p se toma por 

el conjunto do todos los m que satisfacen la desigualdad m>«). 
Por ser {/„} una sucesión fundamental, resulta que e„->-0, cuando 
n-*- oo. De aquí se deduce que puede elegirse una subsucesión n h 
(k = 1,2 ,...) tal que sea convergente una serie *) 


(8.52) 


No so distinguirán on oste caso funciones equivalentes sobre el con¬ 
junto E. considerándolas como un solo elemento de I,' 1 (£'!. 

a ) En el complemento aducido la desigualdad de MinlcoWSki se establece 
para el caso do la integral de Riemann. Al tratar la integral de Lebesguo, hasta 
establecer cala desigualdad sólo para las (unciones acotadas f (x) y g (xl. lo que 
se hace según el mismo esquema que se aplico en el caso de la integral de Riu- 
mann (es suficiente examinar la partición lebesauiana del conjunto E). 

8 ) En una forma especial (referente al así llamado sistema trigonométrico) 
este teorema fue demostrado en 1907 por ttiezs c (independientemente do Uiezs) 
por Fislier. En 190!) Ileimann Weyl estableció que la conexión con el sistema 
trigonométrico no era esencial y dio la formulación inás general (para p ™ 21 
que aquí presentamos. 

*) Basta tomar tal n k que se verifique lu desigualdad e„ s; 2 *. 
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De la desigualdad de Holder ‘) establecida on el complemonto 1 
del cap. 1, v. II, tenemos 

(p~> 1 , g— r 1i )■ se deduce que. cuando p> 1 , resulta 

\ I /«*., < x > - /-a (*M dx < II/"*, x < x > ~ 

F 


De la última desigualdad y de lo que la serie (8.52) es convergente se 
deduce la convergencia de la serio s ) 


s s i/»*„< x >-/»*wi dx - < 8 - 53 ) 

*-l £ 

Teniendo presentes la convergencia de la serie (8.53) y el teore¬ 
ma 8.20 (véase la formulación de este teorema en términos de una 
serie), concluimos que casi en todo punto de E converge una serie 

| I/»*., <*)-/«* <*)!' 

y, por consiguiente, también una serio 

/ "*(* )+ jS l i /»*.,(*)-/"» <*>i- 

Pero, esto es testimonio do que la A--ésima suma parcial de la serie 
citada, que es igual a /„ t( , (z), converge casi en lodo punto de E 
hacia cierta función / (z). Ahora, por cuanto || / m (z) (z) ||„^ 

^ a m para cualquier número m y cualquier m, y puesto que, 

para A-*- oo. [/ m (z) (z)l-s-1 f m (z) — / (z)l casi en todo punto 

de E. entonces, de acuerdo con el teorema do Fatou 8.21, || ¡ m (z) — 
— /' (z) ¡|,,íC c m (para cualquier número m). y esto significa que la 
sucesión (f,„ (z)) converge en L B (E) hacia / (z). El teorema esté demos¬ 
trado 

l| En el complemento aducido la desigualdad do Húldor se Restablece para 
la integral de Riemann. Al tratar la integral de Lebesgue, basta establecer esta 
desigualdad sólo para las funciones acotadas / (i) y g (r), lo que so hace según 
el mismo esquema que se aplicó para la integral de Riemann (es suficiente 
examinar la partición tebesgumna del conjunto £)- 

Cuando p = 1. no se debo aplicar la desigualdad do Holder, pues la serie 
(8.531 coincide «on la (8.52). 
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8 . Observaciones conclusivas. El punto central de la teoría de 
Lebesgue consiste en su carácter cerradu respecto de la operación de 
paso límite tanto en la teoría de los conjuntos medibles (teoremas 8.3 
y 8.8). como en la de funciones medibles (teorema 8.13) y, también, 
de la teoría de integral (teorema 8.22). 

Toda la exposición se realizaba para el caso de una sola variable. 
En el caso de n variables, el esquema de construcción do la teoría 
queda el mismo, mas por un conjunto de partida (principal) debe 
tomarse, el lugar del intervalo (a, b ), un paralelepípedo «-dimensional 

n 

abierto jj (a* < x K < b h ) (para los números o r , se admiten valo- 

*1— t 

res — oo, y para los números ó*, valores +oo). En el caso n-dimen- 
sional do momento cualitativamente nuevo de lo teoría sirve el asi 
llamado teorema de Fubini sobre la reducción de una integral do 
Lebesgue «-múltiple a una integral reiterada do multiplicidad menor. 
No nos detendremos uquí en este teorema. 


Complemento 1 al capitulo 8 

CONDICIÓN NECESARIA Y SUFICIENTE 
DE INTEGRABILIDAD 
SEGÚN RIEMANN 

Sin pordor la generalidad do nuestros razonan)lentos, examinemos bis [un¬ 
ciones definidas sobro el sogmento |0. 1|. Para cada [uncióu / (i) de esta índole 
introduzcamos las así llamadas Junciones de Batre m (x) y M (x), que en cada 
punto i representan límites superior e interior, respectivamente, en este punto 
de la (unción en consideración J (x) *). Así pues, por definición 

m (x) = lim t tí). M (x) -= lím / (y). 

»-* 

Observemos que las funciones do Bnlro pueden definirse también de un modo 
diferente: 

«(xj^ lím [inf/(g)l, M (x)= lim f sup / (y) I. 

6-o+o l e 4 (x) J 6-ii+0 l v^u) 1 

donde v* (x) es un ó-entoruo del punto x (en el caso de que x sea un punto limito 
de |0. 1], so deben tomar en lugar de ó-entomos los ó-semientornos del punto x. 
derecho o izquierdo, respectivamente). 

Evidentemente, la Junción f (x) es continua tn el punto z 0 cuando, y sólo cuan¬ 
do, i (x„) = m (xj) = M (x,). 

Teorema $,2X. Para que una función f (x) acotada cobre el segmento (0. 11 

1 ) En el caso en que dentro de un entorno arbitrariamente pequeño 'leí punto 
x la función / (x) no sea acotada iníeriormente (superiormente), suponemos que 
el límite interior (superior) de / (x) en este punto es igual a —oo (+oo). 
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sea integrable según II le man n en dicho segmento, es necesario y su/lciente que di¬ 
cha función sea continua casi en todo punto de 10. II. 

DEMOSTRACION. Dividamos un segmento 10, i|. para cualquier número ti, 

en 2" intervalos Al¡;>— | -- T: . ! . i. ) (* = 1, 2. 3.2")e introduzcamos en el 

análisis con funciones escalonadas <p„ (x) y <D„ (r), suponiendo que en cada 
intervalo A(J¡i las funciones <p„ (*> y <I> n (x) son iguales a inf / (y) y a 

A<¡¡’ 

sup /(y), respectivamente, y en los puntos k 2" (k = 0, 1.2") am- 

bas funciones íp n (x) y <I> n la.) son nulas. Entonces, al tomar una sucesión de 
intervalos A<jJ> que se encoge hacia x, obtendremos, para cada punto x ¥* k! 2": 


lím ip„ ( x ) = m (x), lim 0>„ (x) = M (x). (8.54) 

n—® n-*oo 

De este modo, la convergencia (8.54) tiene lugar casi en todo punto do! segmento 
|0, 11. Por cuanto las funciones escalonadas (x) y <1>„ (x) son a ciencia cierta 
modibies en 10. 1], de (8.54) y del teorema 8.13 se deduce que también son me¬ 
dióles en (0, 11 las funciones de Balre m (x) y M (x). 

Do (8.54) resulta que casi en todo punto sobre 10. 11 

lim Í<1>„ (x) — <p„ (x)| = M (x) — m (x). 
n—o.' 


De la última relación .so delinee, en virlud del corolario en el teorema 8.19. que 1 ) 


iíiu (Ib„ lx) — ip„ (xl| dz= \ |.W(*) — m ixllrfx. (8.55) 

n-o# J • 


fl«*sln por notar quo 
i 


J <l>„ix)dx = 5„, J C| n íx)d*=s n . 


(8.56) 


dondo S„ y » n son sumas superior e inferior tic Darhoux, respectivamenle. co¬ 
rrespondientes a la partición {A'J 1 } (* = 1, 2, 3, . . ., 2' 1 ). 


De (8.55) y (8.56) se deduce quo 

lím [S n — »n) = \ [.U(*l—nt(*))dx, 

o 

de modo que (en virtud del cap I, v. 11 > la condición necesana y suficiento de 

integrobilidad según Iticmmin so reducca una igualdad \ l.if (x) — m (xl) di - 

— 0. Pero, la ultima igualdad significa (en vista de que una fun¬ 
ción no negativa medible y stunablo os oquivalenle a cero (véase p. 4. § 4)) 
que ->/ (x) — m (x) = 0 casi en todo punto sobre (0. i|. El teorema queda de¬ 
mostrado. 

‘i En adelante, todas las integrales en el Complemento 1 se entienden en 
el sentido do Lcbesgnc. 
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Complemento 2 al capítulo 8 

CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE 
DE INTEGRABILIDAD DE UNA FUNCIÓN 
ACOTADA SEGÚN LEBESGUE 


Teorema S.»4. Para que una ¡unción / (x) acolada sobre un con)unlo medible 
E sea integrable en dicho conjunto según Lebesgue, es necesario ¡i suficiente que 
esta función sea niediblc en el conjunto P. 

DEMOSTRACION La demostración de la suficiencia constituye ol contenido del 
toorema 8.16. por lo cual es necesario sólo demostrar la necesidad. 

Sea una función f (xi acotada o integrable según Lebesguo sobro el conjunto 
mediólo E. Esto quiere decir quo las integrales do Lebesguo superior e inferior 
de esta función son iguales y, por consiguiente, existo una sucesión de particio¬ 
nes T„ — (£i¡¡>) del conjunto E de tal índole que las correspondientes sucesio¬ 
nes de sumas superiores (5„j y de sumas inferiores {í„} satisfacen la condición 
S„ — s n <T Un, con la particularidad de que cada partición sucesiva T n = 
= (E'H>I es un refino de la partición antecedente T„ = {C(JJ —*>}. (Con oí fin 
de construir tal sucesión, es suficiente tomar. |xir donde sea nec'osario, el pro¬ 
ducto de particiones introducidas). 

Recordemos que, por definición. 

Sn = 2 C*' I F -h' I • ‘n = S n ‘*" > ' I E k n) I • 

I. i. 

dondo A/iJ) y mij¡> son las cotas suportar exacta e inferior exacta, respectivamen¬ 
te, de la [unnón / (r) sobre el conjunto £(j¡*. 

Definamos do» sucesiones de funciones {/„ (xij y (f„ (-r)J, al hacor la fun¬ 
ción f n (i) igual a M<¡¡) sobro el conjunto £<j¡>. y la función /„ (x), igual a ni<J¡) 
sobre el coujunto /T<JJ>_ 

Es ovíllenle que porn todo núinoro n ambas (unciones J n M y /„(x) son 
medlbles sobre el conjunto E (ya que dichas funciones representan combinacio¬ 
nes lineales de las funciones características de los conjuntos medibles E'¿“). 

Además, evidentemente, la ¡ucosión (/„ (i)) no es creciente, y la sucesión 
(/„ (r)J no decrece sobre ol conjunto E, con la particularidad do que en cada 
punto del conjunto E se cumplen las desigualdades 

fn <*>< / M < T„ (x). (8.57) 

cualquiera que sea n. ~ 

Pongamos / (i) = lím /„ (x), I (x) = lim f„ (x). De (8.57) concluimos que 

ti—re *” R-M — 

eu cada punto r 

l (x)</(x) s; T(x), (8-58) 

y, además, las funciones f (x) y f_(z) son medibles sobre el conjunto E en virtud 
del teorema 8.13. 

Del teorema de 13. Levi 8.20 obtenemos 

lim ? [7„ (x)—Jn (x)| dx= \ [Tlxj—_Mxl| .-íx. 

" ■ K f 


(8.59) 
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Do la definición (le las funciones /„ (z) y U, (z) oe deduce que J I/„ (z) — 

t 

—/«. (z)| dz = S„ — s„, con la particularidad de que, por construcción 
lím (S„ — «„) = 0. En virtud de (8.59), esto nos Ueva a una igualdad 

n-*» 

5 li”(r) — _/(*>! dz = 0 

E _ 

Partiendo de la última igualdad y del hecho de quo la fuución |/ (z) —_/(z)J 
es, en virtud dol |>. 4. § 4, negativa, obtenemos que / (z) — / (i) = 0 casi on 
todo punto sobre Por consiguiente, en virtud de (8.58), ¿(t) = I (z) = I (z) 
casi en todo punto sobre B. y. por cuanto las funciones I (z) y / (z) son modibles 
en E, entonces, de acuerdo con la propiedad 4 o del p. 2, f 3. I (z) será también 
modible sobre el conjunto E El teorema está demostrado, 



Capítulo 9 

INTEGRALES DEPENDIENTES DE 
LOS PARÁMETROS 


Estudiemos en este capítulo una clase especial de funciones que se 
caracteriza por la denominación general «integrales dependientes de 
un parámetro». La idea de estas funciones puede obtenerse, si inte¬ 
gramos respecto de x. con cada y fijo, una función de dos variables 
x e y. Como resultado, se obtendrá, evidentemente, una función 
dependiente del parámetro y. 

Surgen, naturalmente, las cuestiones acerca de la continuidad, 
iutograbiliriad y diferonciabilidad de tales funciones. Todos estos 
problemas se estudiarán en el presente capítulo. 

Está perfectamente claro que la integración respecto del argu¬ 
mento x no lia de ser forzosamente propia: si un dominio en el que 
viene dada la función / (x, y) es una franja infinita 11 = x< oo, 
ys£ d), la integración respecto de x, con y fijo, se realizará en 
una semirrecta, razón por la cual la integral correspondiente respecto 
de la variable x será impropia. De este modo, surge una noción de 
integrales impropias dependientes de un parámetro. Las propieda¬ 
des do tales integrales también se estudiarán en este capítulo 
Subrayemos que se tratarán aquí sólo las funciones integrables 
según Biemann (no según Lebesgnc) y todas las integrales, sean pro¬ 
pias o impropias, se entionden en el sentido de Riemann. 

§ 1. Integrales propias dependientes de un parámetro 

1. Concepto de integral dependiente de un parámetro. Supongamos 
que en un rectángulo fl = {o^x< b, c ^ y<; d } viene definida 
una función / (x, y) integrable respecto de x sobre el segmento 
a^x^fc para cualquier y fijo riel segmento c^y^id, En este 
caso sobro el segmento c^y^id queda definida una función 

6 

/(»)= $ /(*. y)dx, (9.1) 

a 

llamada integral dependiente del parámetro y. La función / (x. y) 
puede definirse también sobre un conjunto de forma más general. 
Por ejemplo, como dominio de definición do / (x. y) puedo servir 
el siguiente conjunto D = {u (j)< x^ b (y). c<. y<; d}. En este 
caso sobre el segmento 1 c, di está definida una función de y con ayuda 
de la relación (9-1). pero los limites de integración a y b dependen 
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de y. Estudiemos, primero, un caso en que los límites de integra¬ 
ción son constantes. 

2. Propiedades de continuidad, integrabilidad y diierenciabilidad 
de las integrales dependientes de un parámetro. Los teoremas que 
siguen abajo dan respuesta a las cuestiones citadas. En estos teoremas 
se denotará con el símbolo 11 un rectángulo x^¡ 6, csj y ^ d}. 

Teorema 9.1. Si una función f (x, y) es continua en el rectángulo 
i!, la función 1 (y), definida mediante la relación (9.1), será continua 
sobre el segmento (c, til. 

DEMOSTRACION De la fórmula (9.1) se deduce que un incremento 
M — í (tj + Ag) — I ly) de la función I ( y) es igual a 

6 

\ l/(*. .v + Aji) — /(*, y)\dz. ( 9 -2) 

a 

Como que, de acuerdo con el teorema de Cantor, la función f (x, y) 
es uniformemente continua en el rectángulo n. según e ■> 0 dado 
puede indicarse tal 8 > 0 que para todo r de la, h 1 y todos los y 
y (i/ -r Ay) de (c. di de tal índole que 1 Ai/ | <C 6, se verifique la 

desigualdad | / (x. y + A y) — f (x, y) 1 < j~- Mas, en este caso, 
de la relación (9.2) se deduce que cuando | Ag 1 < 8. se cumple la desi¬ 
gualdad | A/ | < e, la cual significa la continuidad de la función 
/ (y) en cada punto y del segmento le, di. El teorema osta demos¬ 
trado. 

Teorema 9.2. Si una función f (x, y) es continua en el rectángulo 11, 
la función I (y) será integrable sobre el segmento le. di. Además, es 
válida la fórmula 

i á p a , o <i 

5 t(y)dy = U \ t(r. y)dx dp= $ dx \ /(x. y) dy. (9.3) 

O C L lt J O f 

Dioho de otro modo, en las condiciones del teorema, la integral 
dependiente de un parámetro puede integrarse respecto del parámetro 
bajo el signo de integral. 

demostración. De conformidad con el teorema 9.1. una función 
I ( y ) es continua sobre el segmento le, di y, por eso, integrable en el 
mismo. La validez de la fórmula (9.3) proviene de la igualdad de las 
intégralos reiteradas que figuran en la relación (9.3) (estas integrales 
son iguales a la integral doble J (x, y) dx dy). El teorema está 

n 

demostrado. 

Observación. En la relación (9.3) podemos poner cualquier nú¬ 
mero del segmento [c. di en lugar del límite superior d de integracióu 
respecto de y. 
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Teorema 9.3. Si una función / (x, y) y su derivada parcial ~ son 
continuas en el rectángulo II, la junción I (y) es diferenciable sobre el 
segmento (c, d] y la derivada suya ^ puede hallarse según la fórmula 

b 


dt f dfiz.ut 
* 35 "*) ~~j dx 

a 


(9.4) 


Do otras palabras, on las condiciones del teorema, la integral depen¬ 
diente de un parámetro puede diferenciarse respecto del parámetro 
bajo el signo de integral. 

demostración Veamos la siguiente función auxiliar 

J ^r Ldr - (,J - 5 > 

a 

Por cuanto ~ es continua en el rectángulo II, entonces, de acuerdo 
con el teorema 9.1, la función g (y) os continua sobre el segmento [c, 
d] y la integral detesta función extendida al segmento [c, y\ puede 
hallarse según la fórmula do integración bajo el signo de integral. 
De conformidad con la observación al teorema 9.2, obtenemos 

] *(*)<«= Jd*j $/(,. y,dx- j / (x, c) dx. (9.6> 

cae a a 

¿. h 

Por cnanto J /(r, y)dx = I (y), y J f(x. c)dx = I(c), de la rola- 

a a 

ción (9.6) obtenemos la siguiente expresión para / ( y): 

V 

/(v)= \ g(t)dt + I(c). (9.7) 

C 

Como se sabe, la derivada de una integral con límite superior varia¬ 
ble de una función continua g (í) existe y es igual al valor de esta 
función en el punto y. Por eso, la función I (y) es diferenciablo y su 

derivada es igual a g (y). Recurriendo a la fórmula (9.5) para g (y), 
nos convencemos de que la relación (9.4) es válida. El teorema queda 
demostrado. 

3. Caso en que los límites de integración dependen de un parámetro. 
Ya se ha dicho que puede haber un caso en que los límites de inte¬ 
gración dependen de un parámetro. Convengamos en considerar que 
la función / (x. y) viene dada en el rectángulo II. el cual incluyo un 
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dominio D definido mediante las relaciones [a(y)^.x^.b (y), 
d) (fig. 9.1). Si. para cualquier y fijo del segmento [c, d], 
la función f (x, y) es integrable respecto de x sobre el segmento 
[o (y)l, entonces, obvia¬ 

mente, en el segmento le, di 
queda definida la siguiente fun¬ 
ción: 

*(*> 

Hy)= $ /(*. y)dx (9.8) 

o (»> 

que representa una integral de¬ 
pendiente del parámetro y cuyos 
limites de Integración también 
dependen del parámetro 

Analicemos la continuidad y diferenciabilidad respecto del pará¬ 
metro de tales integrales. Los siguientes teoremas dan respuesta 
a las preguntas citadas. 

Teorema 9.4. Sea f (x, y) una función continua en el rectángulo TI, 
y sean a ( y ) y b ( y) funciones continuas sobre el segmento Ic, d). Entonces , 
la junción I (y) definida mediante la relación (9.8) es continua en el 
segmento le, <11. 

demostración* Fijemos un y„ arbitrario del segmento [o, di, y re¬ 
presentemos / (y) en la siguiente forma: 

»(»•) *»««» <“»> 
f(y)= \ / (x. y)dx -r $ f(x, y)dx- $ f{x, y)dx. (9.9) 

a (K,> b (Vi) o U|,l 

Por cuanto la primera integral en el miembro derecho de (9.9) de¬ 
pendo del parámetro y tiene limites constantes de integración, sien¬ 
do continua su función subintegral, dicha integral será, en virtud 
del teorema 9.1, una función continua do y. por lo cual tiende a / (f/ 0 ) 
cuando y—r y 0 . Para otras dos integrales obtenemos las siguientes 
estimaciones: 

i 

5 /(*• y)dx SÍ M \!>{y) — b{y 0 )\, 

I *i'.) 

“ T I 

\ / (r. y) dx < M \a (y) — a (i/„) |, 

a •</*) 

donde M — snp 1 / (x. y) |. De las últimas desigualdades y de la 

n 

continuidad de las funciones a (y) y 6 (y) proviene que para y-*- y 0 
ambas últimas integrales en el segundo miembro de (9.9) tienden 
a cero. De este modo, el límite del segundo miembro de (9.9) existe 
cuando y y„. y es igual a I ( y„ ). 
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Así pues, la función / (;/) es conlinua en todo punto y 0 del segmento 
[c, d], es decir, continua sohre dicho segmento. El teorema queda 
demostrado. 

Demostremos el teorema sobre la diferenciabilidad de la inte¬ 
gral I (y) respecto del parámetro. 

Teorema 9.5. Supongamos que una función f ( x, y) y su derivada ^ 
son continuas en el rectángulo ÍI. Supongamos, además, que las fundo¬ 
nes a (y) ij b (y) son diferenciables sobre el segmento [c, di. Entonces, 
la función I (y), definida por la relación (9.8), es diferenciable sobre el 
segmento [c, d] y su derivada /' (;/) puede calcularse según la fórmula 
»(»> 

I'{y)= $ -j^-dr + b'(y)f fb(y), y) — a'(y)j(u(y). y). (9.10) 

0 ( 1 ») 

demostración Fijemos arbitrariamente y 0 del segmento le, d\ 
y representemos / (y) en la forma (9.9). La primera integral en el 
miembro derecho de (9.9) es una integral que depende del parámotro 
y que tiene límites constantes de integración. Ya que, por hipóte¬ 
sis, / (*, y) y son continuas en 11. entonces, do conformidad con 
el teorema 9.3, el primer sumando representa una función diferencia- 
ble en el punto y 0 , y la derivada de la citada función en esto punto 

Myo» 

será igual a ^ Ox. Mostremos que el segundo sumando 

a(y«) 

en el miembro derecho de (9.9) tiene derivada en el punto y„. Por 
cuanto esto segundo sumando se anula para y = y 0 , basta conven¬ 
cerse de que existe un límite 

Mi») 

$ f ( x. y> ¿x 

"z - n — 

que, por definición, os precisamente igual a la derivada buscada 
Transformemos la integral en el numerador de la fórmula (9 11). 
Según la fórmula del valor medio tenemos 

!»<!») 

$ /( x, y)dx = f(x, y){b(y) — bt,y 0 )), (9.12) 

6 (V.) 

donde x está encerrado entre b (y 0 ) y b (y). Al sustituir la expresión 
para la integral do la fórmula (9.12) en el numerador de la expre¬ 
sión (9.11), teniendo presente que, en virtud de la continuidad, 
/ (*. y)-*-f (b (y 0 ), y 0 ) cuando y y„, y que b' (y 0 ) 

cuando y-<-y 0 , nos convencemos de que el límite (9.11) que nos 
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interesa existe y es igual a V (g„) f ( b (y 0 ), y 0 ). Razonando de un 
modo sumamente igual, nos convencemos de que el tercer sumando 
en el miembro derecho de (9.9) también tiene derivada en el. punto y„ 
que es igual a a (y„) / (a (</„), j/„). 

Así pues, se lia demostrado que la función f (y) es diferenciable 
en un punto arbitrario ;/„ del segmento [c. di y su derivada V (y„) 
puede calcularse según la fórmula (9.10). El teorema está demos¬ 
trado. 

observación. Los teoremas 9.4 y 9.5 son lícitos también para un 
caso en quo la función / (x. y) viene dada sólo en un dominio V 
y satisface en éste las mismas exigencias que en el rectángulo IT. 

S 2. lutegrales impropias dependientes de un parámetro 

I. Concepto de integral impropia de primera especie dependiente 
de un parámetro. Concepto de convergencia uniforme de la integral 
impropia dependiente de un parámetro. Denotomos con ol símbolo 
11 » una semifranja i < oo, ct^y^d}. 

Supongamos que en la semifranja n» está dada una función / (x. 
y) integrable respecto de x en el sentido impropio sobre ln semirrecta 
ax® x < oo para cualquier y fijo del segmento le, di. En estas con¬ 
diciones sobre el segmento le, di queda definida tina función 

/(«/)=-$ f <x. y) dx. (9.13) 

llamada integral importa de primera especie dependiente del paráme¬ 
tro y Suele decirse en este caso que la integral (9.13) converge sobre 
el segmento [c, di. 

En la teoría de integrales impropias dependientes de un pará¬ 
metro dosempefia un papel impórtenlo el concepto de convergencia 
uniforme. Enunciemos este concepto. 

Definición. Una integral impropia (9.13) se llama uniformemente 
convergente respecto del parámetro y sobre el segmento |c, di, si con¬ 
verge en dicho segmento y si para todo e >■ 0 puede indicarse tal nú¬ 
mero 4 > a, dependiente sólo de e. que se verifique la desigualdad 


OO 

^ /(X, V) dx 



(9.14) 


cualesquiera que sean li .1 c y del segmento [e, di. 

Formulemos el criterio de Cauchy de convergencia uniforme de 
las integrales impropias dependientes de un parámetro. 

Teorema 9.6. Para que la integral impropia (9.13) sea unifor¬ 
memente convergente respecto del parámetro y sobre el segmento 1 c. di, 

U>— r iU$ 
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es necesario y suficiente que para todo e >0 pueda indicarse un nú¬ 
mero A > a que dependa sólo de e y sea de tal índole que se verifique la 
desigualdad 


II 


Hx, u) dx <8, 


cualesquiera que sean IT y ff, superiores a A, e y del segmento le, d). 

La validez de este criterio se desprende directamente de la defi¬ 
nición de convergencia uniforme. 

Para las aplicaciones resulta conveniente dar a conocer una serie 
do criterios suficientes do convergencia uniforme do las integrales 
impropias dependientes de un parámetro. 

Teorema 9.7 (criterio de Weierstrass). Supongamos que uno 
función f (x, y) está definida en una semifranja y que para todo 
y del segmento [c, di ella es integrable respecto de x sobre cualquier 
segmento [a, /íl. Además, supongamos que para todos los puntos de lo 
Irania II ™ se cumple una desigualdad 

I / (*. If) I < * (*). (9.15) 


a> 

F.nlances, de la convergencia de la integral j g (x) dx se deduce la 

a 

convergencia uniforme respecto de y sobre el segmento le, í/1 de la in- 
tegral (9.13). 

Di'.Mos'HH ación En virtud del criterio de Cauchy para la conver¬ 
gencia de una integral de la función g (z) (véase el teorema 3.1), 
puede indicarse, para todo e > 0, tal .4 que se verifique lu 
desigualdad 

r- 

$ g(x)dx<e, 
w 

cualesquiera que sean R" > /?' 7^ A. 

Aplicando ln desigualdad (9.15), obtenemos 

n- i k* 

\ /(*, y)dx =£ $ g(x)dx<:t 

R- ! R- 

para todo y del segmento 1c, di. 

Esto es precisamente un testimonio de que el criterio de Cauchy 
de convergencia uniforme de la integral (9.13) se cumple. 

Corolario. Supongamos que una función q> (x. y), definida en la 
semifranfa II„, es acotada sobre ln misma e integrable respecto de x 
en cualquier segmento [a, R\ para cada y 6 [c. di. Entonces , si con- 
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verge una integral 

•X' 

J I* MI dx, 

será uniformemente convergente respecto de y sobre el segmento [c, di 
la integral ^ <j> (x, //) h (x) dx. 

a 

Para demostrar, resulta suficiente pouer en el teorema 9.7: 
/ (x, y) = <p (x, y) h í r), g (x) = M \ h (x) |, donde M = 
= sup | <¡j (x, y) |. 

n °o 

Notemos quo el criterio do Weierstrass es criterio suficiente do 
convergencia uniforme do las integrales impropias, dependientes 
do un parámetro, que garantiza la convergencia absoluta. Por analo¬ 
gía con lo que so ha hecho al demostrar el teorema 3 A podernos 
establecer el siguiente criterio suficiente do convergencia unifor¬ 
me que es aplicable a las integrales convergentes condicionalmontc. 
Es válida la siguiente afirmación (criterio de Dlrichlel—Abel). 

Sea una función f (x. y) definida en la semifranfa n ~ que es in¬ 
tegrable, para cada y £ [c, di, respecto de x sobre cualquier segmento 
lo. R\ y con cierta constante M ;> 0 satisface la condición 

X I 

\ f(t. V)dt <.V. 

a 

Supongamos, además, que una función g (x), definida para x ^ a, 
tiende a cero ruando x — |-ao sin crecer monótonamente. Entonces, 
una integral impropia 

nc 

5 /(X. y)g(r)dí 

a 

es uniformemente con ver gen te respecto de y sobre el segmento [c, di. 

El criterio de convergencia uniformo que sigue abajo so refiere 
a las integrales de las funciones no negativas. 

Teorema 9.H (criterio de Dini). Supongamos que- una función 
t (x, y) es continua y no negativa en la semifranja 11 - y que para 
cada y £ |r, di converge ¡a integral Impropia 

Hy)= $ /(*. y)dx. (9.13) 

Supongamos ahora que la función / (y) es continua sobre el seg¬ 
mento [c, di. Entonces, la integral (9.13) es uniformemente conver¬ 
gente respecto de y sobre dicho segmento. 


10* 
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¿Mosun ación Veamos una sucesión de funciones 

H+'l 

¡n W=» \ I (*. V)tUt 

cada una de las cuales es continua sobre el segmento [e, di en virtud 
dol teorema !•). 1. Por cuanto la función subintegral f{x, y) es no 
negativa, entonces /„ (y) converge sobro el segmento [c, d] bacía la 
función continua I (y) sin decrecer monótonamente. Por consiguien¬ 
te, de acuerdo con el teorema 1.5 (criterio do Dini para las sucesiones 
funcionales la sucesión /„ (y) converge uniformemente sobre [c, di 
hacia / (y). Esto quiere decir que para lodo e >0 existo un núme¬ 
ro .Y tal que 

/<!/) — /,v (y) - ^ / < r - !/> dz e 

a+n 

simultáueameulo para todos los y del segmento le, di. De lo que 
/ (z, ü) es no negativa se deduce que pata lodo ti N -I « y lodo 
y 6 (<•• di 

OI 

0 < J Í{x t y) di -'t. 
n 

Esto es precisamente un indicio de que la integral (9. 13) es unifor¬ 
memente convergente. El teorema está demostrado 

2. Propiedades de continuidad, ¡ntegrabilidad y dlferenciabilidad 
de las integrales impropias dependientes de un parámetro. Son válidos 
los siguientes dos teoremas. 

Teorema 9.9 Supongamos que una función f (z, y) es continua en 
la semifranja ÍI y la integral (V).13) converge uniformemente sobre 
un segmento [c, di- Entonces, la Integral citada es función continua de 
y sobre el segmento [c, di. 

demoshraciov Estudiemos una sucesión de funciones 

o+n 

I n (g) = 5 /(«- !'* dz. 


cada una de las cuales es, en virtud dol teorema 9.1, continua sobre 
el segmento Ir, di. Es evidento que do la convergencia uniforme de 
la integral (9.13) proviene la convergencia uniforme hacia I (y) de 
la sucesión funcional /„ (y). En tal ca«o la continuidad de la fun¬ 
ción I (y) se deduce del teorema 1.7. 

Teorema 9.10. Supongamos que la /unción f (z. y) y su derivada 
óf 


Admitamos, además, 
que para cierto y del segmento [e. di resulta convergente la integral 


parcial ^ son continuas en la semifranja H,. 
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/ (,/) — ^ / (x, i/) dx, mientras que la integral J ^ dr converge 

u a 

uniformemente respecto de y sobre el segmento [c, tí]. Bajo estas con¬ 
diciones la función / ( y ), dlferenciable sobre e.l segmento k, d], y su de¬ 
rivada /' (y) pueden hallarse según la fórmula 

r(y)~\%dx. (9.1(3) 

O 

De oirás palabras, en las condiciones del teorema la diferenciación 
respecto del parámetro puede realizarse bajo el signo de la integral 
impropia dependiente del parámetro. 

riFuíosiiRACia'i Veamos una sucesión de funciones 

o+f* 

^ n (¡/> =- \ /(*. y) dar. 

De acuerdo con el teorema 3.3, cada una do los funcionas /„ ( y ) 
es dlferenciable sobre al segmento k, e/1 y so verifica una igualdad 

/,. w _T^d,. (0.17) 

Do las condiciones del teorema se doduce que la sucesión de inte¬ 
grales que figuran cu el segundo miembro de (9.17) os uniformemen¬ 
te convergente sobre k, di Por consiguiente, a la misma función lí¬ 
mite converge uniformemente la sucesión de derivadas J'„ (y). Apli¬ 
cando el teorema 1.9, obtenemos la igualdad (9.16). 

Demostremos un teorema sobre la integración propia de una in¬ 
tegral impropia dependiente de un parámetro. 

Teorema 9.11. Cumplidas las condiciones del teorema 9.9, la inte¬ 
gral (9.13) puede integrarse respecto del parámetro y sobre el segmen¬ 
to [c, d), con la particularidad tic que 

/I d ev <c ri 

5 / (y)dy= ^ dy $ y (.r. yi dx = $ dx J / (J-. y) dy. (9.13) 

en n c 

De otras palabras, en las condiciones del teorema una integral im¬ 
propia dependiente de un parámetro puede ser integrada respecto del 
parámetro bajo el signo de integral impropia. 

demostración Por cuanto quedan cumplidas las condiciones del 
teorema 9.9, la función I (y) es continua sobre el segmento k, di, 
y, por consiguiente, integrable en este segmento, Pasemos a la de¬ 
mostración de la relación (9.18). 
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Haciendo uso de la convergencia uniforme de la integral (9.13), 
podemos indicar, según un e > 0 dado, tal ¿ 1 Js o, cine, cuando 
H ps A. so cumplo, para todos los // dol segmento Ir, </), la siguiente 
desigualdad 

«J 

K /(rr, . (9.191 

« 

Considerando l?>d,y empleando la posibilidad de cambiar el or¬ 
den de integración para las integrales propias dependientes de un 
parámetro, volvamos a las siguientes igualdades evidentes: 

•1 J H w 

J I(y)dy = $ [$ H*. >J) ds+ J f(s, y)dJc\dy=- 

e e r» n 

II .1 H x, 

« 5 dl [ \ /(■*. .V)dg] r 5 <1y \ 5 IU. tíi e/r 1. 

* e e n 

De estas relaciones y do la desigualdad (9.19) se deduce la siguiente 
desigualdad que es válida para lodo /?>.!: 

•i H a 

|$ H.V)*V— ] d* [J /(*• i/K'/] |o-. 

C q f 


™» >1 

la cual significa que la integral impropia \ \ f (*• y) dy respecto 

w 

do la variable r converge y es igual al número jj l (y) dy. El teorema 
está demostrado. 

obsbhvación Evidentemente, en la relación (9.18) en lugar del 
límite superior d do integración respecto de y podemos poner cual¬ 
quier número del segmento fe, d). 

Corolario. Si una función f ( x , y) es continua y no negativa en ¡a 
semi/ranja IT „., y si la integral (9.13) es función continua sobre el 
segmento [c, d], será válida la fórmula (9.18). 

En efecto, para las oxigencias formuladas quedan cumplidas 
todas las condiciones del criterio de Díni de convergencia uniforme 
do la integral (9.13) (véase teorema 9.8). De este modo, la afirmación 
del corolario es legítima. 

Demostremos un teorema sobre la integración impropia de una 
integral impropia dependiente de un parámetro. 
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Teorema 9.Ti. Sea una función f (x, y) no negativa y continua 
para / >aej V-;* c. Supongamos ahora que las integrales 

/(;/) = [ /(*. 9) ¿í 9 *<■*> = j / (i. y)dy 

son continuas para y > c y x > a. respectivamente, linlonces, dé la 
convergencia de una de dos integrales impropias 

\ /(>/)dy = $ dy ^ /(*. y)* V $ K(x)dx~ $ dx j /(a, f/) í/í/ 

se deduce la convergencia de la otra y, también, la igualdad entre di¬ 
chas integrales. 

n .MOSTHación Admitamos que la integral Jj í (;/) dy os conver¬ 
gente Hace talla demostrar que la integral ^ K (a ) dx converge v 

•X» 

1 '“ igual a ^ / (y) dy. Dicho do otro modo, hemos do domos!rar 

■Ino para todo r ;> 0 puedo encontrarse lal A i? a, que, cuando 
Jt > A , se cumplo una desigualdad 

™ H 

|5 I{u)dy-\ /f(x)íti|<í. («.20) 

■I u 

Do las condiciones del teorema se deduce que con cualquier 11 ^ a 
pava la función / (x, y) quedan cumplidas cu la semifranja {a ^ x 
i*: /T, c Sj y < oo) las condiciones del corolario en el teorema «.11. 
Por eso, para todo H > a se verifican las relaciones 
5 Ti x •> ñ 

5 k( x)dx = /<■*, y)dy ■= 5 d y 5 /(*• 

a u c e i. 

Aprovechando estas igualdades y la convergencia de la integral 
J f (P) dy, transformemos la diferencia que figura liajo el signo 
de la magnitud absoluta en la desigualdad («.20). Para cualquier K 
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superior a c escribamos una igualdad 
B 


$ 1 (.'/) dy — J K (ar) dx = J dy J / (x. y) dx — ^ tly j / (x, y) dx 

c „ t „ _ e A 

' 00 ,«• a “ *. 

= J dy J ; (a, J/I dx -= ^ dy ^ /(x, y) da + j dy J / (x, y) dx (9.21 ) 

* , " S « c * 

Procedamos a estimar las últimas integrales en la relación (0.21). 

<so 

Ya quo la integral ^ / (y) dy converge por hipótesis, podemos in¬ 
dicar, según un e ;> 0 dado, tal R > r que se cumplen las desigualdu- 
des 0< j¡ I (y) dy <c e/2’). Sustituyendo en estas desigualdades 

f? 

/ (y) por su expresión en términos de una integral, obtendremos bis 
siguientes desigualdades: 0 < J dy J / (x, y) dx < e/2. Do aquí 

S “ 

concluimos, tentando presente el hecho de que / (x. y) es no nega¬ 
tiva, quo para R >e elegido y cualquier /7> « resulta válida una 
estimación 


<V « 


dy J f(r. ;/)dx<e/2. C* 22) 

S « 

Fijemos ahora /? de un modo descrito más arriba y aprovechemos la 
arbitrariedad en la elección de R. En la semifranja {a ^ x < oo, 

c ^ y ^ # } 1 “ función / (x, y) satisface todas las condiciones del cri¬ 
terio de Dini de convergencia uniforme de las integrales impropias 
(véase el teorema 9.8). Por eso, se puede elegir, según e > 0 dado, 
A > a de tal modo que para cualquier R ;> A y para todo y del seg- 

_ yo 

mentó (c, R] se verifiquen las desigualdades 0 ^ J / (x, y) rf x < 

e l ) S 

< —~— . a partir do las cuales se obtiene la siguiente estimación 
2(1/ -e> 


Oss $ dy J / (x, y) dx < e/ 2 . 


(9.23) 


> c 


V íz . < l uiorc,a do estas desigualdades proviene de lo que para x ^ a v y ¡ 
la función / (x, y) es no negativa. 
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Volviendo a la expresión (9.21) y a las estimaciones (9.22) y (9.23) 
de las últimas integrales en esta expresión, vemos que para uiu>0 
arbitrario puede elegirse tal A > a, que para cualquier /? > A se 
verifique la desigualdad (9.20). La demostración del teorema está 
finalizada. 

3. Integrales impropias de segunda especie dependientes de un pa¬ 
rámetro. Introduzcamos el concepto de integrales impropias de 
segunda especie dependientes de un parámetro. Sea / (x, y) una fun¬ 
ción definida en el rectángulo semiabierto 11= {a ^ x <C b, c $7 
y s' d). Admitamos que para cualquier y fijo de) segmento le, di 

h 

la integral impropia de segunda especie ^ f (x, y) dx esconvorgen- 

a 

te. En estas condiciones queda definida sobre el segmento (c, di una 
función 


h 

I <y) = $ /(.r. v)dx. 


( 9 . 24 ) 


llamada integral impropia de segunda especie dependiente del pará¬ 
metro y. 

En la teoría de tales integrales desempeña un papel importante ol 
concepto de convergencia uniforme. Enunciemos este concepto. 

Definición■ La integral impropia (9.24) se denomina uniforme¬ 
mente convergente respecto del parámetro y sobre el segmento (c, dj, 
si es convergente para cada y del segmento le, d) y para todo e >0 
puede Indicarse tal ó >■ 0, ilepcndiente sólo de t, que con cualquier a 
riel intervalo 0 <T ct <T 6 y torio y del segmento [e, di se verifique una 
desigualdad 

j J / (¡r. y) dx|< e. 


Para las integrales impropias de segunda especie se enuucian y se 
demuestran sin dificultades algunos teoremas de continuidad, inte- 
grabilidad y diferenciabilidad respecto de) parámetro. 

Notemos que con ayuda de la transformación de la variable x, 
aducida en el p. 2 § 2 del capitulo 3, las integrales impropias do se¬ 
gunda especie dependientes del parámetro y se reducen a las inte¬ 
grales impropias de primeva especie dependientes de un parámetro 
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$ 3. Aplicación de la teoría de integrales 

dependientes de un parámetro al cálculo 
de las integrales impropias 

Las operaciones con integrales impropias dependientes de un 
parámetro, argumentadas en el párrafo antecedente, permiten calcu¬ 
lar diversas integrales impropias. 

Veamos unas ejemplos do cálculo e investigaciones do las pro¬ 
piedades de tales integrales. 

i®. Demostremos que una integral 

Ha) - $ e -*^-dx <11.25) 

0 

cuya iunción subiutegral en un punto j - 0 os igual, por defini¬ 
ción, a uno, converge uniformemente res pee lo de a sobro la semirrec¬ 
ta 0 sja < oo. Obtendremos, al principio, ciertas estimaciones. 
Notemos, en primer lugar, que 

\ e-**senrilx = - +C U»(«. x) + C. 

lis evidente que, cuando a > 0 y x 2» W» lu función <1* (a, .r) (la 
cual es una primitiva para la función e*«* sen x) está acotada: 

(«•‘i' 5 ) 

Estimemos la siguiente integral: 


5 e ~ ax so ^ z ^ í«>0). 

It 

Integrando por parles con cualquier a ^ 0, encontramos 

fí K 

H)\ , J rj| íU 

H 

De esto desigualdad y de la (0.26) obtenemos la siguiente estimación: 

|5,-Jaf. <b | < 4. + ,5 £_4. ,9.27, 

ti n 

De esta estimación se deduce la convergencia uniforme de la in¬ 
tegral (9.25) respecto de a en la semirrecta 0s¡o < ». En efecto, 
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sea </ un número positivo arbitrario. Elijamos según este e un nú¬ 
mero A > 0 de un modo tal que se cumpla la desigualdad 



Está claro que, cuando H > A. para todos los a > 0 se verifica, en 
virtud de la estimación (9.27), una correlación 

|S 

R 

que significa la convergencia uniforme respecto do a de la integral 
(9.25) sobre la semirrecta 0 ^ a < oo. 

2?. Haciendo uso do las deducciones que acabamos de obtener 
para el cálculo de la integral') 

f^^*2±.dx. (9.28) 

Notemos primeramente que la integral citada representa un valor 
límite, para a — 0 -|- 0, de la función / (a) definida mediante la 
relación (9.25). Efectivamente, la función subintogral en la inte¬ 
gral (9.25) es continua ruando a>0 yi>0 (para x *= 0 esta fun¬ 
ción se considera igual a uno) y la integral (9.25) converge unifor¬ 
memente respecto de a en ln semirrecta 0 sj ce < oo. Por eso, de 
acuerdo con el teorema 9.9, la integral (9.25) representa una función 
routiuun de ce en la semirrecta a > 0. De aquí proviene que 

30 

lint 1 (a) = / - [ Jx. (9.29) 

B-Ct+ll •> X 

O 

Obtengamos para la función / (a) una representación especial, me¬ 
diante la cual se hallará el valor límite (9.29). La citada represen¬ 
tación se obtiene de la expresión para la derivada /’ (a). Por eso. 
luimos de convencernos al principio de la posibilidad de diferenciar 
la integral (9.25) respecto del parámetro ce bajo el signo de inte¬ 
gral. Con este fin comprobemos el cumplimiento de las condiciones 
del teorema 9.13 con arreglo a la integral (9.25). Son evidentes la con¬ 
tinuidad do la función subintegral y la de su derivada parcial res¬ 
pecto del parámetro ce cuando a > O y i > 0. Volvamos, ahora, a 
aclarar la convergencia uniforme según a de la integral 

— J c-^sen xdx (9.30) 

(I 

*» La convergencia de la integral en consideración fue establecida en el p. 2, 
^ 1. cap. 3- 
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respecto (le la derivada parcial de la función subiutcgral en (11.25). 
Fijemos cualquier A > 0. Ya que para todo a A resulta válida 

una igualdad | e~“* sen x 1 e“ s ', y por cuanto la integral ^ ' d.c 

■i 

es convergente, entonces, de acuerdo con el criterio de VVeierslrass 
(teorema 0.7), la integral (9.30) converge uniformemente respecto 
de a cuando a. > A. Como A es un número positivo, podemos dife¬ 
renciar la integral (9.25) bajo el signo de integral según el parámetro 
a, cualquiera que sea a 0. Así pues, para a 0 


na) - $ «-«Mnsdc- -7^7. 

II 

Integrando los miembros i/.quieido y derecho do las última- rela¬ 
ciones, obtendremos para a >■ 0 

l (cc)= — J = —arctga + C. 10 - 31 ) 

Hallemos la consluiilo C. Por cuanto | s0 “ - | 1 para i -S <(, 

de la expresión (9 25) para a >• 0 obtendremos imfi desigualdad 


|/(«)I<J '- a *dx = ±. 

6 

de la cual so deduce que 

lím |/(a)| ^0, 

a—ot 


y, por tanto, 


lím / (ctj =0. 

(fr*40 


(9.32) 


Por cuanto lím arctg a = ji/ 2, de (9.31) y (9.32) encontramos 

a-» «i 

C — n/2. Así pues, cuando a > 0, la función I (a) puede ser re¬ 
presentada en la siguiente forma: 


/(«) = -f-- arctg a. 

De aquí y de la fórmula (9.29) obtenemos el calor de la integral 
(9.28): 

S 

O 


(9.33) 
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observación. Examinemos una integral 

*(«)=$ ZEÍLdx (9.34) 

It 

Hallemos el valor do esta integral para diferentes valores de a. 

Siendo a > 0. realicemos en la integral (9.34) un cambio de va¬ 
riables, suponiendo rtx — y. Entonces 

o o 

Siendo a<(l, realicemos oí cambio de variables, suponiendo ax = 
=■» —y (y > 0). Entonces, 

Kí«)—J.2SÍ.*— 

o 

Cuando o. = 0, la Integral (9.34), es, obviamente, igual a cero. Así 
pues 

x. f -i/2 para a:>0, 

K («) * ^ =1 0 para a =0, 

•i l — .n/2 para a<0. 

Ea integral oxamiuada so llama, corrientemente, /actor discontinuo 
de Dirichlet. 

Con ayuda del factor discontinuo do Dirichlet obtenemos la si¬ 
guiente representación analítica de la (unción conocida sgn a, deno¬ 
minada. de ordinario, por el término «signo a» 1 ): 

2 f sen ax , 

Sgna = — ^ - dx. 

I) 


■i 4. Integrales de Euler 

En este párrafo daremos a conocer algunas propiedades de las 
importantes funciones no elementales que so llaman integrales de 
Euler 


*i Esta denominación está ligarte con lo que los valores de sgn a para 
a > 0. * - 0 y *<# son iguales a 1. 0, — 1. respectivamente. 

s ) La información detallada sobre las integrales de Euler «t lector puede 
encontrar on ol libro «Curso del análisis moderno» que se debe a I -O. Wliil 
taker v G. N. Wntson 
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Es obvio que cada una de las integrales /, (p, q) e /, (p, q) tiene un 
solo punto singular. 

»/« 

Para la integral 1, ( p . q) = ^ x p_1 (1 — x )'' -1 dx el punto sin- 

o 

guiar será x =• 0. Observando que sobre el segmento 10, 1/21 la 
función (1 — x) q ~* es continua y, por eso, está acotada por cierta 
constante C, es fácil convencerse de que la función Cx”~' será mayo- 
rante para la función subintegral de la integral /, (p, q). De aquí 
se deduce que la integral /, (p, q) converge para 0 < p < 1 , y para 
cualquier q. Kazonando análogamente, es fácil convencerse de que la 
integral I. t (p, q) converge para 0 < q < 1 , y para cualquier p. 

Así pues, nos liemos convencido de que en un caso cuando se 
cumplen las desigualdades p > 0 y q > 0, la integral (9.35) conver¬ 
ge, es decir, la función B (p, q) está definida para lodos los valores 
positivos de p y q. 

Pasemos ahora a la función 1’ (p). Ya hornos notado que !n inte¬ 
gral (9.36) tiene dos tipos de singularidades: la integración en una 
semirrecta y el punto singular x 0. Para separar estas singularida¬ 
des. dividamos el dominio de integración en dos partes de un modo 
tal quo en cada parte hoya una sola de las singularidades menciona¬ 
das. Por ejemplo, se puede representar P (p) del modo siguiente: 



e-V 1 dx + $ e- x x>-' dx = /, (p) -)- /„ (p). 

i 


Por cuanto | e~^x t ~ x | Sj x ,,_1 para x > 0, entonces, de acuerdo 
con el criterio parcial de comparación, la integral /, (p) converge 
par» p > 0 . 1 .a integral /,(p) es también convergente cuando 
p>0. Para convencerse de ello, se puede aprovechar el criterio 
parcial de comparación en la forma límite: líin e~’x r ■= 0 para 

todo r. Así pues, hemos demostrado que como dominio de defini¬ 
ción de la función P (p) interviene la semirrecta p > 0 . 

2. Continuidad de las integrales de Euler. Demostremos qno la 
función B (p, q) es continua en un cuadrante p > 0, q > 0, mien- 
tras que la función T (p) es continua en la semirrecta p >• 0. Ana¬ 
licemos al principio la función B (p, q). Para demostrar la continui¬ 
dad do B (p, q) en el cuadrante p > 0. q > 0, basta, evidentemen¬ 
te, convencerse de quo la integral (9.35) converge uniformemente con 
relación a los parámetros p y q para p > > 0 y ? > ?» > 0, cua¬ 

lesquiera que sean los valores positivos fijos de p 0 y q„. Por cuanto 
p„ — l^p — 1 , q 0 — 1 <7 — 1 , entonces, cuando 0 < x <T 1 , se 

cumplen las desigualdades 

x f ~' (1 — x)«-' < x v *~ x (1 — *)«•-*. 
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De aquí y de la convergencia do la integral j 1 *»' 1 (1 — ¿r)'*- 1 <&• 

i» 

se deduce, en virtud del criterio de Weiersti'ass, Ja convergencia 
uniforme de la integral (9.35) para los valores indicados de /> y q 
De este modo, la continuidad de B (p, q) para p > 0 y g _> 0 queda 
demostrada. 

Para demostrar la continuidad de i' (p) en una semirrecta p > I), 
os suficiente, evidentemente, establecer la convergencia uniforme de 
la integral (9.36) según el parámetro p cuando 0 < />» p z¿ p¡ 
para cualesquiera valores fijos de p„ y p„ que satisfagan una condi¬ 
ción 0 < p, < p,. l’or cuanto para los valores mencionados de p. 
p 0 y Pi y para i >0 se cumple la desigualdad 

e~ x x *- 1 s; «-* U”»-' +- x'i-'l, 
de la convergencia de la integral 

$ e- x lx>'-' + x p t- , \dx 

proviene, en virtud del criterio do YVeiorslrass, la convergencia uni¬ 
formo de la integral (9.36) para los valores mencionados de p. De 
esto modo, la continuidad de 1’ (p) para /> > 0 está demostrada 

3. Algunas propiedades de la función 1' (/»). En este punto se 
demostrará la existencia de la derivada do cualquier orden de la 
función I’ (p). Vdemás, para dicha función se obtendrá una fórmula 
llamada fórmula de reducción. 

Diferenciando T (p) respecto del parámetro bajo el signo de in¬ 
tegral, obtendremos la siguiente iotegrul: 

«o 

^ x p - , e' x iaxdx, (9.3S) 

u 

la cual converge uniformemente según el parametro p en todo seg¬ 
mento 0 < p„ < p sg p,. En efecto, el valor absoluto do la función 
subintogral en la integral (9.36) satisface en la semirrecta 0 < 
< X <T oo una desigualdad 

| x v ~'e~ c Id * | < e— | In x ¡ (x p »-‘ — 

De aquí, la convergencia de la integral 

<Xi 

J tr* |lnx| (x*’* -l -;-x , i _1 ) rfr 

II 
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predetermina, de acuerdo con ei criterio de Weierstrass, la conver¬ 
gencia uniformo de la integral (9.38). Esta circunstancia, como tam¬ 
bién la continuidad do la función subintogral en (9.38) 1 ) para 0 < 
< i < oo, 0 < /> < oo permiten llegar a la deducción de que re¬ 
sulta posible lu diferenciación de P (p) respecto del parámetro bajo 
el signo de integral. Así pues, la derivada P' (p) existe y es igual a la 
expresión (9.38). 

Razonando análogamente, es fácil convencerse de que la fun¬ 
ción f (p) tiene derivada de cualquier orden y esto derivada puede 
hallarse por diferenciación respecto dol parámetro p bajo el signo 
de integral en la expresión (9.36) para T (p). 

Deduzcamos la fórmula de reducción pora la función P (p). Al apli¬ 
car la fórmula de integración por partes para la función P (p + 1), 
cuando p > 0, obtendremos 

!’(/'+ t)= $ r'-e-'dr — t'r-'ir A-p $ x’-'e' dz=*p\'{p). 

0 o 

Asi pues, para cualquier p > 0 so verifica la fórmula 

I’ (P + 1) = />r (p). (9.39) 

Aplicando sucesivamente la fórmula (9.39) para cualquier p >. 
> n — 1 y para todo n natural, obtendremos 

P (p -|- 1) -m p(p — l) ... (p — n + t) P (p — n f 1). (9.40) 
La relación (9.40) recibe el nombre do fórmula <le reducción para la 
función P (p). Clon ayuda de esta fórmula la gamma-fu lición para 
los valores del argumento superiores a la unidad «so reduce» a una 
gamma-función para los valores de argumento encerrados entre 
coro y la unidad. 

Por cuanto P (1) = e~’ <lx ■-= I, obtendremos, poniendo en 

(9.40) p = n: 

1 (« + 1) = n (n - t) . . . 2-1 - ni 

Esta fórmula se empleará más abajo para deducir la así llamada 
fórmula de Stirling 2 ) que proporciona una «‘presentación asintóti- 
ca para ni. 

La información obtenida sobre la función I' (p) permite dar una 
característica cualitativa de la gráfica de esta función. Daremos a 
conocer la investigación geométrica de la gráfica de P ( p ) siguien¬ 
do, en lo principal, el esquema expuesto eu el § 6. cap. 9, v. 1 . 

Hornos establecido que como dominio do definición de T (p) 

M Esta función os una derivada parcial respecto del parámetro n de la fun¬ 
ción subintogral en la expresión (9.36) para r (p). 

! i J. Stirling (1692—1770), matemático escocés. , 

2H-:.«■! 
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sirve una semirrecta 0 < p < oo. En esta semiiTecta la función 
F (p) es continua y difercnciable cualquier número de veces, con la 
particularidad de que toda derivada puede hallarse por diferencia¬ 
ción de la expresión (U.36) para T (p) respecto del parámetro p bajo 
el signo de integral. En particular, la segunda derivada 1 '" (p) os 
igual a 

•• 

r'(p) = $ *»’-‘(ln *)*«-* d*. 

o 

Ya que T” (p)>0, la primera derivada F' (p) puede tener un solo cero . 
Por cuanto F (1) •— F (2) '), entonces, de acuerdo con el teorema 
de Rolle, este cero de la derivada I” (p) existe y se dispone en el 
intervalo (1,2). Por cuanto T" (p) > 0, en un punto, donde 1” (/>) se 
reduce a coro, la función 1’ (p) tiene su mínimo. Notemos, además, 
que la gráfica de F (p) es convexa hacia las y negativos. La gráfica 
de la función F (p) tiene asíntota vertical en el punto p — 0. Efec¬ 
tivamente, ya que F (1) *= 1 y F (p) ~ F de la continui¬ 

dad de F (p) en ol punto 1 se deduce quo t (p) -*• -i-oo, cuando p -<- 
—*■ 0 -j- 0. Evidentemente, r(p)->-¡oo, cuando p-*--|-co. Dire¬ 
mos sin demostración que la gráfica de la función F (p) no tiene 
asíntotas oblicuas. 

4. Algunas propiedades de la función B (q, p). En este punto se 
indicarán la propiedad de simetría de la función B (p, q) y la fór¬ 
mula do reducción para esta función. 

Realicemos en la integral (9.35) un cambio de la variable, ha¬ 
ciendo 1=1 — 1. Al realizar los cálculos oecesarios, nos convence¬ 
mos de la validez de una ecuación 

B (p, q) — B (?, p), (9.41) 

la cual ofrece la propiedad de simetría de la función B (p, q). 

Establezcamos para la función B (p, q) las fórmulas de reduc¬ 
ción. Con este fin volvamos a la función B (p, q ■+■ 1), considerando 
positivos p y q. Aplicando la integración por partes y la fórmula 
x v ¡jp-i _ x*-¡ (i _ x )' obtendremos 

K(p. 7 + 1 )= j z p - | (l-a:)'=d* = [^-(l-x)’]; + 

i 

i t 

+ -2- $ X'' (1 - x)'-> dx = \ {**’-' (1 - xy-' - T>-' (1 - *)*} dx = 

o o 

= fB(p, g)— 2-B(p, 7 -tD. 


l ) Esto se deiluco de la relación (9.39t, 
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De estas relaciones obtenemos la siguiente fórmula 

B(p, <f + l)“-j^-B(p, 9 ). (9.42) 

De un modo sumamente análogo obtenemos, para p>0y j> 0 
una relación. 

B(p+i, 9 ) = -^-B(p, 9 ). (9.43) 

Las fórmulas (9.42) y (9.43) se denominan fórmulas do reducción 
para la función B [p, q) La aplicación sucesiva de estas fórmulas 
reduce el cálculo de B (p, q) para valores positivos arbitrarios de 
los argumentos al cálculo de esta función para valores de los argu¬ 
mentos del cuadrado semiabierto 0 < p f, 0 < 9 ¡gfl. 

5. Relación entie las integrales de Euler. Realicemos en la inte¬ 
gral (9.35) un cambio de variable, suponiendo que j De 

resultas, obtendremos para 13 (p, q) la siguiente expresión 

OL 

B(P, g)-S' ii+^ «»•«) 

o 

Aprovechando la fórmula (9.41), obtendremos, a la par con (9.44), 
la siguiente expresión para B (/>, q): 

B(P, 9)= l ~ £,W dt. (9-45) 

o 

Volvamos ahora a la expresión (9.36) para P (p). Con ayuda do la sus¬ 
titución x ■= ly, I > 0 , transformemos esta expresión a la forma 

•'O 

= $ e-'vyc-'dy. (9.46) 

0 

M sustituir en esta fórmula p por p + q y t, por 1 -f t, obtendremos 

u 

Multipliquemos ambos miembros de la última igualdad por i "* 1 
e integremos respecto de t desde 0 hasta oo. Evidentemente, de 
acuerdo con la relación (9.-45), obtendremos la fórmula 

O© M 

P(P + 7) B (p, v)= $ dt $ y>«-H p -i e -W' d¡,. (9.47) 

Q 0 


20« 
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Si en el segundo miembro de la relación (9.47) se pueden cambiar 
de lugar los órdenes de integración respecto de í e y, entonces, te¬ 
niendo presente (9.46), obtendremos 

oo -x. 

l’(P + «rt li(/>, </)- J dil $ t 1 ' V-"'í/i - 

« *» 

= \ y^'fe-o Z£L dy --- I* (/») J y'-'e" dy I' ( t >) F (-/). 

0 o 

es decir, quedará demostrada la valide/ de la fórmula 

»</>. o-T g£r- < !MK > 

Cerciorémonos ahora de la posibilidad de cambiar el orden de in¬ 
tegración on oí segundo miembro de (9.47). Con este fin se debe com¬ 
probar el cumplimiento de las condiciones del teorema. Suponga¬ 
mos, al principio, que p > 1 y r/> 1 Entonces, evidentemente, se 
cumplen las condiciones del teorema 9.12. En efecto: 

1 ) la función / (<. y) = fr-ij f i>+*-i e -ii ♦')« M no negativa y con¬ 
tinua on el cuadrante t > 0, y 3» i). 


2) La integral $ /«, y)dy=V' $ y*-*-.,-».»*» dy 
u 8 

es una función continua de í pura < 3 * 0 . 

•» «> 

.H) La integral $ /(í, y) di •= ^ t" 'c '» dy =- l - 

o o 

os una función conLinua do y para y ^* 0 . 

«• .X." 

4) Lo convergencia de la integral ^ dy ^ 1(1, y)dt fue estable- 

" <1 


cida por cálculo directo. 

Así pues, cuando /> > 1 y q> 1. es válida la fórmula (9.48) 
En cambio, si se cumplen sólo las condiciones p > 0 y q > 0, resulta 
válida, según lo demostrado más arriba, la fórmula 


Bí/i+1, <? + !) = 


rip i ii rtpa-i i 

r (/•-+ <r-l- 2 ) 


A partir de esta fórmula obtendremos de nuevo, con ayuda de las 
fórmulas do reducción para las funciones B (p, q ) y F (p) ln fórmu¬ 
la (9.48). 

6 . Cálculo de las integrales definidas con ayuda de las integrales 
de Euler. Las integrales eulerianas representan funciones no elemen- 
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tales bien estudiadas. Un problema se considera resuelto, si se re¬ 
duce al cálculo de las integrales euloriauas. 

Demos a conocer ejemplos de cálculo de las integrales corrientes o 
impropias, reduciéndolas a las integrales de Euler. 
t Calculemos una integral 


/-= j i' ‘(1 +*Y*dx. 

u 

Volviendo a las fórmulas (9.44) y (9.48), obtendremos, evidentemente: 
r D t -• 3 \ r 15/4) r (3/4) I WMi’/Sl 

/ - B ÍT- - r<2)- T \T ) 1 lT/ ■ 

2. Calculemos una integral 

ji/j 

/ —J sen p_, <pcos , * l <p dt¡. 
n 

Poniendo .r — sen* <p, obtendremos 

■*-*«(+. 4 )- 


3 Volvamos a la integral 


nis 


/,_i— J sen^'qxfcp. 


Haciendo uso del resultado obtenido en el ejemplo 2 (hay que poner 
r/ — 1), hallaremos 

r r ( ^ <*•«> 

Tenemos ahora 


exi oc 



Suponiendo y x-^t, y observando que ^ e~ t% &t es igual a 

o 

4 - J obtenemos, do acuerdo con el ejemplo analizado ou 
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Representemos la integral on el primer miembro «le (9.55) en la 
siguiente forma: 


il •* x 

^ J (»"#-*■«*dt— $ í 2 "V 


di 


(9.50) 


En (9.50) transformemos la primera integral del miembro izquierdo, 
realizando una sustitución x = \t *, y obtendremos 


^ ttmg-M' 


di 


m +~7T ~ 

•>x 2 ,J 


f 1 r ("‘ "*“T) 

-j— Vi e dx = — -i- (9.57) 




Notemos, ahora, que, cuando X>1 y /> «, m válida la si¬ 
guiente desigualdad: 

^ e-<‘- ,v * s e- ,a . 

Vplicando osla desigualdad, estimemos la "egumla integral ott 
el miembro derecho de (9.56) 


^ </t ^ec~ K¡i . (9.5K) 

II 6 

De las desigualdades (9.56), (9.57) y de la estimación (9.58) so 
deduce la fórmula requerida (9.55). El lema está demostrado. 

Con el fin de aplicar este lerna, realicemos on la integral (9.52) 
una sustitución !-=>.(! |- x). Como resultado, la citada integral 
tomara la forma 

>0 

r(A. + l)=Jl x+, «-* $ l..«+*-l te. (9.59, 

- 1 


Denotemos con g (rl la siguiente función definida sobre una .se¬ 
mirrecta x > — 1: 

gU) = sgnx-V^i — ln(t 4 - 1 ). (9.60) 

liilonces, la igualdad (0 59) puede escribirse así 

I’ 0 + h ->.*•• l c- x \ c-*'■'** "di. (9.61) 

-i 

Nuestro objetivo consiste en estudiar el comportamiento iisiu- 
lotico, cuando /. -*• -f-oo, de la siguiente integral: 

•>• 

!(>.)= J a.,. 

- 1 


(9.62) 
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Con este fin analicemos más detalladamente la función g (r) de¬ 
finida por la igualdad (9.60). Por cuanto 

la función g a (r) será estrictamente decreciente para —1 < x <Z 0, 
y estrictamente creciente, cuando x > 0 De aquí se deduce que la 
función g (x) es estrictamente creciente en la semirrecta x ;> — 1 , 
con la particularidad de que como dominio de sus valores intervie¬ 
ne toda la recta numérica. Ahora, ya que la función g a ( x) tiene en un 
entorno del punto x = 0 un desarrollo 

ln(i -| -x) = x—(r— ^--0(1»)) -y--f 0(x s ), 

existe tal función h ( x ), estrictamente positiva para x > —1 que 
ve verifique la igualdad 

B' (*> " (i). 

La función h (x) es infiriilaineute diforenciablc para x —1, 
por lo cual también será infinitamente difercnciable la función 
ti ( x ) — x 1 Mi). 

Tomando en consideración lo dicho más arriba, podemos afirmar 
que para la función y — g (x), definida por la igualdad (9.60), exis¬ 
te una función inversa x = g * 1 (y) que es estrictamente crocionte o 
infinitamente diferenciable en toda la recta numérica y satisface la 
condición g~‘ (0) = 0. 

Denotemos esta función inversa con el símbolo x = <p (y). Apro¬ 
vechando sus propiedades citadas anteriormente, hallemos la asin- 
tótica do la integral (9.62). Resulta válido el siguiente teorema. 

Teorema 9.13. Supongamos que una junción x — tp (y) es Inverso 
de la función y = g (x) definida por la igualdad (9.60). Entonces, 
para la integral (9.62) es váliila la siguiente fórmula asintótica 


.... v 

¡O-)- 2j Viiijf 


l ’("" í 4) 


0(11 


(9. 6 ó> 


cualquiera que sea el número n fijo. 

demostración Fijemos un número positivo arbitrario a y ponga¬ 
mos b = cp (— a), c = <p (a). Esto significa que a = g (c) = — g (fe), 
y, por consiguiente, — 1 < fe < 0, y e > 0 . 

Estimemos las siguiontes dos integrales: 

b 30 

/,(*.)= J «-**•*> <¿r, /,(>•) = J e-^t’dx. (9.65) 

- 1 r 
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l’ara estimar la primera integral, notemos que, cuando —1 < 
C x <T b, se cumple la desigualdad g ( x) C —a, i® decir, g 3 < x ) ;> 

o*, y, por lo tanto. 

En tal caso 

a 

J £/x = (1-|6|>í-' j ’ í . (9.66) 

-1 

Análogamente se estima la integral 1 2 (X). Cuando x >• c, so cum¬ 
ple la desigualdad g ( x) > a. as decir, g ! (i) > a 3 . Por consiguien¬ 
te, para X > 1 y a- > c, tiene lugar la estimación 

,,-Xest»> — f-ti- i B -(i «•V-**»'). 

De aquí obtenemos 

/.(li^r 1 »-'" 1 $ ?-«*<« Ar (9.67) 

De las estimaciones (9.06) y (9.67), que se satisfacen por las inte¬ 
grales (9 65), obtenemos para la integral (9.62) la siguiente relación: 

/a» — j r l '*"(tr+0 (?-»“*). (9.66) 

fl 

Heulicomos en la integral (9.68) el cambio do la variable t = 
=* g (c), es decir, x — <f (/). Do resultas obtenemos 

/ (X) — j e-MV(t)dí + 0(e->«“l. (9.69) 

-fl 

Por cuanto la función <f' ( l ) es infinitamente diferencinble, re¬ 
presentémosla, aprovechando la fórmula de Maclaurin, en la forma 

, r - ( i)= V* V^-XO) t , + „ (r .„y 

Para obtener la fórmula (9.64), queda por aplicar el tenia a la 
función / (/) = <f' ((). El teorema 9.13 está demostrado 

Como conclusión de este párrafo, señalemos el siguiente método 
simple de calcular las derivadas <p‘ (0). De las igualdades (9.63) 
obtenemos 

2 g. e ’ i— =. - T . W 

k *• i+l 9(0 + 1 
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3 (i. Integrales múltiples dependientes de un parámetro 

I. Integrales múltiples propias dependientes de un parámetro. 
Sen x — (x t , x¡, . . ., x m ) un punto arbitrario del dominio D dol 
espacio enclídeo m-dimensional E"', y sea y — (i/,. y„ . . y¡) un 

punto del dominio £2 del espacio E‘. Denotemos con el símbolo 
D X Q un subconjunto (l 4- m)-dimensional de un espacio euclídeo 

compuesto por todos los puntos z = (z,. z,.z m + ¡) de tal índole 

que el punto (z,. . .z m ) pertenoco a O, y el (i m+1 , z m+í , • • • 

- . z„. */) pertenece a £2. En este casóse empleará frecuentemente 

la designación z = (x. y) 6 D x £2. La clausura del dominio D se 
denotará con £l símbolo O. Es fácil vor que la clausura O X £2 coín- 
i ule ron la D X U. 

Sea f {x. y) uiui función definida on O x £2. con la particulari¬ 
dad lie que para todo y 0 £ 12 la función f (x, y 0 ) es iut egrable res¬ 
pecto de x en el dominio P. Entonces, ln función 


/(!/)- J /(•*. V)dx, (9.71) 

u 

definida en el dominio £2 se llamará integral dependiente del pará¬ 
metro ;/. Notemos que el parámetro y es un vortor (-dimensional y. 
por consiguiente, la integral (9 74) depende do l parámetros iiumén- 
>J\, Vi .Vi 

Por suma analogía ron los teoremas 9.9—9.12 se demuestran los 
siguientes teoremas. 

Teorema 9.14 (sobre continuidad de la integral (9.74) respecto 
de un parámetro). Si una función f (x. y) is continua ron relación 
a 1o totalidad de argumentos en el dominio cenado I) X £2, la fun¬ 
ción (9.74) représenla una tunción continua del parámetro y en el do¬ 
minio £2. 

Teorema9.15 (sobre inlegrabilidad de la integral (9.74) respecto 
del parámetro). Si una función f (x, y) es continua con relación a la 
totalidad de argumentos en el dominio D x £2 .la junción (9.74) puede 
integrarse respecto del parámetro bajo el signo de integral, es decir, 


] / (y) ¿y = \ /( J 't v) d\j. 

Ú un 

Teorema 9. Ifi (sobre diferenciabilidad de la integral (9.74) res¬ 
pecto de un parámetro ). Si una /unción f (.r, y) y su derivada parcial 
son continuas en O £2. la integral (9.74) tiene en el dominio 
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£1 una derivada parcial continua 
igualdad 



u 


di 

ÜT »’ 

■•i ir, 1/1 
dyi. 


adenitis. -¡e verifica una des¬ 


da. 


2. Integrales múltiples impropias dependientes de los parámetros. 
El concepto de integral múltiple impropia dependiente de los pará¬ 
metros se podría introducir de una manora igual a la que se lia em¬ 
pleado en el punto antecedente para el caso en que la función f ( x ,;/) 
se definía en /JxQ, donde D cz E' n y Be E’. Sin embargo, el mayor 
interés representa un caso en que D = il. el cual se estudiará aquí 
Además, supondremos que / (*, y) — F (,r. i/) g (x). donde F (x. y) 
esconliiiua en U x D, cuando x=r= y. y la función g (*) es acotada 


en D De este modo, analizamos las integrales déla forma 


!•(!/)= J F(x, y) g (x) tlx. (11.75) 

n 

donde la fui» mu suüinlegral puede tener singularidades sólo • liando 
x — y. Es de interés para nosotros la cuestión de continuidad de las 
integrales do la forma (0.75) respecto del parámetro y. Con este mo¬ 
tivo introduzcamos la siguiente definición de convergencia uniforme 
de la integra! (0.75) en un punto. Denotemos con el símbolo A ( i/„. A) 
una bola do radio 6 con centro en el punto i / 0 

Definición. I.a Integral (0.75) se llama convergente uniformemente 
respecto del parámetro y en el punto i/ n € D. si para lodo e > 0 puede 
indicarse tal 6 > 0 que K (y 0 . 6) cz D y pora lodo dominio cubleable 
io c K (i/ n , fi) y lodos los puntos y £K (y 0 . A) se verifica la desigualdad 

|5 A'í*. y)SU)dx !<*• 

10 


Teorema 9.17. SI la integral (0.75) es uniformemente comer gente 
respecto de y en el punto y 0 f D. será continua en este punto y 0 . 

demostración. Se necesita demostrar que para todo e > 0 existe 
un 6 > 0 tal que, cuando | y — yo I < A. se cumple la desigualdad 
I v (y) — v ('Jo) I <e. De la definición do convergencia uniforme 
en un punto proviene la existencia de la 6, > 0 que K (y D . ó,) e D 
y, para y £ K (y 0 , ó,). 

|5 F(x, y)(f(x)di|<e/3. (f-70) 

K 

Pongamos 

Vi (>j)= 5 P(j: ’ «) e i*) dx, 

h 

V'i (y) = 5 P(*. y)g{x)dx. 

Tj>K 


(9-77) 
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I)e la desigualdad (0.76) se deduce que para | y — i/o I <ó| 

I V, (y) | < e‘3. (9.78) 

Notemos altura que. cuando x £ D \ A (y a , 6i) e y £ A’ (¡7», ój/2), 
la función F ( x, y) será uniformemente continua en la totalidad de 
argumentos. Por consiguiente, existe un número positivo Ó <ój/2 
de tal índole que. para | y — y 0 | <6. se verifique la desigualdad 

| /■' (j. y„) — F (x, y) | < t/SM \ D |. 

donde M os una constante que acota la función g. y | O |, el volu¬ 
men dol dominio £>. En este caso, para | ;/ — y„ | <6, tenemos 

|I ; (.V)_ 1',(//o»l í: ' r J |/’(*. UJ-F(x. y)|4r«/3. (9.79) 

tl\KUl t , «,) 

Pe las relaciones (9.77) — (9.79) se deduce que para |(j/ — ;/<, | < 

<Ó. 

I V (y) - V (y a ) | <£ I V, (y) 1 + | \\ (y t ) | I- | \\ (y) \ - 

- V , (.y„) | < r. 

El teorema está demostrado. 

Señalemos lina condición suficiente de convergencia uniforme do 
la integral en un punto que se encuentra con mayor frecuencia en 

las aplicaciones 

Teorema 9.IX. Supongamos que una ¡unción F (x. y) es continua en 
O ' I) para x sé y, y la ¡unción g (*) es uniformemente acotada en />. 
[limitamos que existen unas constantes X, 0 <X <m. y c > 0 tales 
•pie paro, cualquier j P I), y 6 D se cerifique la desigualdad 

I Mr-, V) 1 <c| * -V I"*-. (9-S") 

En estas condiciones la integral (9.75) es uniformemente conver¬ 
gente respecto de y en cada punto y a 6 D. 

UFMOSTBACtON Sea fio un punto arbitrario del dominio O Es ne¬ 
cesario demostrar que existo un Ó > 0 tal que para cualquier domi¬ 
nio ctibicable cu c: K <//«. ó) y lodos los y £ A’ (;/„. ó) se cumpla la 
desigualdad 

F(x, y) gtx) rlx | <r, (9.81) 

O» 

cualquiera que sea t>ll. 

Aplicando (9.80) y aprovechando el hecho de que g tal es acolada, 
•obtenemos 

| J F (a, y) g(x) dx j c, ^ |r — y\~'dx. 
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Fijemos un punto y 6 K {y„. 6) y notemos que de la condición 
tu cz K (?/„. ó) se desprende una inclusión <■> cr K (y, 26). Por con¬ 
siguiente. 

| ^ /•'<*. glíMxJí/xJsJc, J ¡r — //| _> - ,lx. ('J.«2> 

Ki». 20) 

Al pasar on la integral del miembro dereclio en (11.62) a las coor¬ 
denadas esféricas ion centro en el punto y (véase cap. 2. § 5, p fi c ). 
obtendremos 

24 

¡5 F <*. u) 8 (*) d* | < Cj J r™-'->(]i 

•<» „ 

Ue aquí proviene que al elegir 6 sulicieuteniente pequeño, oliteridre- 
mos la desigualdad (11.61). El teorema está demostrado. 

3. Suplemento o la teoría del potencial uewtoninno. Supongamos 
que en cierto punto P a (j. y, z) se ubica una masa m«. De acuerdo con 
la ley de gravitación universal, la masa m ubicada en un punto 
M (?, )), “) sp encuentra bajo el efecto de la fuerza 


donde fl-»p</V M)=V (*—0*+(lf —t|) f + (* —s)*! V os la cons¬ 
tante de gravitación universal; r = RiR es el vector unidad cuya 
dirección coincide con la dirección del vector l‘„M. Considerando 
y — 1. y bi masa m = 1, obtendremos la fuerza de la gravedad 


6 = 



Notemos que los componentes de esta fuerza tienen por expresión 


Es evidente que el potencial de la fuerza de gravedad, definido romo 
una función escalar u tal que F ~ grad u, es igual a 


Si la masa está concentrada no eD el punto P 0 (x, y, z), sino viene 
distribuida por el dominio D con una densidad p (x. y, z), entonces! 








Capitulo 10 

SERIES E INTEGRAL DE FOURIER 


Por el curso del algebra lineal se Conoco que si elegimos cierta 
liase en un espacio lineal de dimensión finita, cualquier elemento del 
espacio lineal rilado puede ser desarrollado según dicha base (y, 
además, de un modo único). 

Un problema mucho más complejo consiste en elección de la base 
y en desarrollo según la base para el caso de espacio de dimensión 
infinita. 

En este capítulo el problema planteado so estudia para el caso 
do los así llamados espacios euclídeos ¡le dimensión infinita y para 
las bases do un tipo especial (llamadas hasos orlo normalizadas). 

Con una atención más circunstanciada se estudia una base forma¬ 
da en el espacio de todas las funciones continuas a trozos por el 
así llamado sistema trigonométrico. 

El desarrollo de una función en la usi llamada serie de Fourier l ), 
estudiado en este eupítulo. es una generalización de la idea del 
desarrollo de la (unción según una base. 

Siempre en este capítulo la integral se ontiende en el sentido 
de llicmunn 

í I. Concepto de los sistemas ortonormalizados 
y de la serle general de Fourier 

En el párrafo presente so oxaminará un espacio cuclídeo arbi¬ 
trario de dimensión infinita*). Para mayor conveniencia, aduzcamos 
la definición de espacio cuclídeo 

Definición 1. Un espacio lineal fí se llama euclídeo. si se cumplen 
las siguientes dos exigencias: 

1 ) se conoce la regla, de acuerdo con la cual a cualesquiera dos 
elementos j y g del espacio R se les pone en correspondencia un minero 
denominado producto escalar de dichos elementos y denotado con el 
símbolo (/, g): 

2 ) la regla citada satisface los siguientes axiomas: 

(/. S) = (g. f) (propiedad conmutativa). 

2 °. (f -f g, h) — (/. fe) + (g. fe) (propiedad distributiva) 


l l J Fourier (1772—1837), matemático francés. 

*) Suele decirse que un espacio lineal es de dimensión infinita, si eu dicho 
espacio existe un número cualquiera, prefijado de antemano, de elementos li- 
nealracnle independientes 
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3 o . (\f, g) — X (/. g) para cualquier número real Á,. 

4°- (/. /) > 0. si f ^ 0‘), (/. f) = 0, si 1 = 0. 

De ejemplo clásico de espacio euclídeo de dimensión infinita 
sirve el espacio de todas las funciones continuas a trozos sobre cierto 
segmento a < x sS, b 

Siempre en este capitulo entenderemos por función / (x ), continua 
a trozos sobre el segmento (a, 61, una función de tal Indole que es 
continua en todo punto del segmento [a, 61, a excepción, quizás, de 
un número finito de puntos z, (i = 1, 2, . . n), en los cuales tiene 

discontinuidad de primera especie, con la particularidad de que en 
cada punto de discontinuidad x ¡ dicha función satisface la condi¬ 
ción 


í (*/) = 


0) -4- /(x, + 0) 

5 


( 10 . 1 ) 


Asi pues, en este capítulo exigimos siempre que la función continua 
a trozos f (x) satisfaga en cada punto de discontinuidad x¡ la condi¬ 
ción (10.1), es decir, sea Igual a la semisuma de las valores limlles dere¬ 
cho e izquierdo. Notemos que on cada punto, en el cual la función 
f {x) es continua, la condición del tipo ( 10 . 1 ) es automáticamente 
válida. 

Un producto escalar de dos elementos cualesquiera 1 (x) y g (i) 
del espacio de todas las funciones continuas a trozos sobro el seg¬ 
mento a ^ i sí 6 lo denotemos del modo siguiente 


(/• U) - J / (*) X (*) dx. 


( 10 . 2 ) 


La existencia de la integral (10.2) de un producto de dos funciones 
continuas a trozos no causa dudas algunas. Es fácil comprobar la 
validez, para el producto escalar (10.2), de los axiomas 1°—4". La 
validez del axioma 1° e.s evidente. La x-alidez de los axiomas 2” y 
3° se deduce de las propiedades lineales de la integral. 

Detengámonos en la demostración del axioma 4° Por cuanto es 
6 

obvio que siempre (/, /) — jj /* (*) dx ^ 0 , basta mostrar que do la 

b 

igualdad (/, /) ^ I 1 (a t dx — 0 se deduce que / (z) : 0 . es decir. 

es un elemento nulo del espacio eu consideración. Va que / (x) es una 
función continua a trozos sobre el segmento la. 6 l. este último se 


l ) 0 denota el c-leiuento nulo de un espacio lineal. 

21-509 
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desintegra en un número finito de segmentos parciales lx¡_,. a - ,’, en 
cada uno do los cuales / (x)‘) es continua, 
a 

De lu igualdad ^ f (x) dx = 0 se deduce que para cada seg- 
mentó parcial * 1 ] también tenemos 

v t 

J/2(x)<ix = 0. (10.3) 

x i-i 

Mas. de 1a igualdad (10.3) y do la continuidad de /* (x) sobre el seg¬ 
mento Ix,.,, x ( ) proviene que / (x) os 0 en lx¡_,. x¡l 2 ). 

Por cuanto 1a última igualdad es válida para cada segmento 
parcial y en los puntos de discontinuidad rige la relación (10.1). 
entonces / (x) * 0 un todo el segmento l«. 61. La validez del axio¬ 
ma 4 a está establecida. 

Con esto queda demostrado que el espacio de todas las funciones 
continuas a trozos sobre el segmento (a, b) es espacio euclídeo con el 
producto escalar (10.2). . 

Establezcamos la siguiento propiedad general do cualquier espa¬ 
cio euclídeo. . , 

Teorema 10.1. En lodo espacio euclídeo para cualesquiera dos ele¬ 
mentos I y g se cumple la siguiente desigualdad 

(/.«)*<(/./>•(*.*>. < 10 - 4 > 

llamada desigualdad de Cauchy — Buniakovski. 
demostración Para cualquier número real X 

(X/ - g, X/ - g) 3* 0. 

En virtud de los axiomas I o —4 o , la última desigualdad puede escri¬ 
birse en la forma 

X*- (/, í) - 2X (/, g) + 0?, g) > 0. 

La condición necesaria y suficiente para que el último trinomio cua¬ 
drado sea no negativo consiste en el carácter no positivo de su 
discriminante, es decir, en la desigualdad 

(/, gf -(/./)• (g. «K 0- < 10 - 5 ) 

De (10.5) se deduce en seguida (10.4). El teorema está demostrado. 

») En esto caso los valores da / (x) en los puntos do frontera x,., y x, de cada 
segmento lx;_,, x¡] suponemos ser iguales a los valores límites de / (x^ -+■ U> 
y de 1 (x f —0), respectivamente. , 

*) Pues, en el § 6. cap. 1, v. II se ha demostrado <iuc si unu función ts con¬ 
tinua no negativa y no igual a cero idénticamente sobre un segmento dado, la 
integral de dicha función extendida al segmento dado es superior a cero. 
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Nuestra tarea do turno es introducir en el espacio euclídeo que se 
considera el concepto de norma de cada elemento. 

Pero, en primer lugar recordemos la definición de espacio nor¬ 
mado lineal. 

Definición 2. Un espacio lineal R se Llama normado , si se cum¬ 
plen las siguientes dos exigencias: 

1) se conoce la regla, por medio de la cual a todo elemento f del es¬ 
pacio R se le pone en correspondencia un número real llamado norma 
del elemento citado y denotado con el símbolo || / ||; 

2) la regla citada satisface los siguientes axiomas: 

1“. II í II > 0. si / 0, || / || =» 0, si / =» 0. 

2*. II <*■/ II = | M- II / ¡| para cualquir elemento f y todo número 
real 

3 J - Rara cualesi/utera dos elementos ) y g se cumple la siguiente 
desigualdad 

II / “ K II < II / II + II g II, (10.0) 

llamada desigualdad triangular (o desigualdad de Minkowski). 

Teorema 10.2. Todo espacio euclideo es normado, si la norma de 
cualquier elemento / en él definimos medíanle la igualdad 

ll/ll = K<7777 (10.7) 

demostración Es suficiente convencerse de que para la norma 
definida por la relación (10.7) son válidos los axiomas I o —3° de la 
definición 2. 

La validez del axioma I o se deduce en seguida del axioma 4“ 
para un producto escalar. La validez del axioma 2° también se deduce 
casi directamente de los axiomas 1° y 3 o para un producto escalar. 

Hesto por convencerse de la validez del axioma 3 a , es decir, de la 
desigualdad (10.0). Apoyémonos on la desigualdad do Cnuchy— 
BuniaUovski (10.4) que escribamos en la forma 

i(/. *)\<Vü71)-VTirT). 

Con ayuda de la última desigualdad y los axiomas i*— 4 a para un 
producto escalar y de la definición de norma (10.7), obtenemos 

Wl+e\\ = V r XíT17T+g)= V'u. f) + 2 </, g) + (g, e)s z 
f)+2V~¡/77)-V ÜTTi + is, ít ) = 

= (/ lV / </.“/) + V{g. g)\ 2 =VU- D+V (i?, *>=II/Il-Hl2l|. 

El teorema queda demostrado. 

observación. Por supuesto, el producto escalar (y la norma) 
puede introducirse en cada espacio euclídeo de una manera no única. 
Ln lo que sigue nos será suficiente que en el espario euclídeo on con- 

2i* 
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sideración existe al menos un método de introducir un producto esca¬ 
lar. Al fijar el método, definiremos siempre la norma del espacio 
euclídeo en consideración mediante la relación (Id.7). Por ejemplo, 
en un espacio de todas las funciones continuas a trozos sobre el seg¬ 
mento la. Í>1 la norma se define, de conformidad con (10.2) median¬ 
te la ecuación 

• h 

l!/ll=l \j*{x)dx, (10.K) 

y la desigualdad triangular (10.(5) tiene por expresión 

Y J !/(*)+*(*)!*<**<] J/*(í)d/-i\ \ eHx)d*- íio.0) 

Introduzcamos el concepto de elementos ortogonales del espacio 
euclídeo dado. 

Definición 3. Dos elementos de un espacio euclídeo / y g se llaman 
ortogona les, st el producto escalar de estos elementos ((, g) es igual a cero. 

Veamos en un espacio euclídeo arbilcario U de dimensión finita 
una sucesión de elementos 

tíi. ’l'j. ••• Vi» ••• (10.10) 

Definición 4. ¡.a sucesión (10.10) se denomina sistema ortouormali- 
zado, si los elementos que la integran son ortogonales dos a dos ij tienen 
norma igual a la unidad. 

A título de ojemplo clásico de sistema oí lonormalizado en el 
espacio de todas las funciones continuas a trozos sobro el segmento 
—si sg í u sirve el así llamado sistema trigonométrico 


I eos x sen r 

V5ñ * Vh ’ V* 


eos nx 

V* • 


sen 


nx 

V« 


( 10 . 11 ) 


El lector comprobará con facilidad que todas las funciones 
(10.11) son ortogonales dos a dos (od el sentido del producto escalar 
(10.2) tomado para a = — n, b = n) y que la norma de cada una de 
estos funciones (definida mediante la igualdad (10.7) para a — —n, 
b — n) es igual a la unidad. 

En las matemáticas y sus aplicaciones se encuentran a menudo 
diferentes sistemas ortonormalizados de funciones (en los conjun¬ 
tos correspondientes). 


He aquí algunos ejemplos de tales sistemas. 
1°. Polinomios definidos por la igualdad 


n(*l— 2 ".ni dx 


(n = 0, 1, 2. ...), 


suelen llamarse polinomios de Legendre. 
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No es difícil convencerse de que las funciones 




/'„(*) (a = 0, 1. 2, 


formadas con ayuda de estos polinomios, constituyen (sobre el segmento —1 sj 
< x < 1) un •istema oi louoroialiiado do funciones. 

2°. Los polinomios definidos mediante las igualdades T 0 W a i, T n (x) = 
= 2 1 -'' coa n (árceos x) para 0=1.2,..., llevan el nombro de Ch/blshev. Entre 
todos los polinomios de o-ésimo grado, cuyos coeficientes do a* n son iguales a la 
unidad, el polinomio do Chcbishev T u (x) se caracteriza por el máximo del mó¬ 
dulo más pequefio sobre el segmento —1 ^ x ^ 1. So puede mostrar que las 
funciones 


/S-i 1=3* 


(*) = 


2 1 T„ ix) 


■ 1 . 2 . ...). 


obtenidas con ayuda del polinomio de Chébistiev, forman un sistema ortonor- 
uialr/ado sobre el segmento —1 í I. 

3". lin la teoría de las probabilidades so emplea frecuentemuuto el así lla¬ 
mado sistema de fíademacher *) 

(s) “ q (2*-x) lo = O, 1. 2, . . 
donde q. (II = sgn (sen 2 nl» 

fte puede demostrar que este sistema es ortonorronlizado sobre el segmento 

1 . 

4". En una serle de investigaciones referentes a la teoría do funciones se 
empica el asi llamado sistema de Haar *) que es ortonorraalizado Sobre el segmon- 
to 0 <z<l. Los elementos de este sistema x<*> (a) se definen, para todos los 

» =» 1.1, 1, .... y para cualquier 4 que toma los valores 1, 2, 4.2°. Tienen 

por expresión 


\'2 n para 
— V ? para 


2k — 2 24— 1 

•m.l s =* < - "¿lí»! 


24-1 _ _ 24 

para ■ 2 „— < x < -^ r , 

cu los puntos restaotes du [O. I). 


Cada función do Haar representa un escalón ilcl mismo tipo que la función 

• sgn x sobro un segmento [—:<-<"*!>. 2~<"* ,, |. Para cada número fijo n, 
este escalón se desplaza, al aumentar el valor de 4, a la derecha. Fuera del esca¬ 
lón correspondiente cada función de Haar siempre es ¡dónticamcuto igual a coro 

Supongamos que en un espacio euclídeo arbitrario R de dimensión 
infinita viene dado un sistema ortonornializado arbitrario de ele¬ 
mentos Veamos un elemento cualquiera / del espacio l< 


l > II. Rademactier (n. 1.302), matemático alemán. 
’) A. Haar Í1835—193.3). matemático húngaro 
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Definición 5. ¡Jumemos sene de Fuiir-er del elemento f según el 
sistema ortonormalizado o una serie de la forma 


2 Mv (10.12) 


en la que con f u están designados uúnunos constantes llamados coefi¬ 
cientes de Fourier del elemento / ¡j definidos mediante las igualdades 

h “ (/, *„). * - 1. 2- 

Resulta natural clenominai' una suma finita 


•?.,= 2 


lili 1.1) 


n-ésima suma parcial lie la serio de Fourier (10.12). 

Examinemos, a la par con la n-ésima suma parcial (10.12), una 
combinación arbitraria de los primeros n elementos del sistema 
orlonorntaJizado {i( h ) 



(10.14) 


con cualesquiera números constantes C. . C„. 

Aclaremos qué liaco diferir la n-ésima suma parcial de la serio 
de Fourier (10.13) de las demás sumas (10 14). 

Convengamos en llamar una magnitud || / — g || desviación do 
g con relación a i (según la norma del espacio euclídeo dado). 

Tiene lugar el siguiente teorema fundamental. 

Teorema JO.3. Entre tedas las sumas de la forma (10.14) la des¬ 
viación mínima con relación al elemento f en norma de un espacio 
euclídeo dado tiene la n-ésima suma parcial (10.13) de la serie de 
Fourier del elemento f. 

demostración Teniendo piesi nlu el carácter ortonormalizado del 
sistema y aprovechando los axiomas del producto escalar, pode¬ 
mos escribir 

II 2 C*%-/|| 5 = (2 c\Th,-f. 2 t\v 6 -/) = 

H k-1 11 'k -1 k-l ’ 

= i ’fij.) — 2 S t\ (/, + /) = 

fc*=l ft=l 

= 2 a -2 ¿ c’»/ t + ii/n-= 2 (íw*) 2 -2 /ü+ii/ii 2 . 

ft=i '—i fc—i ;,-i 
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Así pues, 

II 2 = 2 (C*-/*)*+ii/ii 1 - 2 /i- (10.15) 

En el primer miembro de (10.15) figura el cuadrado de la desvia¬ 
ción de la suma (10.14) con relación al elemento / (según la norma de 
un espacio euclídeo dado). La forma del segundo miembro de (10.15) 
deja constancia de que el citado cuadrado de desviación es mínimo 
cuando C& = />, (pues, en este caso, la primera suma en el segundo 
miembro de (10.15) se anula, y los sumandos restantes en el segundo 
miembro de (10.15) no dependen de C *). El teorema está demostrado. 

Corolario I. Para un elemento arbitrarlo / del espacio euclídeo dado 
y cualquier sistema ortonormalizado {ipj,}, siendo arbitraria la elección 
de las constantes C k , se cumple la desigualdad 

I! / ll s - ¿ h < || t C k yp„-1 |f. ( 10 . 10, 

cualquiera que sea n. 

La desigualdad (10.10) es un corolario inmediato de la idealidad 
(10.15). 

Corolario 2. Para un elemento arbitrario f del espacio euclídeo dado, 
todo sistema ortonormalizado ¡i| k } y cualquier número n. se verifica la 
igualdad 

II 2 M„-(|r = ll/!!’ - i /i. (10.17) 

a*—i a i.-] 

Humada frecuentemente identidad de Bessel ’)- 

Para demostrar la igualdad (10.17). basta poner en (10.15) C k = 

= 

Teorema 10.4. Para cualquier elemento f de un espacio euclídeo da¬ 
do y lodo sistema ortonormalizado {ip*} se cumple la siguiente desigualdad 

I /í<imi*. ( 10 - 18 ) 

llamada desigualdad de Bessel. 

demostración De lo que el primer miembro de (10.17) es no nega¬ 
tivo se deduce que para cualquier número n 

¿#<11/11*- (10.19) 


*l P. Bessel (1784—1840). astrónomo y matemático alemán. 
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Poro, esto es indicio de que la serie de térmiuos no negativos que fi¬ 
gura en el primer miembro do (10.18) cuenta con una sucesión acota¬ 
da de sumas parciales, por lo cual es convergente. Pasando en la de¬ 
sigualdad (10-10) al límite para n —► co (véase teorema 3.13, v. 1), 
obtendremos la desigualdad (10.18). El teorema está demostrado. 

Volvamos, a título de ejemplo, al espacio do todas las funciones 
continuas a trozos sobre ol segmento — ji ^ x ji, y, en dicho espa¬ 
cio. a la serie de Fourier según el sistema trigonométrico (10.11) 
(esta serie suele llamarse serie trigonométrica de Fourier). Para cual¬ 
quier función / (r), continua a trozos sobre el segmento —rt ^ x ít, 
la citada serie de Fourier tiene por expresión 

'•**=+2 (10.20) 
donde los coeficientos de Fourier ] k y f k se definen por las fórmulas 

= W l l<X)dX ’ 

— JI 

a n 

/*=—■ $ / (x) eos kx dx % 7 fc =^i=- ^ / (i) sen kxdx, 

(*« 1 , 2 , ...). 

La desigualdad de Bessel, válida para cualquier función / (a), conti¬ 
nua a trozos sobre el segmento —n ^ x ^ ji, tiene por expresión 

«■ _ JI 

7;+2 (h+nx \ m*)dx. < 10 . 21 ) 

*-l -n 

La desviación de / (x) con relación a g (a:) en la norma es igual en 
este caso a la así llamada desviación media cuadrática, 

, r — - 

II/-ÍII-V S [U,x)-g(x)]*dx. (10.22) 

— JI 

Además, en la teoría de las series trigonométricas de Fourier está 
aceptada la forma de notación ud poco diferente tanto para la propia 
serie de Fourier (10.20), como también para la desigualdad de Bessel 
(10.21). A saber, la serie trigonométrica de Fourier (10.20) se escribe, 
corrientemente, en la forma 

oo 

4?-+ 2 (°* COS kx 4- b H sen kx), 

ft*=i 


( 10 . 20 ') 
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donde 


-~^k-¡r S '<*>*• 

“íl 

_ n 

a k = -h^ = ±. \ j(x)coskxdx, 

y a * 

6ii = r y^ ~ \ /(x)sen kxdx 


(10.23) 


(fc-1. 2, ...) 

Con tal forma de notación la desigualdad de Bessel (10.21) tiene 
por expresión 

4 + S («l + WX-TT l («>-21') 

/>=i -■■< 

observación. De la desigualdad de Bessel (10.21') so deduce quo 
para cualquier función f (x), continua a trozos sobre el segmento 
—n < x < ji, las magnitudes o» y b h (llamadas coeficientes trigono¬ 
métricos de Fourier de la función / (x)) tienden a cero cuando k-r- oo 
(en virtud de la condición necesaria de convergencia de la serie en el 
primer miembro de (10.21')). 


§ 2. Sistemas ortonormalizados cerrados y completos 

Examinemos, al igual que en el párrafo antecedente, un sistema 
ortononnalizado arbitrario (ifi,) en un espacio cuclídeo arbitrario R 
de dimensión infinita. 

Definición 1. Un sistema ortonormalizado Jipj,) se denomina cerrado, 
si para cualquier elemento f de un espacio euclídeo dado R y para, todo 
número positivo e existe tal combinación lineal (10.14) de un numero 
finito de elementos de {xp*), cuya desviación con relación a f (según la- 
norma del espacio R) sea inferior a e. 

Dicho de otro modo, el sistema {<(.'),} se llama cerrado, si todo ele¬ 
mento f del espacio euclídeo dado R puede ser aproximado según la 
norma de este espacio con cualquier orden de exactitud mediante com¬ 
binaciones lineales de un número finito de elementos de {if/i}- 

observación i. Omitimos la cuestión de si en cada espacio existen 
sistomas ortonormalizados cerrados. Notemos que en el capítulo 2 
se estudia una subclase importante de espacios euclídeos, los así lla¬ 
mados espacios de Hilbert, y se establece la existencia en cada os pació 
de esta índole de los sistemas ortonormalizados cerrados. 
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Teorema 10.5. Si un sistema ortonormalizado {rp*} es cerrado, para 
cualquier elemento f del espacio euclldco en consideración la desigualdad 
de Bessel (10.18) se convierte en una igualdad exacta 


J i /í = ll/ll*. 


(10.24) 


llamada igualdad de Parseval 1 ) 

demostración. Fijamos un elemento arbitrario / del espacio euclí- 
deo en consideración y un número positivo arbitrario e. Por cuaDtoe! 
sistema {(|>„} es cerrado, existo tal número n y tales números 
Ci. •••. C n . que el cuadrado de la norma que figura en el segun¬ 
do miembro de (10.16) sea inferior a e. En virtud de (10.16), esto 
significa quo para e > 0 arbitrario se encontrará un número n. para 
el cual 


II/!! 2 - 2 /*<*• 

A-t 


(10.25) 


Para todos Jos números que sobrepasan el número citado n, la des¬ 
igualdad (10.25) será con mayor razón válida, pues, al crecer n. Ja 
suma en el primer miembro de (10.25) sólo puede aumentar. 

Hemos demostrado, pues, que para e > 0 arbitrario se encontrará 
un número n. a partir del cual queda válida la desigualdad (10.25). 

Junto con la desigualdad (10.19) esto significa quo la serie 2/1 


converge hacia la suma || / ||*. El teorema está demostrado. 

Teorema 10.6. Si un sistema ortonormalizado } es cerrado, enton¬ 
ces, cualquiera que sea un elemento f, la serie de Fourier de este elemento 
converge a él en la norma del espacio euclídeo en consideración, es decir, 


II* || J¡ ( —/1 =0. (10.26) 

demostración. La afirmación de este teorema se deduce inmedia¬ 
tamente de la igualdad (10.17) y del teorema anterior. 

Observación 2 . En el espacio de todos las funciones continuas a 
trozos sobre el segmento — n ^ x ^ n la convergencia en la norma 
(10.26) se convierte en la convergencia en media sobre dicho segmente 
(véase p, 3, § 2, cap. 1). De este modo, si demostramos el carácter 
cerrado del sistema trigonométrico (10.11), el teorema 10.6 afirma¬ 
rá que para toda función / (.r), continua a trozos sobre el segmento 
—n ^ x ^ n la serie trigonométrica de Fourier de dicha función 
converge hacia la misma en media sobre el segmento dado. 

Definición 2. Un sistemo ortonormalizado (if 4 ) se denomina com¬ 
pleto, si no existe (a excepción del elemento nulo) ningún otro elemento 

') M. Parseval (m. en 1836), matemático francés. 
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/ ele un espacio euclideo dado que sea ortogonal a todos los elementos 
del sistema {i]- h j. 

De otras palabras, el sistema se denomina completo, si 

ceda elemento /, ortogonal a todos los elementos $ k del sistema 
es elemento nulo. 

Teorema 10.7. Todo sistema ortonormolizadj cerrado {<!>,,) es com¬ 
pleto. 

demostración. Sea {apn} un sistema cerrado, y sea /, tin elemento 
cualquiera del espacio euclideo dado, ortogonal a todos los elemen¬ 
tos tj:j, dol sistema 

Entonces, todos los coeficientes do Fourier /» del elemento / con 
relación al sistema {\|> k } son nulos y, por lo tanto, en-virtud fe la 
ecuación de Parseval (10.24), también || / || = 0. La última igualdad 
(en virtud del axioma I o para la norma) significa que / = 0. El teo¬ 
rema está demostrado. 

observación 3. Hemos demostrado que en un espacio euclideo ar¬ 
bitrario el carácter cerrado del sistema predetermina la completitud 
de éste. En el cap. 11 se dará un ejemplo a mostrar que en un espacio 
euclideo arbitrario de la completitud de un sistema ortonormalizado 
no proviene, en el caso general, el carácter cerrado dol sistema mencio¬ 
nado. Demostraremos, además, que para una clase muy importante 
de espacios euclídeos (los asi llamados espacios de Hilbert) la comple- 
tilud del sistema ort onormalizado es equivalente a su carácter ce¬ 
rrado. 

Teorema 10.8. l’ara todo sistema ortonormalnado completo ( y, con 
mayor, para todo sistema cen ado) (if h}, dos elementos diferentes f y g 
del espacio euclideo en consideración no pueden tener las series de Fóti- 
rier iguales. 

demostración Si lodos los coeficientes de Fourier de los elemen¬ 
tos f y g coincidieran, todos los coeficientes de Fourier de la diferen¬ 
cia / — g serían iguales a cero, es decir, la diferencia / — g sería 
ortogonal a todos los elementos i|i k del sistema completo {'l’n}. Mas, 
esto significarla que la diferencia / — g es un elemento nulo, es decir, 
los elementos / y g coinciden. El teorema está demostrado. 

Con esto finalizamos el examen de la serie general de Fourier con 
relación al sistema ortonormalizado arbitrario en cualquier espacio 
euclideo. 

A'uestro objetivo do turno consiste en el estudio detallado de la 
serie de Fouiier con relación al sistema trigonométrico (10.11). 

§ 3. Carácter cerrado del sistema trigonométrico y 
corolarios 

I. Aproximación uniforme de una función continua m(aliante po¬ 
linomios trigonométricos. En este párrafo se establecerá el carácter 
cerrado (y, por consiguiente, la completitud) del sistema trigonomé- 
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trico (10.11) en el espacio do todas las funciones continuas a trozos 
sobre el segmento —n x ^ jt. Pero, antes de proceder con la demos¬ 
tración del carácter cerrado del sistema trigonométrico, demos a co¬ 
nocer un teorema importante sobre la aproximación uniforme do una 
función continua mediante los asi llamados polinomios trigonomé¬ 
tricos. 

Llamemos polinomio trigonométrico a una combinación lineal ar¬ 
bitraria de cualquier número finito de elementos del sistema (10.11), 
es decir, una expresión de la forma 

T (x) = C 0 + ^ (C k eos kx + C h sen A-a), 

donde n os un número cualquiera, y C,„ d k (A = 1, 2 . n) son 

números reales constantes arbitrarios. 

He aqui dos afirmaciones sumamente elomcntules: 

1°. Si P (z) es un polinomio algebraico cuah/uiera de grado arbtlra- 
rio n, P (eos x) y P (sen x) son polinomios trigonométricos. 

2 • Si T (x) es un polinomio trigonométrico, cada una de las expre¬ 
siones T (x)- sen x y T (z)- sen 2 x también será un polinomio trigono¬ 
métrico. 

Ambas afirmaciones se deducen de lo que un producto de dos (y, 
por eso, do cualquier número finito) funciones trigonométricas ') 
del argumento x so reduco a una combinación lineal de un número 
finito do funciones trigonométricas de los argumentos del tipo kx 
(que el mismo lector se cercioro de esto). 

En la teoría de las series trigonométricas do Fourier un papel im¬ 
portante desempeña el concepto de función periódica. 

Una función f (x) se denomina periódica de período T, si: 1) / (x) 
está definida para todos los números reales x; 2) para todo x real se veri¬ 
fica la igualdad 

f(x+T)-f (x). 

Esta igualdad se llama, de ordinario, condición de periodicidad. 
Al análisis de las funciones periódicas conduce el estudio do diferentes 
procesos oscilantes. 

í y, otemos que to(los los elementos del sistema trigonométrico 
(10.11) son funciones periódicas de período 2rt. 

Es válido el siguiente teorema principal. 

Teorema 10.9 (teorema de Weierstrass). Si una función ¡ (x) es 
continua sobre el segmento (—jt, ji) y satisface la condición f (—jt) = 
= / ( n )r dicha función puede aproximarse uniformemente sobre el citado 
segmento mediante polinomios trigonométricos, as decir, para / (x) y 
para cualquier número positivo e existe un polinomio trigonométri¬ 
co T (x) de tal índole que simultáneamente para todos los x del seg- 

‘) Por funciones trigonométricas so entienden en este caso el coseno o seno. 
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mentó [—u, ni se cumpla una desigualdad 

| / (i) - T (x) | < e. (10.27) 

nEJiosTRAciON. Realicemos la demostración en dos etapas. 

I o . Al principio supongamos adicionalmeute que la función / (x) 
es par, es decir, para todo x del segmento (—n, al satisface la condi¬ 
ción / (— x) = /(*)• ., . , r 

En virtud del teorema de continuidad de una función compuesta 
V— í (*). donde x = árceos t (véase § 7, cap. 4, v. I), la función 
F (!) — f (arcccs í) es función continua del argumento t sobre el seg¬ 
mento —1 i ^ 1. Por consiguiente, de acuerdo con el teorema de 
Weierstrass. para los polinomios algebraicos (véase teorema 1.18 del 
cap. 1) existe, dado un e > 0 cualquiera, un polinomio algebraico 
P (í) tal que | / (árceos í) — P (í) | < e simultáneamente para todos 
los t del segmento —1 i ^ 1. 

Al poner t = eos x, obtendremos 

| / <x) - /> (eos *) | <e (10.28) 

simultáneamente para todos tos x del segmento 0 ^ x n. 

Por cuanto ambas funciones / (x) y P (eos x) son pares, la des¬ 
igualdad (10.28) será también válida para todos los x del segmento 
—n ^ x ^ 0. Do este modo, la desigualdad (10.28) se cumple para 
toilos los x del segmento —n x =< n, y, por ser P (eos x) (en virtud 
de la afirmación 1° aducida más arriba) un polinomio trigonométri¬ 
co, el teorema queda demostrado para la función par / (x). 

Notemos ahora que la función / (x) que satisface las condiciones 
del teorema en consideración puede ser prolongada con el período 2jt 
a toda la recta infinita —oo <z < oo de un modo tal que la fun¬ 
ción prolongada sea continua en cada punto x do la recta infinita. Si 
la función / (x) os prolongada precisamonte de este modo, entonces, 
por cuanto P (eos x) es también función periódica del período 2n, 
llegamos a que para la / unción par f (x) la desigualdad (10.28) se cum¬ 
ple en todo punto de la recta injinita —oo <x < oo. 

2 o . Ahora, sea / (x) una función sumamente arbitraria que satis¬ 
face las condiciones del teorema que se demuestra. Haremos prolon¬ 
gar con el período 2n dicha función a toda la recia infinita y forme¬ 
mos con ayuda de ella las siguientes dos funciones pares: 

/,(*)= /( * )+ 2 / <-* ) , (10.29) 

/,(*) = 1&-H-*) gepj. (10.30) 

Según lo demostrado en el punto 1°, existen para e > 0 cualquiera los 
polinomios trigonométricos T¡ (x) y 7\¡ (x) de tal Indole que en cada 
punto de la recta infinita 

I /, (*) - T, (x) | < e/4, | /, (x) - T. (x) | < e/4. 
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y. por eso, 

! A (x) sen 4 x — T, (x) .son- x | <e'4, 

I h ( x ) sen x — T, (x) sen x | < e/4. 

Al sumar dos últimas desigualdades, teniendo en cuenta que el mó¬ 
dulo de una suma de dos magnitudes no sobrepasa la suma de sus mó¬ 
dulos, llegamos a que (tomando en consideración las igualdades 
(10.29) y (10.30)) en cada punto de la recta infinita se cumple la des¬ 
igualdad 

| / (x) sen 2 x — r 3 (x) | < e/2, (10.31) 

en la cual con T 3 (x) está designado un polinomio trigonométrico 
igual a (x) = T, (x) sen 2 x -f- T t (x) sen x. 

En los razonamientos realizados podemos en lugar de la función 
/ (x) tomar la función / (x -f- n/2) 1 ). Por analogía completa con 
(10.31) obtenemos que para la función / (x -f- n/2) se encontraré un 
polinomio trigonométrico 7\ (x) tal que en cada punto de la recta in¬ 
finita se verifique la desigualdad 

I f (x + n/2) sen 2 x - T K (x) | < e/2. (10.32) 

Sustituyendo en (10.32) x por x — n/2, y denotando con T s (x) el 
polinomio trigonométrico del tipo T s (x) = 7\ (x — n/2), conclui¬ 
mos que en cada punto de la recta infinita se cumple la desigualdad 

| / (x) eos 1 x — T¡ (x) | < e/2. (10.33) 

Por fin, al sumar las desigualdades (10.31) y (10.33) y al designar 
con T (x) un polinomio del tipo T (x) = T k (x) + T¡ (x), llegamos 
a que en todo punto de la recta infinita se cumple la desigualdad 
(10.27). El teorema está demostrado. 

observación. Cada una de las condiciones 1) de continuidad de 
/ (x) sobre el segmonto I—n, n], 2) de igualdad de los valores f (—n) 
y/(n) es necesaria para que la función f (x) pueda aproximarse uni¬ 
formemente sobre el segmento — n <; x ^ n mediante polinomios 
trigonométricas. 

Dicho de otro modo, el teorema de Weierstrass podemos for¬ 
mular del modo siguiente: para que la ¡unción f (x) pueda aproximarse 
uniformemente sobre el segmento 1— n, jt} mediante polinomios trigono¬ 
métricos, es necesario y suficiente que la función f (x) sea continua sobre 
el segmento [— n, ni y satisfaga la condición f (— n) = / (n). 

La suficiencia constituye el contenido del teorema 10.9. 

Detengámonos en la demostración do la necesidad. Supongamos 
que existe una sucesión de polinomios trigonométricos {T n (x)} 


‘) Pues, esta función satisface las mismas condiciones que la función / (?) 
obtenida después de la prolongación. 
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que converge uniformemente sobre el segmento [—Ji. Ji] hacia la 
función / (x). Por cuanto toda función T n (x) es continua sobre e l 
segmento 1—it, ni, de acuerdo con el teorema 1.8, la función / (x) 
es también continua en el mismo segmento. Para cualquier e > 0 se 
encontrará un polinomio T„ ( x) tal que | / (x) — T„ ( x ) | < £''2 
para todos los x del segmento [— n, ni- Por consiguiente, 

| / (-*) - T n (—| < e/2, | / (n) - T n (n) | < e/2. 

De las últimas dos desigualdades y de la igualdad T n (— n) = 

— T„ (je), que se deduce de la condición de periodicidad (con e! 
período 2 ji), concluimos que | / (—n) — / (n) | < e, do donde 
/ (—it) = / (n) (en virtud de que e > 0 es arbitrario). 

2. Demostración del carácter cerrado del sistema trigonométricos 
Apoyándonos en el teorema de Weierstrass. demostremos el siguiente 
teorema fundamental. 

Teorema 10.10. El sistema trigonométrico (10.11) es cerrado ‘), es 
decir, para cualquier función / ( x). continua a trozos sobre el seg¬ 
mento (—Jt, ni y para todo número positivo e existe un polinomio 
trigonométrico T (x) tal quo se verifique la desigualdad 

/■“ñ 

II/<*)-*■<*) II-V S l/(*)-?’(*)l'^<e- (10.34) 

-n 

demostbacion. Notemos, ante todo, que para cualquier función 
/ (x), continua a trozos sobre el segmento 1— n, ni, y para todo e > O 
existe una función F (x), continua sobre el mismo segmento, que sa¬ 
tisface la condición /•' (— n) = /■' (n) y que es de tal índole que 

||/(x)-/•(*) 11 = /I |/(x)-f (x)]*dx<e/2. (10.35) 

-n 

Efectivamente, basta tomar una función F (x) coincidente con / (x) 
siempre, a excepción de los entornos (suficientemente pequeños) do 
los puntos de discontinuidad de / (x) y del punto x = n, y elegir 
F (x) en los entornos mencionados como función lineal de un modo 
tal que F (x) sea continua en todo el segmento (— ji, jiI y satisfaga la 
condición F (— n) — F (n). 

Por cnanto una función continua a trozos y una función lineal que 
la corta son acotadas, entonces, al elegir los entornos citados de los 
puntos de discontinuidad de / (x) y del punto x = n suficientemente 
pequeños, aseguramos el cumplimiento de las desigualdades (10.35). 

Según el teorema de Weierstrass 10.9, para la función /•' (x) se 
encontrará un polinomio trigonométrico T (x) tal que para todo x 


x ) Y, por consiguiente (en virtud del teorema 10-7), también completo. 


(10.36) 


del segmento I—n, ni se cumpla la desigualdad 
| F (i) - T (i) | < e/2f/~2ñ. 
Do (10.35) concluimos que 


\F(x)~T(x) 


í 


[/ ? (x)-7’(x)| 2 dx<e/2. (10.37) 


De (10.35), (10.37) y de la desigualdad triangular para las normas 

|| i (x) - T (x) || < || / (x) - F (x) || + || F (x) - T (x) || 

se deduce la desigualdad (10.34). El teorema está demostrado, 
OBSEBVAoroy i. De los teoremas 10.10 y 10.7 se deduce on seguida 
que el sistema trigonométrico (10.11) es completo. De aquí proviene, a 

su vez. quoel sistema {]/i. sen nr} (n =» 1. 2, . . .) es completo en el 

conjunto de lodos las funciones , continuas a trozos sobre el segmento 
10, ni (o sobre el segmento 1—n, 01, respectivamente). En efecto, cual¬ 
quier función / (x)continua a trozos sobre el segmento 10, ni, ortogonal 

on osle segmonto a todos los elementos del sistema { ]/— son nx}, 

siendo prolongada al segmento I—.n, 01, resulta ser ortogonal sobre 
I—n. n| a todos los elementos del sistemo trigonométrico (10.11). Por 
sorel sistema (10.11) completo, dicha función es igual a cero en l—n, 
ni, y, por lo tanto, también en [0. n|. De un modo sumamente análogo 

so demuestro que el sistema ^=, V eos nx (n =1,2, . . descom¬ 
pleto en el conjunto de todas las funciones continuas a trozos sobre el 
segmento 10, ni ( o sobre el segmento I—n, 0], respectivamente). 

OBSERVACION 2 Se puede mostrar qíie entre los sistemas ortonormal¡indos 
mencionados nn el § 1 los sistemas (orillados con avada de los polinomios de 
' wendro, polinomios do Cliébishcv y de las (unciones de linar, son corlados, 
ID mallos quo el sistema de Rndomacher no es cerrado. 

3. Corolarios del carácter cerrado de un sistema trigonométrico. 
Corolario 1. Para cualquier función f (x). continua a trozos sobre él 
segmento [—n, n), se verifica la igualdad de Parseval 

-y + 2 + = I f 2 (x)dx (10.38) 

h=* 1 — n 

(se deduce del teorema 10.5). 

Corolario 2. Una serie trigonométrica de Fourier de cualquier fun¬ 
ción j (x), continua a trozos sobre, el segmenta ( — n, ni. converge hacia 
esta función en media sobre el segmento citado (se deduce dol teorema 1(1.6 
y la Observación 2 al mismo). 
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Corolario 3. Una serie trigonométrica de Fourier de cualquier ¡un¬ 
ción / (x), continua a trozos sobre el segmento [—n. a], puede integrarse 
sobre dicho segmento término a término (se deduce del corolario ante¬ 
cedente y del teorema 1.11 del cap. 1). 

Corolario 4. Si dos ¡unciones ¡ (x) y g (x), continuas a trozos sobre 
el segmento [—n, a], tienen serles trigonométricas de Fourier iguales, 
dichas funciones coinciden en lodos los puntos de este segmento (se deduce 
del teorema 10-8). 

Corolario 5. Si la serie trigonométrica de Fourier de una ¡unción 
f (x), continua a trozos sobre el segmento (—«, al, es uniformemente con¬ 
vergente sobre cierto segmento la, 6] contenido en l—a, a], es convergen¬ 
te sobre el segmento la, 6] precisamente hacia la ¡unción f (x). 

demostración. Supongamos que F (x) es una función, hacia la 
cual converge uniformemente sobre la, 61 la serie trigonométrica do 
Fourier de la función / (x). Demostremos que F (x) ^ / (x) on todo 
punto del segmento lo. 61. Por cuanto do la convergencia uniforme 
sobre el segmento (a, 61 se deduce la convergencia eu media sobre di¬ 
cho segmento (véase cap. 1, § 2, p. 3), la serie trigonométrica de 
Fourier de la función / (x) converge hacia la función F (x) on media 
sobre el Segmento [a, 61. Esto significa que para e > 0 arbitrario se 
encontrará un número n¡, a partir del cual la n-ésima suma parcial 
de la serie trigonométrica do Fourier S„ (x) satisface la desigualdad 

As 

||F(x)-S n (x)!|-|/ $ |F(x)-S n (x)pdx<e/2. (10.39) 

a 

Por otra parte, en virtud del corolario 2. la sucesión S n (x) con¬ 
verge hacia / (x) en media sobre lodo el segmento [—a, ji), y, por con¬ 
siguiente, también en el segmento (a, 6), es decir, para e ¿» 0 arbitra¬ 
rio fijo existe un número n 2 , a partir del cual se verifica la igualdad 

|| (x )-1 (x) || = ]/ J | S n (i) - / (x)]= dx C e /2. (10.40) 

De (10.39), (10.40) y de la desigualdad triangular 

II F (x) - ¡ (x) || < || F (x) - S n (x) || + || S„ (x) - / (x) || 

proviene que || F (x) — / (x) || < e. De la última desigualdad y de 
la arbitrariedad de e >■ 0 se deduce que || F (x) — ¡ (x) || = 0, y de 
aquí concluimos, de acuerdo con el primer axioma para la norma, que 
F (x) — / (x) es un elemento nulo del espacio de funciones continuas 
a trozos sobre [a, 61, es decir, una función que en ol segmento la, 61 
es idénticamente igual a cero. El corolario 5 está demostrado. 

Observación i. Por supuesto, en el corolario 5 el segmento la, 61 
puede coincidir con todo el segmento 1—n, ni, es decir, de la conver- 
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gencia uniforme de la serie de Fourier de la función f (x) en todo el seg¬ 
mento I—JT, ni se deduce que la serie citada converge sobre dicho seg¬ 
mento precisamente hacia la función f (x). 

_ OBSERVACION 2 l.os corolarios perfectamente análogos serán válidos tam¬ 
bién para una serie de Fourier respecto de cualquier otro sistema ortonormali- 
zado en el espacio de funciones, continuas a trozos sobre un segmento arbitrario 
I», 6), dotado del producto escalar (10.2) y norma (10.8). Como ejemplos de 
tales sistemas pueden servir sistemas ortonormalizedos ligados con los poli¬ 
nomios do Legenda' y Chébishev, como también el sistema de Haar, menciona¬ 
dos todos cu el § 1. 


$ A. Condiciones más simples de convergencia uniforme 
y de diferenciación termino a término de una serie 
trigonométrica de Fourier 

1. Notas de introducción. En la física matemática y en una serio 
de otros apartados de las matemáticas es de papel esencial tina cues¬ 
tión sobre las condiciones cuyo cumplimiento asegura la convergen¬ 
cia de una serie trigonométrica de Fourier de la función / (x) en un 
punto dado x del segmento (—ji, ni hacia la citada función. 

^ a al final del siglo pasado se sabia que existen funciones, conti¬ 
nuas sobre el segmento I—n, ni, que satisfacen la condición / (—n) = 
= f (")■ cuyas serios trigonométricas de Fourier divergon en uu pun¬ 
to dado con anticipación del segmento I—n, n] (o, iucluso, divergen 
en un conjunto infinito de puntos del segmento I—n, n), siempre 
denso sobre dicho segmento) *). 

De este modo, una sola continuidad de la función / (x) sobre el. 
segmento I— n. jtl no asegura sin condiciones complementarias no 
sólo convergencia uniforme de la serie trigonométrica de Fourier de 
esta función, sino tampoco la convergencia de la serie mencionada en 
un punto prefijado de antemano del segmento indicado. 

En este párrafo y en los siguientes párrafos aclaremos cuáles son 
las exigencias que han do ser sumadas a la continuidad déla función 
f (x) (o introducidas en lugar de la continuidad de la función / (x)> 
con el fin de asegurar la convergencia de la serie trigonométrica de 
Fourier de dicha función en un punto dado y, además, asegurar la 
convergencia uniforme de la citada serie en todo el segmento [—n, 
Jt], o en alguna parte del mismo. 

En el estudio de la convergencia de la serie trigonométrica de 
Fourier surge también otra pregunta: ¿Ha de ser convergente por lo 
menos en un solo punto del segmento I—n, ni la serie de Fourier de 
cualquier función / (x), continua a trozos (o, incluso, estrictamente 
continua) sobre el segmento mencionado? 


‘) El primor ejemplo ríe tal función fue construido en 187G por P. du Bols- 
Reymond, matemático francés. 
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La respuesta positiva a la pregunta levantada fue obtenida sólo 
en el año 1966. 

Esta respuesta constituye un corolario del teorema fundamental 
demostrado en 1966 por L. Carleson 1 ) quien resolvió el problema fa¬ 
moso de N. N. Luzin 2 ) planteado aún en 1914: la serle trigonométrica 
de Fourier de cualquier función f ( x), para la cual existe una integral 

71 

J f‘ ( x ) dx, entendida en el sentido de Lebesguc, converge hacia esta 

Jl- 

función casi en todo punto del segmento 1—n, ni 3 ). 

Del teorema de Carleson se desprende que la serie de Fourier no 
sólo de cualquier función continua a trozos, sino también do cual¬ 
quier función f (x) integrable sobre el segmento (—n, ni en el sentido 
propio de Riernann, converge hacia dicha función casi en todo punto 
de! segmento 1—n, n) (pues, para tal función existe una integral 

§ /* (.r) dx en el sentido de Ricmnnn y, por lo tanto, también en el 
. 1 - 

sentido do Lebesgne). 

Notemos que si una función / (x) es integrable sobre el segmento 
I—it, Jil no en el sentido de Riernann, sino sólo en el do Lebosgtte, 
la serie trigonométrica de Fourier de esta función puede fallar de ser 
convergente en lodos los puntos del segmento [—n, ji|. El primer 
ejemplo de la función / (i), integrable sobre el segmento I— n, ni 
en el sentido de Lebesguc, con la serie trigonométrica de Fourier di¬ 
vergente en todos los puntos fue construido en el año 1923 por el ma¬ 
temático soviético A. N. Kolmogórov 4 ). 

2. Condiciones más simples de convergencia absoluta y uniforme 
de una serie trigonométrica de Fourier. Convengamos en usar la 
siguiente terminología. 

Definición 1. Diremos que una función / ( x) tiene sobre el segmento 
[o, bl una derivada continua a trozos, si la derivada f (x) existe y es 
continua en todo punto del segmento la, ól, a excepción, quizás, de un 


/) L. Carleson, matemático sueco contemporáneo. I-a demostración comple¬ 
ta del teorema do Carleson so la puede encontrar en ia colección de artículos 
traducidos «Matemáticas», v. 11, No. 4. 19B7, págs. 113—132. 

2 ) N. N. I-uzin, matemático soviético, fundador do la escuela matemática 
moderna de Moscú concomiente a la teoría de funciones (ISK3—1950). El plantea¬ 
miento del problema de l-uzin resuelto por Carleson y de otros problemas 
puede encontrarse en el libro de Luzin «Integral v serie trigonométrica», Mos¬ 
cú — I-eningrado, Gostejizdat, 1951. 

: 3 ) Véase en el cap. 8. do osle libro la definición de la integral en el sentido 
de Lobcsgue y de la convergencia casi en todo punto sobre un segmento dado. 

*) Se puedo encontrar la construcción del ejemplo de Kolmogórov en las 
pags. 412—421 del libro de X. K. Bari «Series trigonométrica», Moscú, Fiz- 
matguiz, 1961. 
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numero finita de puntos, en curia uno de las cuales ¡a ¡unción f (x) tiene 
valores límites finitos derecho e izquierdo '). 

Definición 2. Diremos que una ¡unción f (x) tiene sobre el segmento 
I17.. 61 una derivada continua a trozos de orden n > 1, si la ¡unción 
f‘~ x (x) tiene en este segmento una derivada continua a trozos en el sen¬ 
tido de la definición 1. 

Resulta válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema ¡0.11. Si una función / (x) es continua sobre el segmento 
I— *i, n), tiene en el mismo derivada continua a trozos ij satisface la con¬ 
dición j (—a) — f (ji), la serie trigonométrica de Fourier de la función 
f (x) converge hacia esta ¡unción uniformemente sobre el segmento [—st, 
n). Más aún, una serie formada por los módulos de los términos de la 
serte trigonométrica de Fourier de la función f (x) es en 1— rc, ni unifor¬ 
memente convergente. 

demostración. Basta demostrar que la serie compuesta por los 
módulos do los términos de la serie trigonométrica de Fourier de la 
función / (x) 

no 

-^r-+ 2 {I a * co»fcr| + |6|. sen A-x)} (10.41) 

*=i 

converge uniformemente sobre el segmento I—n, ni, pues do aquí 
proviene tanto la convergencia uniforme en l—n, ni de la propia se¬ 
rie trigonométrica de Fourier de la función / (x), como la convergen¬ 
cia de la citada serie (en virtud del corolario 5 del p. 3, § 4) precisa¬ 
mente hacia la función / (x). 

En virtud del criterio de Weierstrass (véase el teorema 1.4 del 
cap. 1), para demostrar la convergencia uniforme sobre el segmento 
[—jt, ni de la serie (10.41), es suficiente probar la convergencia de 
la serie numérica 

2 { ki + im > < 10 - 42 > 

que la mayora. 

Denotemos con a* y p* los coeficientes trigonométricos de Fourier 
de la función f (x), al definirla adicionalmente de un modo arbitra¬ 
rio en un número finito de puntos, en los cuales no existe derivada de 
la función f (x) 2 ). . 

Realizando la integración por partes y teniendo presente que la 
función i (x) es continua en todo el segmento [—n, n] y satisface la 
relación / (—n) = / (n), obtendremos las siguientes relaciones que 

1 ) En este caso la función /’ (i) puede resultar no definida eu un número 
finito de puntos del segmento [a. í>|. En estos puntos la definamos adicionalmen- 
tc de un modo arbitrario (por ejemplo, popgamos igual a la semisuma de valores 

limites derecho e izquierdo). , . , 

! ) Por ejemplo, en los puntos citados podemos poner la función / (x) igual 
a la semisuma do valores límites derecho e izquierdo. 
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ligan los coeficientes trigonométricos de Fourier de la función /' (a:) 
con la propia función / (a:) 1 ): 

n 31 

a A = -^- ^ /' (a:) eos kx dx = k-— \ / (a:) sen kxdx = k-b kt 

-n -n 

n n 

= ^ /' (a:)sen kxdx= — k-~ J / (x) eos kx dx =-k-a h . 

-n -n 

De este modo, 

y para demostrar la convergencia de la serie (10.42), resulta suficien¬ 
te demostrar la convergencia do la serio 


2 (10.43) 

La convergencia de la serie (10.43) se deduce de las desigualdades 
elementales 2 ) 


4 ^ 0 » + ^) 

y de la convergencia de las series 

Ou oo 

2 <“í+p*), S-^-. 

*=1 1 


(10.44) 


(10.45) 


la primera do Jas cuales converge en virtud de la igualdad de Parse- 
val para una función continua a trozos /' (i), y la segunda, en virtud 
del criterio integral de Cauchy—Maclaurin (véase § 2, cap. 4, v. II). 
El teorema está demostrado. 

Observación. Si prolongamos una función / (x) que satisface las 
condiciones del teorema 10.11 a toda la recta infinita del modo 

’) Al integrar per partes, se debe dividir el segmonto [—n, nj en un número 
finito de segmentos parciales (que no tengan puntos interiores comunes), sobro 
cada uno de los cuales la derivada f (x) es continua, y, escogiendo la fórmula de 
iutegración por partes para cada uno de estos segmentos parciales, tomar en 
consideración que al sumar las integrales respecto de todos los segmentos parcia¬ 
les, todas las sustituciones se reducen a coro (en vista de la continuidad de 
/ (a-) sobre todo el segmento f— -i, .i] y debido a las condiciones / (— ji) = / (n). 

Partimos de la desigualdad elemental ( a ¡ | b J ^ ^ (n 2 -f- £*) que pro¬ 
viene de lo que ¡a magnitud (| a | — | 6 |) s es no negativa. 
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periódico (con el período 2n), el teorema 10-11 afirmará la convergen¬ 
cia de la serie trigonométrica do Foiirier hacia la función prolongada 
del modo indicado, la cual es uniforme en toda la recta infinita. 

3. Condiciones más simples de diferenciación término a término de 
una serie trigonométrica de Fourier. Demostremos, ante todo, 
el siguiente lema sobre el orden de los coeficientes trigonométricos de 
Fourier. 

Lema 1. Supongamos que una función f (x) y todas las derivadas 
suyas hasta cierto orden ni (m es un número entero no negativo) son con¬ 
tinuas sobre el segmento I—ti, n] y satisfacen las condiciones 


/(-") = /(*>. 
/'( — *)=»/' ("), 


/(■'■) (—n) = /<"> (n). 


(10.46) 


Supongamos, además, que la función f (x) tiene sobre el segmento, 
[ —n, ni una derivada continua a trozos de orden (m + 1). Entonces, 
es convergente la siguiente serie: 


¿A-íl-sl + lfcl}. (10.47) 

en la cual a* y b k son coeficientes trigonométricos de Fourier de la fun¬ 
ción f (x). 

demostración*- Denotemos con a» y 8, los cooficien les trigonomé¬ 
tricos de Fourier do la función f 7 "" (x ), al definir adicionalmente 
esta función de un modo arbitrario en un número finito de puntos, 
en los cuales no existe la derivada do (m -f l)-ésimo orden de la 
función f (*). Integrando las expresiones para o. u y p,, (m + 1) voces 
por partes, teniendo en cuenta 1a continuidad sobre todo el segmento 
1—ti, ni do la propia función / ( x ) y de todas las derivadas suyas 
hasta el orden m, y tomando en consideración las relaciones (10.46), 
establezcamos la siguiente relación que existe entre los coeficientes 
trigonométricos de Fourier de la función f n " ( x ) y la propia fun¬ 
ción / ( x ) >): 

De este modo. 


, *) Al integrar por partos, se debe dividir el segmento [— n. n) en un 
numero finito de segmentos parciales (que no tienen puntos interiores comunes), 
en cada uno de los cuales /< m ) (x) es continua, y tomar en consideración que al 
sumar tas integrales respecto de todos los segmentos parciales, todas las susti¬ 
tuciones dan cero. 
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y la convergencia (le la serie (10.47) se deduce de las desigualdades 
elementales (10.44) y de la convergencia de las series (10.45), la pri¬ 
mera de las cuales es convergente en virtud de la igualdad de Parse- 
val para la función continua a trozos f(x). y la segunda, en 
virtud del criterio de Cauchy—Maclaurin. El lema está demostrado. 

Como corolario inmediato del lema 1 interviene el siguiente teo¬ 
rema. 

Teorema 10.12. Supongamos que una /unción ] (z) satisface las 
mismas condiciones que se aducen en el lema 1, y, además, m > t. En¬ 
tonces, la serie trigonométrica de Fourier de la /unción f (a-) puede dife¬ 
renciarse término a término m veces sobre el segmento (— n. n\. 

demostración. Sea s cualquiera de los números 1, 2, . . m. 
Como resultado de la diferenciación s veces término a término de 1 a 
serie trigonométrica de Fourier de la función / (x), se obtiene una 
serie 

30 

2 ** {(i* eos ( l;x — 4- b k son ( Arx — -y- ) } . (10.48) 

Notemos que para todo x del segmento I—n, ni tanto la serie trigo 
nométrica de Fourier original, como también la serio (10.48) (con 
cualquiers =1.2 .m) puede mayorarse mediante la serie numé¬ 

rica convergente (10.47). Do acuerdo con el criterio de Weierstrass 
(véase teorema 1.4 del cap. X). tnnto la serie trigonométrica de Fou- 
rior original, como cada una de las series (10.48) (cuando s = 
= 1,2, . . ., m) convergen uniformemente sobre el segmento [—ji, 
ni y esto asegura (en virtud del teorema 1.9 del capitulo I) la posi¬ 
bilidad de diferenciación m-múltiple término a término do la serie 
de Fonrior. El teorema está demostrado. 


$ 5. Condiciones más exactas de convergencia uniforme 
y condiciones de convergencia en un punto dado 

1. Módulo de continuidad de una función. Clases de Hlilder. Empe¬ 
cemos por aclarar los conceptos que caracterizan la suavidad de las 
funciones estudiadas y por determinar las clases de funciones en 
cuyos términos^ se enunciarán condiciones de convergencia de una 
serie trigonométrica de Fourier. 

Sea f (x) una función que está definida y es continua sobre el seg¬ 
mento (a, f»l. 

Definición 1. Para cada 6 > 0, llamemos módulo de continuidad 
de la función f (a) sobre el segmento lo, b] la cota superior exacta del 
módulo de una diferencia | / (i') — f {x") | en el conjunto de todos los 
x y x" que pertenecen al segmento la. ó] y satisfacen la condición | x — 
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Denotemos con un símbolo <o (6, f) ol módulo de continuidad de la 
función / (x) sobre el segmento la, 61. Así pues, por definición ')•. 

<o(ó, /)= sup !/(*')—/(*')!• 

Ix'-x"i< A 
x\ x~€[o.A] 

Del teorema de Cantor se deduce inmediatamente (véase el teo¬ 
rema 10.2) que el módulo de continuidad oj (Ó, /) de cualquier ¡unción 
/ (x), continua sobre el segmento la, 61, tiende hacia cero, cuando 6 — 

0 2 ). 

Sin embargo, para una función / (x) arbitraria, que es solamente 
continua sobre el segmento la, 61, no podemos decir nada acerca del 
orden de su módulo de continuidad <a (6, /) respecto de ó pequeño. 

Mostremos ahora que si la función / (x) es dijerenciable sobre el 
segmento |a, 6| y si su derivada f (x) está acolada en dicho segmento, el 
módulo de continuidad o> (6, /) de la ¡unción ¡ (x) en el segmento men¬ 
cionado es de orden <u (ó, /) = O (6) 3 ). 

En efecto, del teorema de Lagrnnge ‘) se deduce que para cuales¬ 
quiera puntos x' y x" del segmento [a, 61 existe un punto í, encerrado 
entre x' y x", tal que se verifique la igualdad 

| /(*')-/(*') | = I /' (I) |-| *' — x" |. (10.49) 

Por cuanto la derivada /' (x) está acotada sobre el segmento la, 6), 
se encontrará una constante M de tal índole que para todo x del seg¬ 
mento citado se verifique | /' (x) ¡ sí M, y, por lo tanto, | /' (£) ^ 

M. De la última desigualdad y do (10.49) concluimos que | / (x') — 
— / (*') I Ss A/Ó, cualesquiera que sean x' y x" de la, 6] que satis¬ 
fagan la condición | x — x” | < Ó. Mas, esto significa precisamente 
que <ú (6, /) < A/6, es decir, w (6. f) = O (6). 

Sea a cualquier número real del semisegmento 0 < a < 1. 

Definición 2. Diremos que una ¡unción ) (x) pertenece sobre el seg¬ 
mento la, bl a la clase de Hólder C a con exponente a (0 < a 1), si 
el módulo de continuidad de La función ¡ (x) sobre el segmento la, 61 es 
de orden w (6, /) = O ( 6 “). 

Para expresar el hecho de que la función / (x) pertenece en el seg¬ 
mento [a, 61 a la clase de Hólder C a , se emplea corrientemente el 
símbolo: / (x) £ C a la, 61. 


*) Recordemos quo el símbolo g significa «pedenoce a», de modo que la 
notación z', x“ g [a, él dice que los puntos i'yi’ pertenecen al segmento |a, 61 . 

2 ) Pues (en virtud del teorema de Cantor) para todo e > 0 existe tal 6 > 0, 
que | / (*') — / (r’) | < e para todos los z' y x' del segmento (a, él que satis¬ 
facen la condición | i' — x* | < 6. 

“) Recordemos que el símbolo ce = O (ó) fue introducido en los caps. 3 
y 4, v. I y significa la existencia de tal constante M que I a I < M 6. 

*) Véase el teorema 6.12, v. í. 
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Notemos ahora mismo que si una función / (z) es difarenciable 
sobro el segmento la, 61 y si su derivada está acotada en el mismo, 
dicha función a ciencia cierta pertenece sobro [a, ó) a la clase de Hol- 
der C 1 ') (esta afirmación se deduce directamente de la relación 
o) (ó, /) = O (8) demostrada más arriba). 

observación. Sea / (z) 6 C° la, 61. La cota superior exacta de una 
fracción 1 sobre el conjunto de todos los x' y x ", que per¬ 

tenecen al segmento [a, ó) y que no son iguales ontre sí, la llaman 
constante de HSIder (o coeficiente de HSlder) de la función / (x) (sobre 
el segmento la, ¿I). La suma de la constante de HSlder de 1a función 
/ ( x) sobre el segmento la, 61 con la cota superior exacta | / (z) I en 
dicho segmento se denomina norma de HSlder de la función / (z) 
en el segmento la, bl y se denota con el símbolo || / llcajo, jj- 

ejemplo. Una función / (.r) = |/ z pertenece sobre el segmento 
[0, 1] a la clase C •/*, puesto que para cualesquiera z' y z' de 
[0, 1] entrelazados por la condición x* >z* se cumplo una desi¬ 
gualdad |/(z')-/'(*")l= 

caso la constante de HS lder , que es cota superior exacta en |0, 1] 
de la fracción 'VI? ~ , es igual a la unidad, y la norma de 


de la fracción —/=—, es igual a la unidad, y la norma de 
yp+VP 

HSlder es igual a dos). 

2. Expresión para una suma parcial de la serie trigonométrica de 
Fuurior. Sea / (z) una función arbitraria, continuo a trozos sobre el 
segmento I—n, ni. Hagamos prolongar esta función periódicamente 
(con el período 2n) a toda la recta infinita*). Denotemos con S „ (x, /) 
la suma parcial de la serie trigonométrica de Fourier do la función 
/ (z) en un punto z que es igual a 


S n (z, /) = -?r + 2 (°* cos kx + b ’> sen ,ÍX )- 


(10.50) 


*) Una clase de Hóldor C* correspondiente al valor « = 1 se denomina 
a menudo clase de Llpschlts. 

«) Según el convenio aceptado aún en el § i. una función continua a tro¬ 
zos / { x ) debe tener en cada punto x un valor igual a la semisuma do los valores 
límites derecho e izquierdo. Para que osla propiedad subsista también para la 
función f ( x ) prolongada periódicamente (con el período 2 .a) a toda la recta 
infinita, hemos de exigir que para la función prolongada tenga lugar una rela¬ 
ción / (a) = f (— a) =5 [/ (— a + 0) + / (a — 0)1. De otras palabras, 

llamemos la función / (x), definida en la recta infinita, prolongación periódica 
de la función / (x), continua a trozos sobre el segmento [— a. al, si ambas fun¬ 
ciones citadas coinciden en el intervalo — a < x < a y si la función / (x), 
definida en la recta infinita, satisface la condición do periodicidad f (x 4- 2a) = 

= / ( x), y la condición /<«) = /( — a) = g f/ (— a -j- 0 ) + / (n — 0 ). 
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Introduciendo en el segundo miembro de (10.50) los valores de los 
coeficientes de Fourier *) 


Jl 

°o '■= ~ $ / (.V) dy. 



6(, = -~- J f (y) sen ky dy 


(*-l, 2, ...) 


y tomando en consideración las propiedades de la integral, llegamos 
a que para cualquier punto x de la recta infinita tenemos 

n n 

'?>>(*. /) = -ij- J f (y) 2 (eos ky eos kx -i-sen ky sen kx) 1 dy = 

-» *-i J 

** n 

= ~n~ 5 l(y) [4-+ 2 eos k(y —x)l dy. 

-» “ ft-1 


Al realizar en la ííltima integral el cambio de variable y = t + x, 
obtenemos la siguiente expresión 

Ji-x n 

s »(*. /) = — $ /<* + *) [t + S coswlrff. (10.51) 

-«-» " A-=l 


Notemos ahora que por cuanto cada una de las funciones f(x-\-t 
y 2 cosAíl es función periódica de la variable t de perío- 

ft—i J 

do 2n, toda_ la función subintegral en (10.51) (designémosla breve¬ 
mente con F (f)) es función periódica de t de periodo 2n. Señalemos, 
además, que la integración en (10.51) se realiza por el segmento 
— x, n — xl cuya longitud es igual a 2n. es decir, igual al pe¬ 
ríodo de la función subintegral. Hagamos uso de la siguiente afir¬ 
mación elemental: sí F (í) es una función periódica de período 2n, in¬ 
tegrable por cualquier segmento finito, todas las integrales de esta 
Función por cualquiera de los segmentos cuya longitud es igual a 2n, 


*) Véanso las fórmulas (10.23). 
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A! sustituir (10.54) en (10.53), obtendremos en definitiva la siguien¬ 
te expresión para la suma parcial de la serie trigonométrica de Fou- 
rier: 

I sen (a + 4-) < 

S n (x, í) = ±. \ f(x+t) -i- f-L—dt, (10.55) 

* 2 sen -L 

que es válida en cualquier punto x de la recta infinita. 

Observación. De la fórmula (10.55) y de lo que todas las sumas 
parciales S„ (x, 1) de la función f (x) b 1 son iguales a la unidad *) 
se deduce la siguiente igualdad: 


l -*S 


(" + t) 


■dt. 


2 sen 


(10.56) 


3. Módulo integral de continuidad de una función. Sea / (x) una 
función integrable (en el sentido de la propia integral de Riemann) 
sobre el segmento [—ji. ni. Hagamos prolongar esta función periódi¬ 
camente (con el período de 2st) a toda la recta infinita. 

Definición. Para cualquier ó del semisegmento 0 < ó ^ 2n. lla¬ 
memos módulo integral de continuidad de la función j (x) sobre el seg¬ 
mento l—n, ni la cota superior exacta de una integral 


n 

S l /(«-+“)-/<*)!<11 

-n 


en el conjunto de todos los números y que satisfacen la condición | u \ 

^ ó. 

Denotemos con el símbolo I (ó, /) el módulo integral do conti¬ 
nuidad de la función / (x) sobre el segmento l—n, n). 

Así pues, por definición, 

.1 

/(ó,/)= sup [ \f(t + u)-f(t)\dt. 

1 “ 1 «« *3 

Es válida la siguiente afirmación. 

Lema Z. Si una función f (x) es continua a trozos sobre el segmento 
[— n, n] y está periódicamente (con el período 2n) prolongada a toda 
la recta infinita, el módulo integral de continuidad de esta función sobre 
dicho segmento I (ó. /) tiende a cero cuando ó —0. 

demostración. Fijamos un e > 0 arbitrario. De acuerdo con el 
teorema 10.10 (sobre el carácter cerrado de un sistema trigonométri¬ 
co), existe pora la función / (x) un polinomio trigonométrico T (x) 

,. ') Pues la magnitud (10.55) para la función /(i)n 1 k igual a ¡a suma 
10.50), en lo quo a Q =2, ag — óg = 0, cuando k =1,2, ... 
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do tal índole que 

_ 

II/ —2'11 = V 1 \f(t)-T(t)\*dl<.mV-in, 

— .1 

y, por eso, en virtud de Ja desigualdad de Cauchy—Buniakovski l ): 

n r~ñ » 

í |/(t)-r(t)|df<|/ $ 1/(0 — ¡r(t)P<« ^ dt<e/ 3. (10.57) 

- JX “ 51 “•* 

De la desigualdad (10.57) y de lo que / (t) y T (l) son funciones pe¬ 
riódicas de período 2n, concluimos que para todo número u 
n 

$ |/(t + u) — r(t + i*)|í¡t<e/?.. (10.58) 

-.1 

Por cuanto el módulo de una suma de tres magnitudes no sobrepasa 
la suma do módulos de estas magnitudes, para cualquier número u 
se cumple la desigualdad 

l/(f + “)-/(*)|dt< ] \f(t+u)-T(t+u)\dt + 

-ít 

71 ? 

+ $ + |T (t + it) — T (t)\dt + \ \r(t)-f(t)]dt. (10.59) 

-n _n 

Resta por notar que debido a la continuidad del polinomio trigono¬ 
métrico y al teorema de Cantor (véase teorema 1.2, v. II), para e > 0 
fijo so encontrará un 8 > 0 tal que con | u ! < 6 
| T (t -I- u) — T (t) | < e/tín. 
cualquiera que sea t de l— n, ni. por lo cual 

n 

$ |r(í + n)-r(t)|dísSe/3. (10-60) 

—n 

Cotejando la desigualdad (10.59) con las (10.57), (10.58) y (10.60), 
Rogamos a que 

n 

\ \f(t + u)-f(t)\dt <e (10.61) 

-.1 

para todos los u, para los cuales | u | ^ 8. El lema está demostrado. 


) Véase la desigualdad (1.33). 
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OBSERVACION'AL LEMA 2. Es fácil ver que el módulo integral de continuidad 
l (6, /) tiende a cero, cuando 6—0, no sólo para cualquier ¡unción continua a tro¬ 
zos f (x), sino también para toda ¡unción / (x) integrable (en el propio sentido de 
fílemann ) sobre el segmento | —A, ni. Para demostrar «ato, fijemos un e > (I arbi¬ 
trario y notemos que, en virtud de la intcgrabilidud de / (t) sobre un segmento 
—Jt < t ^ ít, existe tal 6„ > 0 que, para cualquier partición del segmento 
1—n, ni en segmentos parciales de lougitml inferior a ó 0 , la diferencia entro las 
sumas superior e inferior de la función / (1) sea menos de »/•'«. Fijamos uno parti¬ 
ción T del segmento I—n, ni en segmentos parciales de una misma longitud ó < 
< 6„. Do lo que f (t) es una función periódica se iloiluco que para todo | u | < 8 
y para la partición fijada T del segmento —n < í < n la diferencia entre las 
sumas superior o inferior do la función f (t + u) (siendo 6 suficientemente po- 
queüo) por lo muño» uo sobrepasará e/2. Mas, de aquí provieno que liara la par¬ 
tición fija T la diferoucia entro las sumas superior e inferior de la función 

1/ (í + «) — / (/)! sera menos ile — = — e, cualquiera que sea | u ] < 6. 
Para la partición fija T. denotemos las sumas superior e inferior de la función 
[¡ (l + u) — / (01 con S y «, respectivamente, y las sumas superior o inferior 
do la función | / (t -(- u) — ¡ (t) |, con .v" y ¿. respectivamente. En el § 5 del 
cap. i, v. 11 so ha establecido que, cualquiera que sea la partición, las sumas 
superior e inferior S y s de la propia función y las sumas superior e inferior 8' y 
s del módulo do la función citada están entrelazadas mediante una relación 
S — 7«, S — s. De esto modo, para la partición fija T se cumplo la desigual¬ 
dad y — * < 3k/4. Mas. esto es un testimonio do que para la partición fija T 
la diformicia entre cualquier suma integral ilc la función 1 / (í + u) — / ( 1 ) 1 
.1 

y la inlogral^ I / (f + u) — / (t) | di es menos del número 3e/4. Si en esta su- 

-.*t 

ma integral olegimoa todos los puntos interiores |» ou ol centro de los correspon¬ 
dientes segmentos parciales de longitud 6 y exigimos que el número u satisfaga 
la desigualdad | u| < 6/2, ambos puntos J» ytj+a pertenecerán al 4-ésimo 
segmento parcial, y. por eso, la diferencia | / (Ja + u) — / (Ja)I no sobrepasará 
la oscilación M k — m» de la función / (/) sobre el *-ésimo segmento parcial ’>. 
Más en este caso, toda la suma integral mencionada no excederá la suma 

(M„-m h ) Al», igual a la diferencia entre las sumas superior e inferior do 
la función / (/) para la partición T, es decir, no sobrepasará el número e/á. De 

aquí proviene que, para | u | C 6/2, la integral ^ | / (l + u) — / (t) 1 di no es 

- JT 

mayor que el número e, y esto demuestra precisamente que / (6, /) tiende a cero 
cuando 6—0. 

He aquí lina serie de corolarios que el loma 2 nos presta para la 
exposición ulterior. 

Corolario J. Si f (x) es una función continua a trozos sobre el seg¬ 
mento I—n, ni y está periódicamente (con el período de 2n) prolongada 
a toda la recta infinita , y si x es cualquier punto fijo del segmento 
\— n, ni, se encontrará, para cualquier e > 0, un ó > 0 tal que se 


*) Con M k y m» denotamos las cotas exactas superior e inferior de la fun¬ 
ción / (1) sobre el 4-ósimo segmento parcial. 
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cumpla una desigualdad 

Zl 

J |/(x+tT-u)-/(x+í)lrf<<e 


(10.62) 


para | it | < 6. 

demostración. Al cambiar la variable t = i + ! en la integral 
que figura en el primer miembro de ( 10 . 62 ): 

* n+* 

$ |/(x-M+ «) — /(* + t)\dt = $ |/(t + ií)-/(t)|í¿t 

-n -*+* 

y al constatar que (en virtud de la igualdad (10.52)), 

Ji + ar .•» 

$ 1/ (t-r u) — ¡ (t) | dx = $ |/(x + u) —/(t)|;¿t, 

-ix+a: -J» 

nos convencemos de <|iio la desigualdad (10.62) es un corolario de 
(10.61). 

Corolario 2. Si cada una de las ¡unciones f (t) y g (l) es continua a 
Irosos sobre el segmento I —. 1 , ni y está periódicamente (con el periodo 
de 2n) prolongada a toda la recta infinita, la función 

n 

/(*>= S n*+t)gwdt 

-ji 

será función continua de x sobre el segmento —n ^ x ^ n. 

demostración Sea x mi punió cualquiera del segmento 1—n, ni. 
Entonces, 

n 

I(x + U)-I(x)~ $ [/(* + ( + »)-/(*+«)C* (t)dt, 

— n 

y, puesto que la función g ( l ), continua a trozos sobre el segmento 
í—n, ni satisface en este segmento la condición acotada | g (í) I =SL 
A í, tenemos 

n 

|/(*+u)-/(*)|<Af J |/(x+< + t t )-/(x+i)| di, 

—n 

por lo cual (en virtud de (10.62)) para todo e > 0 

| / (x + u) — / (x) | < e cuando | u | < 6 (e). 

La continuidad de I (x) en el punto x queda demostrada. 

Corolario 3. Si cada una de las funciones f (l) y g ( L ) es continua a 
trozos sobre el segmento l—n, ni y está periódicamente ( con el periodo 



3. r )2 


Cap. 10. Series o integral de Fourier 


de 2n) prolongada a toda la recta infinita , los coeficientes trigonomé¬ 
tricos de fourier de la función F (x. t) = f (x + t) g (í), al desarrollar 
la última según la variable t, 

a n (x)=-~- ^ / (x + f) g(t) eos nt dt, (10.63) 

-.1 

n 

*»(*) =-5- 5 f (x+t) g(t) sen ntdt (10.64) 

—rt 

convergen hacia cero (para n —> co) uniformemente con relación a x 
en el segmento (—n, n] (y, por lo tanto , también en toda la recta infi¬ 
nita). 

demostración. Para cualquier punto fijo x del segmento 1—jt, ni, 
la función F (x, 1) = / (x + t) g (t) es función continua a trozos del 
argumento £ sobre el segmento I—Jt. st) y. por tanto, para esta fun¬ 
ción se verifica la igualdad de Parseval *) 

00 n 

+ S [ni (x) + bl (x)| = -¡r \ f* <* + *> g* (0 dt. (10.65) 

A-l -n 

De la igualdad (10.65) proviene la convergencia de la serie en el pri¬ 
mer miembro de ella en cada punto fijo x del segmento I—jx, ni. Ya 
que la serie citada se compone de términos no negativos, resulta, en 
virtud del teorema de Dini *), que para demostrar la convergencia 
uniforme en el segmento I—n, ni de dicha serie, basta probar que 
tanto cada función a n (x) y 6„ (x), como también la suma de la so- 

n 

ríe (10.65) -i J /* (x l) g a (í) di son todas funciones continuas 

de x sobre el segmento 1— n, ni, mas esto so deduce en seguida del 
corolario antecedente (basta tomar en consideración que el cuadrado 
de una función continua a trozos es función continua a trozos y que 
eos nt y sen nt son funciones continuas para cada número n fijo). 

CoYolario 4. Si cada una de las funciones f (t) y g (t) es continua a 
trozos sobre el segmento I—n, ni y está periódicamente (con el período 
de 2n) prolongada a toda la recta infinita, una sucesión 

ít 

<*)—£- $ /(*+*>*(*)■“ («+t) tdt < 10 66 > 

-íl 


converge hacia cero uniformemente con relación a x sobre el segmento 
l—n, ni (y, por tanto , en toda la recta infinita). 

l ) Véase corolario 1 del p. 3, § 3 de este capitulo. 

! ) Véase teorema 1.5 (formulación en términos de las series). 
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demostración Basta tomar en consideración que 

sen (« + 4 -) t - eos irt-.soii -E- + son ni-eos , 

y aplicar el corolario antecedente, tomando en (10.63) en lugar 
de g (í) una función g(i)-sen-|-, y en (10.64), en lugar de g(t) 
una función g(f)-cos- 4 -, 

4. Principio de localización. En este punto demostraremos que 
la cuestión de si es convergente o divergente la serle trigonométrica 
do Fourier de una función / ( x ), continua a trozos sobre el segmento 
I—n, n] y periódica (de periodo 2 si), en uii punto dado x„ se resuelve 
sólo a base de comportamiento de la función f (x) en un entorno del 
punto x„ tan pequeño como se quiera. Esta propiedad notable de la sorio 
trigonométrica de Fourier suele llamarse principio de localización. 
Empecemos por demostrar un lema importante, 
te» 3 (de Itiemann). Si una función f (x) es continua a trozos 
sobre el segmento I—n, ni y está periódicamente (con el periodo de 2n) 
prolongada a toda la recta infinita y si dicha función se anula en cierto 
segmento |a, ó] pura cualquier número positivo 6, Inferior a , 

la serie trigonométrica de fourier de la función f (x) es uniformemente 
convergente sobre el segmento [a Ó, b — ó) hacia cero. 

demostración Sea Ó un número positivo arbitrario inferior 
« — 5 — • Ea suma parcial de la serio trigonométrica de Fourier de 

la función / (i) en un punto arbitrario a: de la recta infinita so defino 
mediante la igualdad (10.55). Suponiendo 

f - 1 -—¡~ para 

?(<)-< asen-j- ( 10 . 67 ) 

l 0 para 

y teniendo presente que f (x + l) es igual a cero a condición de que x 
pertenece al segmento la + ó, b — 61, y t pertenece al segmento 
I t | ^ fi 2 ), podemos reescribir la igualdad (10.55) para cada punto 
x. del segmento la -4-6, b — ól do una manera siguiente: 

.n 

■M*. f) -4" $ /<*+«*(*>»<« (n-h±)ldl. 


1 ) El segmento (<x. ¿*| os sumamente arbitrario. En particular, puede ocurrir 
que este segmento no se contenga íntegramente *n I —ji. n). 

2 ) lín virtud do que Ja función f (r) es nula on todo el segmento (o, b). 
23-5G9 
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Xos queda lomar en consideración que la sucesión en el segundo 
miembro de la última igualdad converge, en virtud del corolario 4 
del p. 3, hacia cero uniformemente con relación a x en toda la recta 
infinita. El lema está demostrado. 

Los siguientes dos teoremas constituyen corolarios inmediatos 
del lema demostrado. 

Teorema 10.13. Supongamos que una función / ( x) es continua 
a trozos sobre el segmento I—. 1 , n] y está /leriódicamenle prolongada 
(con el periodo de 2n) a toda la recia infinita, y sea la, 6] un segmento. 
Para que la serie trigonométrica de l'ourier de la junción f (x) converja 
(hacia esta función) uniformemente sobre un segmento [a + ó, b — Al 

con cualquier Ó positivo inferior a — ~ a , es suficiente que exista 

una función g (x), continua a trozos en el segmento I—jt, nj y periódica 
(de períoiio 2n), que posea una serie trigonométrica de Fourier unifor¬ 
memente convergente sobre el segmento |«, ó) y que sea coinctdente con 
la junción f (x) sobre el segmento fa, 6], 

demostración Aplicando el lema 3 a la diferencia [/ (x) — 
-- g (z)), llegamos a qno la serie trigonométrica de Fourier de la 
diferencia 1/ (i) — g (z)1 converge, con cualquier Ó del intervalo 

0 < 6 < ~" , hacia coro uniformemente en el segmento la + ó, 

b — ó) de aquí y do la convergencia uniforme en el segmento lo, ó] 
do la serio trigonométrica de Fourier de la función g(x) se deduce 
la convergencia uniforme en el segmento la -j ó, í> — ó] do In serie 
trigonométrica de Fourier de la función / (x). F.I hecho do que la 
última serie converge en el segmento [a -|- ó. 6 — 61 precisamente 
hacia la función f (x) se deduce inmediatamente del corolario 5 del 
p. 3, § 3 do oslo capítulo. El teorema está demostrado. 

Teorema 10.14. Supongamos que una función f (x) es continua 
a trozos sobre el segmento I—n. re] y está periódicamente (con el periodo 
de 2n) prolongada a toda la recta infinita, y sea ,r n un punto de la recta, 
infinita. Para que la serle trigonométrica de Fourier de la función 
f (x) converja en el punto x 0 , es suficiente que exista una función g ( x), 
continua a trozos en el segmento l—n, ni y periódica (de periodo 2n), 
que posea una serie trigonométrica de Fourier uniformemente conver¬ 
gente en el punto x 0 y que sea coincidente con f ( x) en un S-en torno del 
punto x 0 tan pequeño como se quiera. 

demostración. Basta aplicar el lema 3 a la diferencia \f (x) — 

—g (z)l en el segmento £z 0 -. z 0 ■+■ *] y tener en cuenta que 

de la convergencia en el punto z 0 de las series trigonométricas de las 
funciones 1/ (z) — g (i)| yg (x) se deduce que en esto punto converge 
también la serie trigonométrica de Fourier de la función / (z). El 
teorema está demostrado. 
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El Inórenla 10.14 no establece un tipo particular de Jas condi¬ 
ciones que aseguren la convergencia de la serie trigonométrica de 
Fourier de la función / (*•) on el punto x t . Sólo demuestra que estas 
condiciones se determinan únicamente por el comportamiento do 
/ ( x) en un entorno del punto x 0 tan pequeño como so quiera (es decir, 
tienen carácter local). 

5. Convergencia uniforme de una serie trígono métrica de Fourier 
liara las funciones de la clase de Holder. En este punto y en los si¬ 
guientes preocupémonos do la precisión de las condiciones que ase¬ 
guran la convergencia uniforme y convergencia en un punto dado 
de una serie trigonométrica de Fourier. 

Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.10. Si una función f (x) pertenece sobre el segmento 
I—ji, Jil a la clase de Holder 0 a con cualquier exponente a (0 <; a. ) 
positivo, y si, además, f (— jt) = / (ji), la serie trigonométrica de Fourier 
de la función f (x) converge (hacia esta función) uniformemente en el 
segmento [— n, ji]. 

demostración Convengamos en considerar, como antes, que 
la función / (x) está periódicamente (con el periodo de 2:x) prolon¬ 
gada o toda la recta infinita. La condición / (—jt) / (jt) asegura 
la pertenencia de la función prolongada del modo citado a la clase 
de ITóldcr C a en toda la recta infinita. 

Sea x un punto cualquiera del segmento I—n, al. Multiplicando 
ambos miembros de la igualdad (10.56) por / (.c) y sustrayendo la 
igualdad que se obtiene de (10.55), obtenemos una igualdad 

i í aMI (•+■$■) 1 

ó'„(z, /)-/(*>=“-£- \ l/(*H-«)-/(>)]-i- y 1 — di. (10.(58) 

2 een -i 


De la condición de que / ( x) pertenece a la clase de Holder C“ so 
deduce la existencia de una constanto AI tal que 

| / (x + t) - f (r) | < AfW* (10.6(1) 

en todo caso para cualesquiera x y todos los t del segmento I— jt, ji]. 
Fijamos un e > 0 arbitrario, y a base de ésto, un 6 > 0 que satis¬ 
faga la desigualdad 

£.#■<■*. ( 10 . 70 ) 

.41 dividir el segmento (—n, ni en la suma del segmento | t \ ^ ó 
y el conjunto 6 <(|í|<;ji, atribuyamos a la igualdad (10.68) 
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la forma 


son (" + 4-) ' 

«»(*I />-/<*>—jr i |/<x + t)-/(x)|-i- =-!—dl + 


MK* 


2 sen — 


-h-I $ /(x-H) *"^ t ,/< /<x> 


ht£¡l lija 


2 son y 


M. S 


**|l |<n 


2 sen — 


(10.71) 

Para oslimar la primera ele las integrales un el segundo miembro de 
(10.71), aprovechamos la desigualdad (10.69f, teniendo presente que 

—¡— 1 < 9 ”., para todos los t del segmento | —re, re | '). 

2 Ht| 1 

Llegamos a que para todo número n y cualquier x del segmento 

(—re, re] 


. sen (n| -i-)/ 

l/(*+0-/(*)l- 1 —~ 

I < i«¿a 2 sen -jt 


dt 


!/(* + <) — /<*) I J -r 

MI** 2| 


("+ 4 ) 


•dl< 


<"2. J |í|—‘di-Af» $ /“-'d»=,.¿í'L.6\ 

. O 

lo I 1 IÍITU 

(-+T) 


I lll«s« 

De aquí, en virtud de (10.70), para lodo número n y lodo x riel seg¬ 
mento I—re, reí 


4- \ l/(*+0-/(*)l 


■dt 


ii«SA 


2 son y 


(10.72) 


La segunda de las integrales en el miembro derecho de (10.71) so 
escribo, con ayuda do la función (10.67) continua a trozos sobro el 


’) La desigualdad citada se deduce imnislialsincnto do ln que la Iunción 

x ' decrecí, al variar x do 0 a re/2, desde 1 hasta 2‘re. El hecho de que la función 

son x , . . . , / sen x v* eos x , . ^ 

—— decrece so doduco, a su ver. de Jo que I — 1 - - (r — tg x) <_ 0. 

siempre cuando 0 < x <c n! 2 , pues z < tgí para n < x < n /2 (véase p. 0 , 
5 5, cap. 4. v. í). 
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segmento I—a, n], en la forma 


7T S /( * +í) ' 


("+*) 


2 snn — 


~ J K*+ *)*(*) son (n + j) L 


En virtud del corolario 4 del p. 3, el segundo miembro de la última 
igualdad converge hacia cero (para n-*■ o o) uniformemente con rela¬ 
ción a x en el segmento 1—n, ni. Por eso, para e > 0 fijo existe un 
número A’, tal que 


T \ /<* + «■ 


(•+« 


2scn-j 


■ rft <Í 


(10.73) 


para todos n ¡V, y cualesquiera x del segmento I— n, je]. 

Para estimar la última integral en el segundo miembro de (10.71) 
señalemos que con ayuda do la función continua n trozos (10.(57) 
esta integral se escribe en la forma 


^ s 


("+*)• 


»«l I M 


.1 

'‘ l -~ \ «(Osen (n + ^)ldt. 


La integral en el segundo miembro de la última igualdad converge 
hacia cero (para n -- oo) debido al mismo corolario 4 del p. 3 (basta 
aplicar ol corolario citado a la función / (x) — 1). Teniendo pre¬ 
sente, además, que la’Tuncióu / (x) esté acotada en todo caso sobro 
el segmento |—n, jc], llegamos a que para un e > 0 fijo arbitrario 
existe un número N t tal que 




■ (■+*)' 


■* <* 


(10.71) 


para lodos « > N., y cualesquiera x del segmento I—n, ni. 

Ai denotar cou A ; el mayor de dos números A’, y AL, tendremos, 
en virtud do (10.71)—(10.74), que para un e > 0 fijo arbitrario 
existe un número N tai que 

I S„ (x, /) - ¡ (x) | < « 


para lodos n N y cualesquiera r del segmento I —n, ni. El leo- 
ronta está demostrado. 

observación i Es evidente que en las condiciones del teore¬ 
ma 10.15 la serie trigonométrica de Fourier converge uniformemente 



358 


Cap. 10. Serie» e integral de Kourior 


lio sólo on el segmento l—n, ni, sino también uniformemente en toda 
la recta infinita (hacia una función que es prolongación periódica 
(con el período de 2 jt) de / (g) a toda la recta infinita). 

oliscav *acion i. Notemos que al estimar las integrales (10.73) 
y (10.74), se ha aprovechado sólo la continuidad a trozos (y el carácter 
acotado que desprende do la continuidad) de la función / (x) sobre 
el segmento I—n, n] (no se usaba, al estimar dichas integrales, que 
f (x) pertenece a la clase de Hólder). 

OBSERVACION 3. Surge, naturalmente, una pregunta de si podemos debilitar 
en (d teorema 10.15 la exigencia de suavidad de la [unción / <ar), conservando 
intacta la afirmación de oslo teorema sobre la ennvergoacia uniformo on el seg¬ 
mento |—j», ni do la serie trigonoméli ica de Fourtor de la función / (r). 

ltacordemos que la pertenoncia do / (r) sobre el segmento 1—n, n| n la clase 
do llolder C® signilica, |H>r definición, que el módulo de continuidad do f ( r) en 
dicho segmento es de orden 

<■> (6. /) - O (ó a ). 

Ociaos a conocer sin demostración el así llamado nortina de Ihnl — lApsehtts, 
el cual afirma que ¡tara la convergencia uniforme en el segmento 1—a. a! de la se¬ 
rie trlgonomilrtca de Founcr de ¡a junción f ( r). es necesario que esta /unción satisfa¬ 
ga la condición / (—a) = / (n) ¡i que su módulo de continuidad sobre |—a, a| tea 
de orden 



os decir, représenlo, para ó — 0 . una infinitésima de orden más elevado que 

_t_ 

lu i/6‘ 

El teorema de Diní—I.ipscliitz contiene una condición definitiva (en térmi¬ 
nos del módulo de continuidad de uno función) de convergencia uniforme do la 
sorle trigonométrica de Fourier, pues so puede construir una función / (.r) quo 
satisfaga la condición / (—a) =» f (a) con un módulo do continuidad que tonga 

sobro el segmento 1 —a. al el orden OÍ .—1—- \ . y con la serie trigonométrica de 

\ In i/o / 

Fourier quo sea divergente sobre un conjunto do puntos siempre denso on ni 
Segmento 1—a. al *). 

En las condiciones del teorema 10.10, la función / (x), siendo 
prolongada periódicamente (con el período de 2a), resultaba ser 
perteneciente a la clase de Holder C a en toda la recta infinita. Natural¬ 
mente, surge una cuestión de comportamiento de la serle trigono¬ 
métrica de Fourier de la función / (g) la que pertenece a la clase de 
Hólder sólo en cierto segmento [a, 61, satisfaciendo sólo la exigencia 
corriente de continuidad a trozos en todo punto fuera del segmento 
mencionado. 

La respuesta a esta pregunta la ofrece el siguiente teorema. 


'} ba demostración del teorema de Dim—hipscliilz y construcción del ejem¬ 
plo recién mencionado se pueden encontrar en el libro «Trigonometric Series* 
de A. Zygmnnd, v. I, Cambridge. 1959. 
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Teorema 10.16. Sea f (x) una función continua a trozos sobre el 
segmento I—n, Jxl que está periódicamente (con el período de 2 ji) pro¬ 
longada a toda la recta infinita. Supongamos, además, que en cierto 
segmento la, 6 ) de longitud inferior a 2 jt, dicha función pertenece a la 
clase de Hólder C a con el exponente positivo a. (0 < a 1). Entonces, 
para cualquier 6 del intervalo 0 < 6 <C b ~ "■ la serie trigonométrica 
de ¡ourier de la función f ( x) es uniformemente convergente (hacia 
f (x)) sobre el segmento (a + 6 , b — 6 ). 

demostración Construyamos la gráfica de una función g (x) 
que coincido con / (x) sobre el segmento la, í>], y en el [ b , a + 2 ji] 



es una función lineal del tipo Ax + 11, que se couvicrlo un / (b), 
cuando x = b, y en / (a), cuando i = a + 2 a ') y que está periódi¬ 
camente (con el período de 2 n) prolongada dol segmento [a, a 2 ji] 
¡i toda la recta infinita (en la fig. 10.1 la línea gruesa expone la grá¬ 
fica de la función / (x), y la rayada, la gráfica de g (x) construida 
a base de f (x)). 

Evidentemente, la función construida g(x) satisface la condición 
g ( —n) = g (ji) y pertenece a la clase de Hólder C“ (con el mismo 
exponento positivo a que tiene / (x)) en toda la recta infinita *). 
En virtud del teorema 10.15 y do la observación 1, la serie trigono¬ 
métrica de Fourier de la función g (x) converge uniformemente en 
toda la recta infinita, por lo cual, en vista del teorema 10.13, la 
serio trigonométrica de Fourier de la función f (x) converge (hacia 
esta función) uniformemente sobre el segmento la + 6 , 6 — 6 J. 

cualquiera que sea ó del intervalo 0 < 6 < b ~ a . El teorema está 
demostrado. 


1 » La condición do conversión Je Ja función As H- tí en / (ó;, para x = b , 
\ cu / (o), para / » « + 2n defino unívocamente Insconstantes -1 y B : .*1 — 
í(a) - f(b) (a -j- 2n) j ( b ) - bf (o) 

a-i-2n — b * a-\- 2 n — b 

2 ) Basta tener presente que g (*) es siempre continua y que una función 
lineal tiene dorivatl»i acotada, por lo cual pertenece a Ja dase <1 o Hólder (7 1 , 
cualquiera que son rt<l 1. 
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ousübvai.ion i. La afirmación (le! teorema 10.10 queda válid 
también para el segmento fa, 61 cuya longitud es igual a 2 jx (e 
decir, para un caso de que 6 = a -+- 2n), mas, al demostrar en esto 
caso el teorema, se debe tomar, fijando 6 arbitrario del intervale 
0 < 6 < Jti una función g (x) que coincida con / (x) en un segmento 

[ a + y, a -K 2 n-, sea lineal en el segmento |"a-f- -n — 5 

a + 2 n -|- -|-J y esté periódicamente (con el período de 2 ji) pro 

tongada del segmento r<i-f 4 -. a + 2 n + -11 a toda la recia in¬ 
finita. En cambio, si el segmento la, 6 ] tiene longitud superioi 
a 2 ji, de la pertenencia de / (x) a la clase de Unidor C“ en tal seg¬ 
mento y de la condición de periodicidad de / (x) (con el poríodc 
de 2 ji) se deduce quo / ( x ) pertenece a Ja clase C a en toda la recta 
infinita, es decir, en esto caso llegamos al teorema 10.15. 

<>. Sobre la convergencia de la serie trigonométrica de Fouricr 
de una función Uiilderiana a trozos. 

Definición I. Llamemos una función / (x) holderiana a trozos sobre 
un segmento la, 61, si esta función es continua a trozos en la, 61. 
V segmento (a. 61 se divide, mediante un número finito ile jmntos 
ji = .tj < r, < r, < . . . < x n — 6 , en segmentos parciales 
r k I (6 — 1 . 2 . . . ., »), en coda uno de los cuales dicha función 
pertenece a la clase de Htjlder c'** con cierto expoliante positivo a* 
(0 < a k íg: 1 ), con la particularidad de que, al definir la clase de HOlder 
sobre un segmento parcial lx,,_ ,, x*|, a titulo de valores de la función 
en los extremos del segmento han de tomarse los valores límites f (x„ , !- 
+ 0 ) y f(x„ - 0 )'). 

Dicho de otro modo, el dominio de definición do toda función 
bdlderiana a trozos se descompone en un número finito de segmentos, 
privados de puntos interiores comunes, en cada uno de los cuales la 
función 011 consideración pertenece a la clase de IIeider con cierto 
exponento positivo. 

Cada uno de estos segmentos se denominará sección de suavidad 
de la función. 

Definición 2. Llamemos una función f (x) suave a trozos sobre el 
segmento [a, 61, si esta función es continua a trozos en la, 61 y tiene 
en el mismo segmento derivada continua a trozos -), es decir, si la fun¬ 
ción f (x) es continua a trozos sobre el segmento [a, 6 ] y su derivada 
f (x ) existe es continua en todo punto del segmento citado, a excepción , 


f) L<is valores lie una función holderiana a trozos (al igual quo do cualquier 
función continua a trozos) deben ser iguales en cada punto s h a la semisuma 
ríe los valores límites derecho o izquierdo on el punto citado, es decir, lia de 
verificarse la igualdad / (r*> - 1/2 1/ (i # - (I) + / (*„ 0). 

a ) Véase difmición 1 del p. 2, f 4 de est 


este cnpi 


1X7 
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quizás, de un número finito de puntos, en cada uno de los cuales la 
función f ( x ) tiene valores límites finitos derecho e izquierdo. 

Está claro que toda función suave a trozos sobre ol segmento 
la, ó] es holdcriaria a trozos sobre este segmento. 

Tiene lugar el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.17. Supongamos que una ¡unción f (x), h'ólderiana a 
trozos sobre un segmento 1 —n, Ji], está periódicamente ( con el período 
de 2n) prolongada a todu la recta numérica. Entonces, la serte trigo¬ 
nométrica de Pourier de la función f ( x ) converge en cada punto x de 
la recta infinita al valor de f (x) = 1/2 1/ (x — 0) + / (x •+• 0)1, con 
la particularidad de que la convergencia de esta índole es uniforme en 
cada segmento fijo dispuesto en el interior de la sección de suavidad de la 
función f (x). 

demostración. La afirmación del teorema acerca de la conver¬ 
gencia uniforme sobre todo segmento fijo, dispuesto en el interior 
de la sección de suavidad, so deduce inmediatamente del teore¬ 
ma 10.IB, do donde se doduco también la convergencia do la serie 
trigonométrica do Fonrier de la función f (x) en cada punto interior 
de la sección de suavidad de la función / (*) '). Resta por demostrar 
la convergencia de la serie trigonométrica de. Pourier do la función 
/ ( x) en cada punto de empalme de dos secciones de suavidad. 

Fijemos uno de tales puntos y denotémoslo con x. Entonces, su 
encontrarán talos constantes M, y AI a que, para cualquier t positivo 
suficientemente pequeño, se verifique la desigualdad 

|/(*-fí)-/<* + 0|< .W,Í«. (0 < a, < 1), (10.75) 

y pura cualquier I negativo suficientemente pequeño se verifique la 
desigualdad 

l/(*+0-/(*-0)l< Wf I t !«■ (0 < « s < 1). (10.76) 

Denotemos con M el mayor de los numeras Al, y M a , y con a. 
el mayor de los números a, y a s . Entonces, cuando | t |<1, en 
el segundo miembro de cada una de las desigualdades (10.75) y 
(10.76) podemos escribir A/-| t |». 

Fijamos arbitrariamente un e > 0, y, a base de e, un ó > 0 
que satisface la desigualdad (10.70) y es tan pequeño que, para 
I i I < 6 , son válidas ambas desigualdades (10.75) y (10.76), de 
modo que podemos escribir el número M- \ t |“ en el segundo miem¬ 
bro de estas desigualdades. Al repetir los razonamientos aducidos 
en la demostración del teorema 10.15, llegaremos a la igualdad 
(10.71) y para demostrar el teorema, nos queda convencerse do que 
en el punto fijo x son válidas las estimaciones (10.72), (10.73) y 
(10.74). En la observación 2, p. 5 se ha notado que las estimaciones 
(10.73) y (10.74) son válidas para cualquier función que sea solamente 

l ) Pues cada punto interior do la sección de suavidad puede ser incluido en 
un segmento dispuesto en el interior de dicha sección. 
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continuo a trozos y periódica (de período 2n). Resta por demostrar la 
validez para todos los números n de la estimación (10.72). 

Teniendo presente que/ ( x) = 1/2 (/ (x — 0) 4- / (x + 0)1 y que ') 



podemos reescribir la integral en el primer miembro de (10.72) 
del modo siguiente: 



■i 


(/(*+<)—/<*)i 

C4 



dt = 


|/(i + í)-/(x + 0)l 



dt 4- 



(10.77) 


Rara estimar las integrales que figuran en el segundo miembro 
de (10.77), hagamos uso de las desigualdades (10.75) y (10.76), 
escribiendo en el segundo miembro de estas desigualdades el número 

¡11 | t |“. Al tomar en consideración la estimación —-— 

2 seo -j 


sen( n+g \ t 

*) En vista «lo quo una función q> (í) --— os par, es decir, para 

2 sen- 

cualquicr t satisface la condición q> (— t) =■ q> (t). Es fácil convencerse de que 
e o 

para ul función V if (d) dt =. ) 9 (í) dt (bosta realizar t =* — X ou una (lo 
il -6 

ostas integrales la sustitución), y, por oso, 

» 6 o 

í 9 (t) dt = | \ 9 (O dt «= i 9 (0 <11. 

Ü -ó 
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==£ YfiT (P ara I < I < «). ya empleada en la demostración del teo¬ 
rema 10.5, y la desigualdad (10.70), tendremos 


IT \ 1 /(■< + /) -/(*)!■ 


l ( n +4) 


■dt 


2sen — 


. M 

=T 


- fc o 

$ I a -'dt+ $ |<|«-'dt 

- 0 -A J 


. 6 “ 


La estimación (10.72) y, junto con ella, el teorema quedan demostra¬ 
dos. 

Corolario l. La afirmación del teorema 10.17 será con mayor razón 
Válida, si en su formulación se toma, en lugar de la función hñlderiana 
a trozos , una función suave a trozos (sobre el segmento [— ji, ni), periódi¬ 
camente (con el periodo de 2 ji) prolongada a toda la recta infinita. 

Para poder formular un corolario más, introduzcamos una noción 
nueva. Sea 0 < a ^ 1. 

Definición 3. Diremos que una función f (x) satisface en un punto 
dado x por la derecha (por la Izquierda) la condición de Hólder de orden 
a, si la función f (x) tiene en el punto x el valor limite derecho (izquier¬ 
do), y si existe tal constante Al que con todo t positivo (negativo), sufi¬ 
cientemente pequeño, se cumple la desigualdad 

|ftx rtt-jjx + U) | ^ | /(X+0-/0-0) | 

lis evidente que si la función ) (x) tiene en el punto dado r 
derivada a la derecha (n la izquierda) entendida como un límite 
/(a-j- 0 — /(*+0 > / ]¡ra /(*+ 0—/(«—0> \ 

n-o-n t ‘ 


lím 

/-i)+o 


o-o 


la función / (x) 


la 


ciencia cierta satisface en este punto x por la derecha (por 
izquierda) la condición de Hólder de cualquier orden I 

Corolario ~ (condición de convergencia de una serie trigonomé¬ 
trica de Fourier en un punto dado). Para que una serie trigonométrica 
de Fourier de la fundón f ( x ), continua a trozos y periódica (de periodo 
2 u) converja en un punto dado x de la recta infinita, es suficiente que 
La función f (i) satisfaga en el punto x por la derecha la condición de 
Hólder de algún orden positivo o,, y en el punto x por la izquierda, 
la condición de flólder de algún orden positivo a 2 (y, con mayor razón, 
es suficiente que la función f (x) tenga en el punto x las derivadas a la 
derecha y a la izquierda). 

DEMOSTRACION Basta señalar que de lo que la función / (x) sa¬ 
tisface en el punto x por la derecha (por la izquierda) la condición 
de Hólder de orden oí, (de orden a 2 ) se deduce la existencia de una 
constante tf, (constante M.,) tal que para todo í positivo (negativo). 
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suficientemente pequeño, quede válida la desigualdad (10.75) 
(desigualdad 10.76). Pero, la demostración expuesta dol teorema 10.17 
sólo aprovecha las desigualdades (10.75) y (10.76), y la continuidad 
a trozos y la periodicidad de / (z). 

KJRMPLo. Sin calcular los coeficientes de Fourier de la función 


f eos z para —<; 0 , 

/(z)=| 1/2 para z~ 0, 

( y x para 0 < xsj jt, 

podemos afirmar que la serie trigonométrica do Fourier de esta fun¬ 
ción converge en el punto x = 0 hacia el valor i/2, pues la función 
j (x) tiene en esto punto derivada a la izquierda y satisface en el 
mismo por la derecha la condición de Holdcr de orden a 2 -• 1/2. 

7. Suiunbilidad de las series trigonométricas de Fourier de una función con¬ 
tinua mediante los promedios. Ya se ha notado que la serie trigonométrica do 
Fourier do una función siompre continua y periódica (de poriodo 2 n) puedo ser 
divergente (véase el p. I). Demostremos que esta serie os, no obstante, siompre 
súmanlo (uniformemente en toda la recta infinita) por el método do Cesare (o me¬ 
diante los promedios)'). 

Teorema 10./S (teorema de Fejir *)). SI una función / (i) es continua 
sobre el segmento | —n, ni y satis/ ace la condición /(—a) — j (lt). el promedio de las 
sumas parciales de su serle trigonométrica de Fourier 


a ( . » + •?■<*•/> + ••• 

n 


converge (hacía esta /unción) unl/ormemenle en el segmento 1—a. n) (y en un cuso 
en que ¡a ¡unción de periodo 2 n está prolongada a toda la recia tn/ínlla, uniforme¬ 
mente en toda la recta in/inlta). 

DEMOSTRACION Do la igualdad (10.55) para S„ /) obtenemos 


Ontr 


. o—i- i 

na J 


l(*+t) 


Jt, 2 sen - 


[2 (* + -T ) '] di. (10.78) 


Para calcularla suma que en (10.78) figura entre corchetes, sumemos una iden¬ 
tidad 

2 seo - j- sen = cos kt —eos (k-fl) I 

respecto de lodos los A «* 0, i, . . n — 1. Obtendremos, como resultado, 
»-l 

2 son 2 (* + 4 ") *= 1— cos#i<=»2sen a -^-. 

A-0 


1 ) Véase Complemento 3 al cap. 4, v. II. 

2 ) ].. Fejér (1880—1959), matemático hÚDgaro. Demostró el teorema co 
1904. 
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Con nymla de la última igualdad. la expresión (10.78) se redore a la forma 


* ft l 
sen*-^- 


1 r 2 

a n (*, /) =-— \ / (* + t)-— di 

- n 3 sen» —• 


IV (10.7») se deduce inmediatamente que 


-V i * 

A 2 «a. i 


puw, ul primer miembro es ( 10 . 80 ) es igual al promedio de las sumas parciales 
do la serie trigonométrica de Fourier de lu función / (x) a» 1 , y todas las sumas 
|MIreíales mencionadas son idénticamente iguales a la unidad (véase p. 2 ). 

Fijamos un r > 0 arbitrario. De conformidad con el teorema do VVeíerstrass 
10.9, existo nn polinomio trigonométrico V (.r) de tal ¡minie que 

I / (x) - T (x) | < e/2 (10.81 

para cualquier x de la recta infinita. I’nrsor lineales los promedios, n («•, ñ " 
■" O,, (*, / — T) | IT„ (x, T), de silorto quo 

I »«(*,/) - T(X) i | < | IJ„ (X. /-ni + | o„ (/, 7-) - 7- (x) |. (10.82) 

Al escribir la igualdad (10.79) para la fuñe i un |f (•»> ~ T (r)l. nbUmd romos, 

, nt 
sen*-— 

(uniendo presento que una función-— t llamada núcleo de Fefir, esnoungati- 

2 sen* y 

v.i y aprovechando la estimación (10.81) y la igualdad <10.80): 

i ? 

\°n(*, l-T )\—- \ \fU+t)-r<x-H)\ -y-d(< 

2 sen* -j- 

„ e ir scn *— , , 

< T"5ir i r— ,10 ' 83 ' 

-a 2sen*-q- 


l.a desigualdad (10.83) se cumple ¡«ara todo número n. Señalemos ahora que la 
serie trigonométrica de Fourier del polinomio T (xi coincido con asir polinomio. 
De aquí proviene que todas las sumas parciales .9,, (x, 7'), a partir de cierto 
número n„. son iguales u T (x). Mas. esto nn permite hallar, para r > 0 fijo, nn 
número JV tal que se cumpla 

I n„ (x, T) — T (x) | < e/2 (10.84) 

para todos los a > .V y caria x. 

15c las riesigualdarlcs (10.82). (10.83) y (10.84) concluimos que | <j (x, /) — 
— I (r) | < e. cualesquiera quo sean n > jV y r. El teorema está demostrado. 
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8 - Notas conclusivas. I o . Al resolver una serie de problemas con¬ 
cretos, nos ocurro n veces desarrollar una función en serie trigono¬ 
métrica de Fourier no sobre el segmento [—si, ni, sino en un seg¬ 
mento |—i, í], donde l es un número positivo arbitrario. Para poder 
anali/.ar este caso, basta en todos los razonamientos aducidos susti¬ 
tuir la variable x por la *x. Con tal sustitución lineal de la variable 

quedan, por supuesto, válidos todos los resultados establecidos. 
F.slos resultados se refieren n la serie trigonométrica de Fourier 


-jr + 2 (<*» eos-y- kx + h k sen - 7 -**) 


tio.a r 4 


*=-l 


con las siguientes expresiones para los coeficientes de Fourier 


*0 = 7 S fV)dt, 

-I 

I I 

«*~f S /(í)cos-f ktdt, ¿., = 1 $ /(í)seniwdf 
(*= 1 , 2 , ...). 


(10.80) 


No somos propensos a formular de nuovo lodos los teoremas 
establecidos, indicando solamente que en todas las formulaciones 
el segmento I— n, ti] ha de sustituirse por el segmento |—/, /). 
y el período 2 n, por el 21. 

2 o . Recordemos que una función / (x) se llama par, si satisface 
la condición / (—x) = / (x), c impar, si satisface la condición 
/ (-x) - -/ (x). 

De la forma (10.86) para los coeficientes trigonométricos de Fou¬ 
rier se deduce que para una función par / ( x) son nulos todos los coefi¬ 
cientes b h {le = 1, 2 , . . .), y para una función impar f (x) son nulos 
todos los coeficientes a* (A = 0, 1, 2, . . .). De este modo, una (un¬ 
ción j (x) par se desarrolla en serie trigonométrica de Fourier sólo 
respecto de los cosenos 

-£+ S a h cos$kx. 


y una función ( (x) impar se desarrolla en serie trigonométrica de Fou¬ 
rier sólo respecto de ¡os senos 


00 

2 b h sen -y kx. 

h=l 
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•V. Demos a conocer aquí una forma compleja de notación de 
Ja serie trigonométrica de Fourier (10.85) que en Ja práctica se usa 
muy a menudo. 

Empleando las relaciones *) 

e ‘ ' * = eos -j- kx — t sen -y kx, e' ' = eos -^-kx + t sen -j- kx, 

es fácil convencerse de que la serio trigonométrica do Fourier (10.85) 
con el coeficiente de Fourier (10.86) se rcduco a la forma 



(10.87) 


en la cual los coeficientes complejos c» tienen por expresión 

/ ji 

= \ JW* 1 ''" ( 10 . 88 ) 

-i 


y se expresan en términos do los coeficientes ( 10 . 80 ) según las fór¬ 
mulas 

<*=■£. c,-!4±ít <*-1.2, ...). 

4°. Es de importancia exclusiva para las aplicaciones un pro¬ 
blema do cálculo de los valores de una función según los cooficienles 
«le Foui'ior do esta función dados de un modo aproximado. La resolu¬ 
ción de este problema con ayuda del llamado método de regulari- 
zación so aduce en el Complemento al final de este libro. 


§ 6. Integral de Fourlor 

Cuando la función / (a:) viene dada en toda la recta infinita y no 
es periódica con cualquier período finito, resulta natural desarrollar 
dicha función no o» serie trigonométrica, sino en la llamada 
integral de Fourier. 

Al estudio de tal desarrollo se dedica este párrafo, en ol cual 
siempre se sobreentiende que la función / (z) está subordinada a la 
exigencia de integrabilidad absoluta en la recta infinita (—oo, oo), 
es decir, requerimos que exista una integral impropia 

co 

$ \f{x)\dx. (10.89) 

— ÍO 

Convengamos en emplear los siguientes términos. 

*) Estas relaciones son corolarios inmediatos de la fórmula de EuIor, esta¬ 
blecida en el p. 3. | 5. cap. i. 
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que para la suma superior S r de esta partición sea válida la desigual¬ 
dad *) 

A 

0<LSt— J í(x)dx<. (10.94) 

-A 

Supongamos que esta partición T se realiza mediante ios puntos 
—A = x„ <x, < x t < . . . < x„ = A, y que M k es la cota 
superior exacta de la función / (a:) sobre un segmento parcial 
I**-» (¿ = 1 , 2 , . . n). 

Introduzcamos una función 


Ít (*) = | 


_f M h para **_,<*<** (*=1,2. n), 


0 para x = x K (* = 0,1,2. n). 


Por cuanto la integral no depende del valor de la función subintegral 
en un número finito de puntos, tendremos, obviamente: 

A ri 

$ Jr (x) dx = ^ M h (** —x k _,) = S T , 

-A 

de suerte que, en vista de (10.94), 

A A 

$ l/r(*)-/(*)|d.r = ¡ l/r (*) — / (*)) dx < y. (10.95) 

-A -A 

Apoyándose en la desigualdad (10.05) y teniendo presente que 
x n 


| e 1 ** | = 1 y que 


$ e ix "dx 


'*-1 


€^2/| y |, tendremos 


$ e lxu f (x) dx = $ «<*»!/(*)-/ T (*) + M*)ld:r 

-A -A 

A - 

< ) e'*»1 T (x)dx +1 $ e ix »\f T {x)-Ux)]dx 


<Sl^*l- $ eÍX “ dx + S irrW-/(*)|d*< 

*=■> *h-t -a 

<-¡írSi^i+ 4 <T-* 

siempre que | y | 2 I J ^k ij ■ El lema está demostrado. 

') Víanse §§ 2 y 3 ilel cap. 1. v. II. 


24-560 
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Corolario. Si j (x) 6 l-¡ (—oo, oo), resulta que 

lím \ eos >„r • / (a.) (¿x = 0 , líin \ sen t.x-f (i) dx = 0 . 

}.— oo j Á-*oo 


2. Condiciones de desarrollo de una función en serie de Fourier. 
Definición. Para toda función f ( 2 ) de la clase L¡ (— 00 , 00 ) un. 
limite 

X ^ r * -1 

lím-¿- J e-*'»/(y)dy-liin-¿- | $ e^-^f (u)du^dy, 

si existe, se llama desarrollo de esta función en una integral de Fourier. 
Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.19. (condición para el desarrollo de una función en 
un punto dado en integral de Fourier). Si f (x) 6 L, (— 00 . 00 ) y si 
la función f (x) satisface en el punto dado x por la derecha la condición 
de Hiilder de algún orden positivo a, (0 < a, ^ 1). .V por la izquierda, 
la condición de Hiilder de algún orden positivo a* (0 < a 3 1), 
en el punto dado x se verifica ¡a igualdad 


lim 


x 


4 - $ e ~ >xv j (y) dy = 

-x 


/W-t-0 ) + /(*—0) 

- 2 - 


(10.06) 


OBSERVACION i. En todo punto x, en el que ol valor de / (x) es 
igual a la semisuma de los valores limites derecho e izquierdo (en 
particular, en cada punto de continuidad do / (x)), podemos escribir 
/ (x) on el segundo miembro de (10.96). 

demostración del teorema lo.is. Por cuanto la imagen de 

Fourier / ( y ) (on virtud del lema 4) es una función continua de y, 
para cualquier }. positivo existe una integral 

X x r ~ -i 

{ «■'*"/ {y) dy = $ «*«» J e‘ u »f(u)du\dy. (10.07) 

En la integral que figura en el segundo miembro de (10.07) po¬ 
demos cambiar el orden de integración respecto de y y u (puesto que 
la integral interior converge uniformemente respecto de y en cual¬ 
quier segmento [—X, X.]). 

Cambiando el orden de integración respecto de y y u. apro¬ 
vechando las igualdades eW a ~ x > = cosy (u — x) -f i sen y (u — x), 
x x 

J eos y (u — x)dy= se " J seny(u — x)dy = 0, y realizando 

-x ~ -x 
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una sustitución u = x-j-í, tendremos 

>. ’j r x -i 

■ér [ e ' ixv ‘i(y)dy^-ér $ i $ ** = 

-t S ±- 5 -sü/o+i)*. 

-oo -oo 

Así pues, para cualquier \ positivo 

\ o 

i4 $ «&-4 S /(*+<)*+ 

“X -W 

+ 4 $ —^/(* + <)««■ (10-98) 

II 

Notemos ahora quo para lodo X posilivo so verifica la igualdad») 

OO O 

| JSlbL ut = Y , y, por lo tanto. también ^ sc " — ‘ dt --- . 

Do las últimas dos igualdades se doducc que para todo X positivo 
üíiií' =-1 f , (x + 0) ^-dt, (10.99) 

n 

^■=4 f /(*-0)J2ÍLdl. (10.100) 

Al sustraer de (10.98) las igualdades (10.99) y (10.100). resulta que 
para todo X positivo 

J «-***/ (y) dy^ 

oo 

= ~ll/(x+t)-/(x+0)]^-dt+ 

O 

O 

-1-4 i !/(•*+0-/(*-0)j-í^£/¿. (10.101) 

- oj 

Por cuanto la función / (i) satisface on el punto x por la derecha 
la condición de Hólder de orden a,, y, por la izquierda, la condición 
de Hiilder de orden cc 2 , existen, pues, unas constantes M¡ y M 2 
tales que p ara todos los t positivos, suficientemente pequeños, se 
*) Víase cap. », § 3. 


zt 
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cumpla Ja desigualdad (10.75), y para lodos los t negativos, sufi¬ 
cientemente pequeños, se cumpla la desigualdad (10.76). Si denota¬ 
mos con AI el mayor de los números At\ y Ai¡, y con ct, el número 
menor de a, y a,, en los miembros derechos de (10.75) y (10.76) 
podemos escribir AI j t |“, con la particularidad de que dichas de¬ 
sigualdades serán válidas para lodos los valores positivos (nega¬ 
tivos, respectivamente) de t que satisfacen la condición | t 1 ^ 6, 
donde 6 es uu número positivo arbitrario, suficientemente pequeño. 

Ahora podemos reoscribir del modo siguionle la relación (10.101): 

5 e-^h»)dtí- /<«+» > +/<*-°> 

A 

= 4- \ !/<* + <)—/(*-HDI j! 7 íl *» + 

O 

+ TT I 1/<* + *>--/<*-0)1+ $ /(*-M)-^-dí- 

- A | ( l»4 

_ ^ “ S ± L dt -LL*.-2) JZllLdt. (10.102) 

0 -u» 


Fijamos uu e^- 0 arbitrario y, según éste, un ó>0 tan p queño 
que se cumpla una desigualdad 


■v • 


(10.103) 


Estimando las primeras dos integrales en el miembro derecho de 
(10.102) con ayuda de las desigualdades (10.75) y (10.76) (con la 
magnitud Al 1 t I o en los segundos miembros de estas desigualdades), 
tendremos 

« • i 

l/(* + 0-/(* + 0)|-^-dr 

ü 

«fi i/(*+o-/(*+«>i-f< 4 rS t a -'dt—2¥- 

u II 

y, de manera sumamente análoga, 

± $ (/(*+<)-/(*-0)1-^Lrfr 

-6 I 

l | /(J:+t) _ /( ,_o)i- r 4£ r< 4 5 m- 1 *— 
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De las últimas dos desigualdades y de (10.103), obtendremos 
e 

4- $ í/(* + «)-/(* +0)1+ 

0 
Ü 

+ hr $ l/(* + 0-/(*-0>l- 2S r í -«tt <f. (10.104) 

I -# 

Para estimar la tercera integral eu el miembro derecho de (10.102), 
¡ntrodu7.camos una función 




para | t |>6, 
para | t | <6. 


Por cuanto g (<) g L¡ (—oo, oo), entonces, en virtud del corolario 
del loma 4, 


lint [ g (t) sen U dt = lím -i [ f(x + t)S^-dt =0, 

mas, esto significa que para e>0 fijo existe A, tal que 

_L j J[x + l) J^Ú£ dt ( p arn X^A,). (10.105) 

IH># 

Por fin, notemos que 

"f J dt= j jai dt _0 

O Xí 

cuando X->■ oo. De aquí proviene que para e > 0 fijo arbitrario 
y paro el punto en consideración x se encontrará tal A s que 

/J*±V?*nU dt + /PLpOfjj j-** <• (para X>A ¿' 

fi —OO 

(10.106) 

Denotemos con A el mayor de los números A, y A 2 . De las relaciones 
(10.102), (10.104)—(10.106) concluimos que 

J *-“»/(y) dy -. / . ( *+«+/fe-°> <E (para X>A). 

El teorema está demostrado. 
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Corolario. La igualdad (10.96) es con mayor razón verídica, si 
í (*) 6 (—=») y si la ¡unción f (o-) tiene en el punto dado x deri¬ 

vadas a la derecha y a la izquierda entendidas como límites de las rela¬ 
ciones lim '.(* + '>-"*+<» / lim íifl-ibMizl) . 

<-«+0 ‘ _ ' í - ll -0 1 ' 

Observación - 2. El límite que figura en el primer miembro de 
(10.9G) puede oscribirse en forma de una integral impropia 

oo 

\ «' t *»f(y)Jy, (10.107) 

-OO 

pero se debe recordar que esta integral impropia es convergente 
en el sentido del valor principal, es decir, es uji límite de la correspon¬ 
diente integral propia sólo bajo la condición de que ios límites de 
integración en esta integral propia son números simétricos con relación 
a cero. No se puede entender la integral impropia (10.107) como límite 

lim \ (y) dy 

f— 

cuando tienden independientemente: V hacia —oo, y ’h" hacia oo. 
En el punto que viene abajo escribiremos', en lugar del límite (10.96), 
la integral impropia (10.107), entendiéndola cada vez en el sentido 
mencionado. 

3. Noción de las transformaciones de Fourier directa e inversa. 
Escribiendo el primer miembro de (10.96) en forma de la integral 
impropia (10.107) y considerando que el valor de la función / (a:) 
en un punto dado x es igual a la semisuma de los valores limites de¬ 
recho o izquierdo, obtendremos una igualdad 

oo 

/(*)—£- S ‘- :xy f(y)dy, (10.108) 

que permite bailar la función / (i) según su imagen de Fourier / ( y) 
y que se denomina frecuentemente transformación inversa de Fourier. 
Con relación a esta igualdad, la fórmula (10.90), mediante la cual 
la imagen de Fourier / (p) se expresa en términos do la propia función 
/ (x), se llama a menudo transformación directa de Fourier. 

Por analogía con la serie trigonométrica de Fourier concluimos 
que la imagen de Fourier es un análogo del coeficiente de Fourier, 
y la transformación inversa de Fourier (10.108) es un análogo del 
desarrollo de una función en serie trigonométrica de Fourier. 

Analicemos las transformaciones de Fourier directa e inversa. 
Para dos casos particulares de importancia: 1) para el caso en que la 
función / ( x ) es par (es decir, satisface la condición / (— x) — f (z)), 
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y 2) para el caso en que la función f (x) es impar (es decir, satisface 
la condición / (—x) = —f (i). 

1) Si / (x) es uno función par, de la fórmula (10.90), obtendremos 
con ayuda de la fórmula de Euler e*** = eos xy + i sen xy: 

ft oo 

/(y)— J eos xy/ (x) dx - 2 $ / (x) eos xy dx. (10.109) 

-ao « 

De la fórmula (10.100) so deduce, a su vez, que la imagen de Fourier 
/ (y) os también una función par do y. Por eso. la transformación 
inversa do Fourier (10.108) loma una forma 

OC 00 

/(*) — -¿r \ Í(y)**U*dy=^- \ f (y) eos yxdy. (10.110) 

-so O 

La fórmula (10.109) se llama, a menudo, coseno transformación 
directa de Fourier, y la (10.110), coseno transformación inversa de 
Fourier. 

2) Si / (x) es una función impar, de un modo sumamente análogo 
obtendremos de las fórmulas (10.90) y (10.108) la seno transformación 
directa de Fourier 

O# 

/" (y) = 2 J / (x) sen xy dx 

II 

y la seno transformación inversa de Fourier 

/(*)--3T $ f (y) sen yxdy. 

u 

En la práctica se encuentra frecuente monte un caso, cuando la 
función / (x) viene dada solamente en una semirrecta 0 ^ x < oo. 
Según nuestro deseo, podemos hacer prolongar esta función a la 
semirrecta —oo < x <1 0 de un modo o bien par, o bien impar, y 
emplear para dichn 4 función o bien el coseno transformación de 
Foorier, o bien el seno transformación de Fourier. 

BJP.MPLO. Veamos en la semirrecta 0^x<oo una función 
/ (x) = e~ ox , donde a > 0. Haciendo prolongar la función de un 
modo par a la semirrecta —oo < x ^ 0, obtendremos las coseno 
transformaciones de Fourier directa e inversa 

« i) 

/ (y) = 2 J e~° x eos xy dx = 

_ o 

x ) Recordemos que la integral ^ e~ aX eos ry dx puede calcularse de un modo 
elemental, integrando por partes (véase cap. 6, v. I). 
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/ (y) se llama, a veces, coseno imagen de Fourier) 

/<*>=i 0 f (*>0). 

0 

Haciendo prolongar la misma función a la semirrecta —oo < r ^ 0 
de un modo impar, es decir, suponiendo 

í er ,x para x>0, 

/(*)=< 0 pora x — 0, 

l _ e -n|*l par,, *<0, 

obtendremos seno transformaciones de Fourier directa e inversa 

/(¡/) = 2 seniprf* =' 

o 

(/ (;/) so llama, a veces, seno-imagen de Fourier), 



y scu yx 
“* ■ 



e‘“* para *>0 
0 para r = 0. 


4. Algunas propiedades adicionales de la transformación de Fourier. En 
este punto detengámonos en ciertas propiedades adiciónalos de la transforma¬ 
ción de Fourier que so ponen de manifiesto frecuentemente on las aplicaciones. 

LemaS. Supongamos que para derla número entero no negativo k se tiene una 
/unción (1 + | x |)*-/ (x) 6 L, (—oo. oo). Entonces, la Imagen de Fourier (10.90) 
de la función / (x) es k veces diferendablr respecto de la variable y, con la particu¬ 
laridad de que la derivada respecto de y de cualquier orden m (m — 1,2.*) 

puede calcularse por diferenciación bajo el signo de Integral (10.90), es decir, según 
la fórmula 


d m 

ily"‘ 



e‘*V (lx)"‘f(x)dx 


(m = 1,2.k) 


( 10 . 111 ) 


DEMOSTRACION. De la desigualdad 

I d m I 

|jf5T «<*!'/(*)[- l« 1 **'.(í*) m /(*)l <(1+I*I)M/(*)I 
quo so verifica para m cualquiera (m = 0, 1 , . . ., k) y do la convergencia do 

OO 

la integral impropia ^ (1 -f | x |)*. | / (x) | dx, on virtud del criterio de 

— OO 

Wcierstrass (es decir, del teorema 9.7), se deduce la convergencia, uniforme res- 

S ecto de y (en cada segmento) de la integral que figura en el segundo miembro 

e (10.111), cualquier que sea m = 0, 1. k. Debido al teorema 9.10, esto 

asegura la existencia de la derivada respecto de y de cualquier orden m — 
“ 1 , 2 . k y la validez de la fórmula (10.111). El lema está demostrado. 


*) Véase la nota anterior a pie de la página. 
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Lema 6. Supongamos que una f unción f(x) tiene en cada punto x todas las de¬ 
rivadas de hasta el orden k ^ 1 inclusive, con la particularidad de que la propia 
función f (x) y la derivada de k-ésimo orden son absolutamente integrables en la re¬ 
cta infinita y para cualquier ni = 0,1. . . (Ar — 1) es válida la relación 

lím [ ‘j£s >) 1 =0 - (10.112) 

I X I —co J 

En este caso para la transformación di Fourier f (y) el válida, para I y | oo, una 
estimación 

l/(»)l - ® (I »!-*)• (10.113) 

DEMOSTRACION. Analicemos para todo A > O una integral 

-i. 


Inlográndola k veces por partes, obtendremos Ja siguiente fórmula 


—[ iy * lx »| >- x + ...+(-0*-í* ^ •'*»/(*)<'*• 


Haciendo tender A hacia «> en la igualdad obtenida y considerando que on virtud 
de (10.112) todas las sustituciones se reducen a cero, obtenemos 

cw °o 


\ tlx “ d jÁ X) S 

—OO - 00 


Teniendo presento que la integral en el primer miembro de 1« última igunld ad 
tiende, en virtud del loma 4, hacia cero, cuando | y | — obtenemos procisa- 
monte la estimación (10.113). El loma está demostrado. 

Teorema 10.20. Supongamos que una función /(x) y su segunda derivada son 
absolutamente integrables en una recia infinita ( —oo, oo), con la particularidad 
de que la propia función f (x) y su primera derivada lleuden hacia cero cuando 
| x 1 —► oo. Admitamos, además, que una función g (z) es absolutamente integrable 
en la recta infinita (—oo, oo). Entonces, se verifica la siguiente igualdad 

OO OO 

$ f{z)g(x)dx = -^ r J /(y)(y) dy, (10.114) 

— OO —oo 

llamada igualdad generalizada de Parsenal o Igualdad de Planchcrel *). (Eu esta 
igualdad / (y) y g (y) denotan las imágenes de Fourier de las funciones / (x) y 
g (¿r), respectivamente, y g* (y) es una magnitud compleja conjugada do g (y)). 


*) M. Planchorel (n. 1885). matemático francés. 
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DEMOSTRACION. En virtud del teorema 10.19. o» cada punto x se verifico 
una igualdad 

oe 

/( * ,= 'Sr \ *-i*yhs'>d9. (io.uo) 

y. ademó*, en virtud del loma 0 . es válida la estimación \ } (y) \ < 6 (1 4 - 
'H I U I ) -2 <|uo asegura la convergencia absoluta e uniforme (respecto de x) de la 
integral que figura on el segundo miembro de (lÚ.tfS) en toda la recta iuíinita. 

Multiplicando ambos miembros de (10.110) por ¿ (z) e integrando respecto 
do x en los márgenes do —a k, tendremos 

t X w 

5 /(*> *<*>** —J *(*)[ J r-i™/ ( U ),iy ]d*. (lü.llfl) 

—k — X —00 

En vista de la convergencia uniforme respecto de x (aducida más arriba) de la 
integral (10.115), podemos cambiar en el segundo miembro de (10.116) el orden 
do integración respecto de x e g. obteniendo como resultado: 

\ oo a 

5 /<*>*(*><*»—¿r 5 [ \ «'*»*<*>*]*/<*)<»» (10.117) 

-K -oo -A 

(ol asterisco denota una conjugación compleja). 

En virtud de la desigualdad 

Itj 5 lg(*)I ’d*-C (1 + |y|)** 

y dol criterio do Weierstrass, la Integral en el segundo miembro de (10.117) con¬ 
verge uniformemente respecto do >. en la roela infinita —oo < >. <z <*>. Pur con¬ 
siguiente, en (10.117) podemos pasara un limite para ?. -*■ oo, realizando on ol 
miembro de (10.117) el paso ni limite bajo ol signo de integral. El leoreuin está 
demostrado. 


§ 7. Series trigonométricas múltiples e 
integrales de Fourier 

1. Coneepto de serie trigonométrica múltiple de Fourier y desús 
sumas parciales rectangulares y esféricas. Supongamos que una fun¬ 
ción de N variables / (*,, x¡, . . x s ) está definida y es integrable 
en un cubo ^-dimensional — n =g: x h ^ n (*= 1, 2, . . A"). 

Designemos dicho cubo por un símbolo II. Resulta cómodo escribir 
la serie trigonométrica múltiple de tal función directamente en una 
forma compleja, empleando, para abreviar la notación, una noción 
de producto escalar de dos vectores A'-dimensionales. 

Sea x = (x,, .. x N ) un vector que tiene coordenadas reales 

arbitrarias x¡, x 2 , . . ., x K , y sea n = (n,, /t 2 . n K ) un vector 

con coordenadas de números enteros n,, n., . . ., ra, v . 
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Se denomina serle trigonométrica múltiple de Fourier de la función 
f (x ) = / (x¡. x a , . . Xtc) lina serie de la forma 

2 ••• 2 ( 10 . 118 ) 

O,»-» B..--» 

en la que los números /„, llamados coeficientes de Fourier, se definen 
mediante las igualdades 

/»* = Aun, ... "y — 

= (2n)- v J ... J /(g,.g,v)«'“' ,B ‘ + - 

(10.119) 

y el símbolo ( xn ) denota producto escalar de los vectores ly» que 
es igual a x,n l 4- . . . Xyn K . 

Por supuesto, la serie trigonométrica múltiple de Fourier (10.118) 
puede considerarse como una serio de Fourier con relación a un siste¬ 
ma *) ortonormalizado (en el cubo yV-dimensional 11), formado con 
ayuda de toda clase de productos de elementos de un sistema trigo¬ 
nométrico unidimensional tomados según las variables x,, x t , ... 

. . .. x K , respectivamente. Este sistema ortonormalizado suele de¬ 
nominarse sistema trigonométrico múltiple. 

Al igual que para todo sistema ortonormalizado, para un sistema 
trigonométrico múltiple es válida la desigualdad de Bessel que tiene 
por expresión 

oo oo 

S • • • 2 l/« !*«&«)“ * 5 ■ • • S P(r .*.v) rf*. • • • dx N , 

— C< llyB-.X II 

(10.120) 

donde / («i.x¡r) es cualquier función continua en el cubo 

A-dimensional TI. 

Examinemos la cuestión de convergencia de la serie trigono¬ 
métrica múltiple de Fourier. Si esta serie no converge en un punto 
dado x = (r„ .... x K ) absolutamente, la cuestión de su convergen¬ 
cia depende (en virtud del teorema de Riemann 4.10, v. II) del orden 
en que siguen sus términos (o, que es lo mismo, del orden desumación 
según los índices n,, n s , . . ., «»,-)• 

Son de amplio uso dos métodos de sumar la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier: el método esférico y el rectangular. 

Se llaman sumas parciales esféricas de la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier (10.118) las sumas de la forma 

<*./)= 2 

_ 

x \ En esto caso »n producto escalar de dos cualesquiera funciones se define 
como integral del producto de estas funciones extendida al cubo II. 





■m 


Cap. 1Q. Series e integral de Pourigg 


tomadas según todos los valores de númer os enteros n,, n t , ■ ■ ras¬ 
que satisfacen la condición | n | = n\ + + ■ . ■ + n%s^X. 

Se dice que la serie trigonométrica múltiple de fourier (10.118) 
es sumable en un punto dado x por el método esférico , sí en dicho punto 
existe un limite íím S y (x, /). 

X-00 

Se llaman sumas parciales rectangulares de la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier (10.118) las sumas de la forma 


S, 


. . m N (■*> /) — 



ni v 

".V- m N 


Se dice que la serie trigonométrica múltiple de Fourier (10.118) 
es sumable en un punto dado x por el método rectangular (o por el mé¬ 
todo de Princegeimc), si en dicho punto existe un limite 


Iím S m ,< .m v (*,/) 

m, —oo 
nt,—oo 

(i cuando tiende al infinita cada índice m¡, m„ . . ni úV ). 

Ambos métodos de sumación tienen tanto sus ventajas, como de¬ 
ficiencias. Si una serie trigonométrica múltiple de Fourier se analiza 
como serie de Fourier con relación a un sistema ortonormalizado, 
resulta natural disponer sus términos en el orden de crecimiento de 
| n | y utilizar las sumas parciales esféricas. 

Las sumas parciales rectangulares se emplean al analizar el com¬ 
portamiento do las series de potencias múltiples cerca de la frontera 
del dominio de convergencia. Conviene notar, que la definición de 
la suma do una serio como limite de las sumas rectangulares (contra¬ 
riamente n la definición que se apoya en el limite de las sumas esfé¬ 
ricas) no impone restricciones algunas en el conjunto infinito de 
sumas parciales de esta serie. 

Antes do formular las condiciones de convergencia do una serie 
trigonométrica múltiple de Fourier, definamos ciertas características 
de suavidad de una función de N variables. 

2. Módulo de continuidad y clases de HSldcr para las funciones 
de IV variables. Supongamos que una función de N variables 
/(*)=/ (x„ x¡, . . x N ) está definida y es continua en un dominio 
fV-dimensional D. 

Definición 1. Para cada ó > 0, llamemos módulo de continuidad 
de la función f [x) en un dominio D la cota superior exacta del módulo 
de la diferencia | f (x') — / (x") | sobre el conjunto de todos los puntos 
x' y x’ que pertenecen al dominio D, y la distancia p (x\ x") entre los 
cuales es inferior a 6. 

Denotemos con (o (ó, f) el módulo de continuidad de la función 
f (*) en ei dominio D. 
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Definición 2. Para cualquier v. de un semisegmento 0 < x < 1 
diremos que una función / ( x) pertenece en el dominio D a la clase de 
H¡ilder C* con el exponente x y escribiremos f (x) 6 C* (O), si el mó¬ 
dulo de la función continua / (*) en D es de orden <o (8, /) = o (6*) 
para 0 < x < 1, y o> (6, f) = 0 (6) para x = i. 

Sea, ahora, a cualquier número positivo (no forzosamente entero). 
Esto número podemos representarlo en la forma a = r + x, donde 
r es un número entero, y x pertenece al semisegmento 0 < x < 1. 

Definición 3. Diremos que una función / (x) pertenece en el domi¬ 
nio D a la clase de Hólder C a con el exponente a > 0, y escribiremos 
f (x) 6 C® (D), si todas las derivadas parciales de la función f (x ) de 
orden r son continuas en el dominio D y cada derivada parcial de orden 
r pertenece a la clase C* (D) introducida en la definición 2. 

3. Condiciones de convergencia de una serie trigonométrica múl¬ 
tiple de Fourier. Empecemos por establecer las condiciones más 
simples de convergencia absoluta y uniforme do la serie trigonomé¬ 
trica múltiple de Fourier. 

Teorema 10.21. Si una función f (x) está periódicamente (con el 
periodo de 2n respecto de cada una de las variables) prolongada a todo 
el espacio E N y tiene en E N derivadas continuas de orden s = [AV2] + 1, 
donde [NI2\ es la parte entera del número NI 2, la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier de la junción f (a:) converge (hacia esta función) 
absoluta y uniformemente en todo el espacio E . 


el 


demostración. Convengamos en denotar con el símbolo (|jjr) n 
coeficiente de Fourier de la derivada con e l número n 


= («,, ...,n. v ). Integrando por partes, llegamos a que 



= ln k f„ (para 
I N 


V 

ZJ 

km 1 


(ár). 


cualquier k= 1, 2, ..., N) de suerte 
I /« I (I «i I + • • • +1 *sr I) y. P° r consiguiente 


que 


I /„ I =<l 1 + ... + 1 l)-‘ 2 | (-£■) J. (10.121) 




La fórmula (10.121) es válida no sólo para la función /, sino también 
para cada derivada parcial de la función / de hasta el orden (s — 1) 
inclusive. 

De aquí se deduce en seguida una relación 


¡(I I + • • • + I % I" 


i V 
¿j 
S.+ ...+ 



( 10 . 122 ) 
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en cuyo segundo miembro la suma se loma según lodos los s„ s 2 , . . . 
• • •' s if enteros no negativos que satisfacen la condición s, -f 
+ s t • 4- s lV = s (de modo que el número de sumandos en 
esta suma es igual a jV*). De (10.122) proviene ') a su vez: 


i í -1 <4 (*"«i + • • • + i n » i) -2 '+ 

T £1 V \( «‘I ) 12 


(10.123) 


Tomando en consideración que s = -f- e, donde e = l para N 

par y e=l/2, para A’ impar, y que 

(I «i I + ... + i o, l) _2< = (| /i 1 | + ... + | |)-'’- s '< 

obtenemos de (10.123) 


TÍ* 2 

+*v“" 


( - h - I 


(10.124) 


Con el fin do probar la convergencia absoluta y uniforme de la 
sene trigonométrica múltiplo de Fo.irier (10.118), basta (en virtud 
del criterio de l\ eierstrnss) demostrar la convergencia de una serio 
numérica que la mayorn 



I/-I, 


pero, (en virtud de la desigualdad (10.124)) la 
ultima serie es una consecuencia directa de la 
cualquier k, de la serie numérica 


convergencia de la. 
convergencia, para 


S I «* f 


2 c 

iV 


y do la convergencia. 


para cualesquiera s. 


*) Empleamos las desigualdades I a I • I b J =5 — ^ y (] 0 , 

I «1,1)*+ ... + «!). 2 2 
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Sj, s s , de la serie 



que se deduce, a su vez, de la desigualdad de Bossei (10.120) escrita 

para la función continua -———. 

Ox\ % ... Bxtf 

El hecho de que la serie trigonométrica de Fourier (10.118) con¬ 
verge precisamente hacia la función / (a-) lo determina la completitud 
del sistema trigonométrico múltiple '). Efectivamente, si la serie 
( 10 . 118 ) fuera uniformemente convergente hacia cierta función g (x), 
entonces de la posibilidad de integrar término a término tal serie 
se deduciría que todos los coeficientes de Fourier de la función g ( x) 
coincidirían coii los coeficientes correspondientes de Fourier de la 
función / (x). Mus, la diferencia 1/ (x) — g (x)l soría ortogonal en 
tal caso a todos los elementos del sistema trigonométrico múltiple y 
(por ser el sistema completo) sería igual a cero. F.l teorema está de¬ 
mostrado. 

Observación i. El teorema 10.21 puede ser precisado. Resulta 
válida la siguionle afirmación -): si una junción / (i) es periódica con 
relación a cada una de las variables (con el periodo de 2 ji) y pertenece 
en E n a la clase de tlolder C' 1 para ct > A72, la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier de j (x) converge (hacia esta junción) absoluta y 
uniformemente en todo el espacio E N . 

La aclaración de las condiciones de convergencia no absoluta 
de la serie trigonométrica múltiple requiero que sen atraída la 
técnica más fina. 

Formulemos sin demostración las condiciones de simiahilidad de 
una serie trigonométrica múltiple de Fourier por el método esférico, 
y el rectangular. 


Teorema 10.22. SI una /unción de 1V> 2 variables /(*„ . . .. .v_ Y ) es perió¬ 
dica eon relación a cada una de las variables (con el periodo dr. 2.n) y pertenece en el 
espacio £' V a la clase de Huldrr C® para a > las sumas parciales esféricas 


’) La completitud del sistema trigonométrico múltiple se deducu en seguida 
de la completitud de los sistemas trigonométricos unidimensionales que lo 
integran y do cuyo producto es el mismo. 

2 ) Esta afirmación se obtiene do un modo más simple a partir del loma 3.1, 
demostrado en la ohra de V. Ilyín y Sh. Alimov «Condiciones de convergencia 
de los desarrollos espectrales correspondientes a las extensiones autoconjuga- 
das de los operadores elípticas, I* (Ecuaciones diferenciales, v. 7. No, 4, 1971, 
págs. 670—710). 
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de una serie trigonométrica múltiple de Fourier de la ¡unción ¡ (*„ . . x N ) con¬ 
verge hacia esta función uniformemente en lodo el espacio l ). 

Teorema JO.X-'I. Para todo a positivo inferior a y cualquier punto x ü 

del cubo N-dimensional fl, existe una función de ff Je 2 variables j (x¡, z,, . ... xy), 
periódica con relación a cada una de las variables (con el periodo de 2n). que perte¬ 
nece en a la clase ‘ <t . se anula en cierto b-entnrno del punto X.J y que es de tal 
índole que las sumas pardales esféricas de la serie trigonométrica múltiple de Fou¬ 
rier de esta fuñenin están privados de limite en el punió a ). 

Los teoremas 10.22 y 10.23 establecen condiciones definitivas (en Jas clases 
de Hólder C a ¡ de convergencia de las sumas parciales esféricas do una función 
periódica / (j ,, .. ., x¡¡). üe acuerdo con estos teoremas, para ct > l ' eno 

lugar la convergencia uniformo de las sumas parciales esféricas, y cuando a < 


iV-l 


, ni s¡f|iiiura es válido, pata las sumas parciales esféricas, el principio 


do localización (por suave que sea la función f en el entorno de un punto x„, la 
pertenencia de osla función a la clase C“ (fc‘ v ) para a < no aseguro la 

convergencia de las sumas parciales esféricas de osla función on el punto x 0 ). 

Las condiciones definitivas (on las clases de Hólder C a ) do convergencia do 
los sumas parciales rectangulares de una serie trigonométrica múltiplo de Fourier 
están establecidas en las obra de L. V. Zldzbiaslivili a ). 

Teorema 10.24. St una función de .V variables f (7j. xy) es periódica con 

relación a cada una de las variables (con el periodo de 2a) y pertenece en E^a la 
clase C a para cualquier a > 0, las sumas parciales rectangulares de la serte trigono¬ 
métrica múltiple de Fourier de la función f (x l , .... iyi converge (hacia esta fun¬ 
ción) uniformemente en /s’ , \ 

OBSERVACION. Observemos que aúu en el alio 1928 L. Tonclli *) estableció que 
lina sola continuidad de una función do :V > 2 variables / (*•., . . ., x N ) no ase¬ 
guraba no sólo la convergencia uniforme, sino tampoco el principio de localiza¬ 
ción do las sumas parciales rectangulares de su serio trigonométrica múltiple de 
Fourier (existe una función, periódica con rolnción a cada una de las variables 
(con el período do 2 ¡r) y continua en E s que se anula en cierto ó-entorno del 
punto nado x 0 y es tal quo las sumas parciales rectangulares de esta función 
divergen en x 0 ). 

4. Sobro el desarrollo de una función en integral /V-múltiple de 
Fourier. Supongamos quo una función de ¿V ^ 2 variables 
/ (.TÍ, . . X/i) = / (*) admite la existencia de una integral im- 


‘) Este teorema se deduce de las afirmaciones más generales demostradas 
on la obra de V. llyin «Problemas de localización y convergencia de las series 
de Fourier respecto de los sistemas fundamentales de funciones dol operador de 
Laplaco» (Exitos de la ciencia matemática, v. 23. 2, 1968, págs. 61—120) y en la 
obra de V. Ilyín y Sh. Alimov mencionada más arriba. 

2 ) Este teorema es un caso particular de una afirmación más general demos¬ 
trada en el cap. 3 de la obra de V. Uyln mencionada más arriba. 

s ) L. V. Zhizbiashivili «Sobre las funciones conjugadas y series trigonomé¬ 
tricos». Tesis do doctorado. Moscú. Universidad de Moscú Lomonósov. 1967, 
4 ) L. Tonelli (1885—1946), matemático italiano. 












Capítulo 11 

ESPACIO DE HILBERT 


En este capítulo se estudia una clase importante de espacios 
euclídeos de dimensión infinita: los así llamados espacios de flilbert. 

Establecemos una representación especial, importante para las 
aplicaciones, de toda función lineal de los elementos de tal espacio 
(una función de esta índole suele llamarse funcional lineal), estable¬ 
cemos también que en cada conjunto infinito de elementos, acotado 
en norma, de un espacio de Hilbert puede elegirse una subsucesión 
convergente en cierto sentido débil (esta propiedad se denomina 
compacticidad débil de la bola en un espacio de Hilbert). 

Una atonción particular so dedica al estudio do los sistemas 
ortonormalizados de elementos de Hilbert. Establecemos la equi¬ 
valencia para tales sistemas de las nociones del carácter cerrado y 
completitud. introducidas en el § 2, cap. 10, y demostramos el famoso 
teorema de Riesz—Ficher, de acuerdo con el cual, cualquier sucesión 
de números, una serie de cuyos cuadrados es convergente, representa 
una sucesión do los coeficientes de Fourier de cierto elemento de un 
espacio de Hilbert en un desarrollo con relación a un sistema, pre¬ 
fijado de antemano, ortonormalizado de elementos de dicho espacio. 
En el último párrafo se demuestra la existencia de los valores pro¬ 
pios y de los así llamados operadores ininterrumpidos totalmente auto- 
conjugados que actúan en un espacio do Hilbert. 

§ 1. Espacio P 

1. Concepto del espacio 1‘. Examinemos un conjunto cuyos elemen¬ 
tos están constituidos por toda clase de sucesiones de números reales 
(z„ z'j, . . ., x„, . . .) tales que una serie compuesta de los cuadra¬ 
dos de estos números 

2 ** (ii-D 

t 

es convergente. Los elementos de tal conjunto se denotarán (como 
vectores) con letras latinas semigruesas: x = (x, t x 3 , . . ., x n , . . .), 

y = (Vi. y?. ••■,!/•><■■ ■)• etc. Los números x„ x 3 .x„, ... 

se llamarán coordenadas del elemento x = (x¡, x¡, . . x„, . . .). 

Definamos las operaciones de sumación y multiplicación de los 
elementos por los números reales. Se llama suma de dos elementos 
x =. (x,, x 3 , e y = ( y x , y¡, . . y n , . . .) un ele- 
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mentó z = + j/i, x s + y t . y„, • • ■) ')• Este ele¬ 

mento lo denotemos con el símbolo z = 2 + y. Se llama producto 
de un elemento x = (*„ x,, . . x„, . . .) por un número real X 

al elemento designado por el símbolo Xx o xX e igual a (X*,, Xx t , . . . 
. . Xx n , . . .). Es fácil comprobar que el conjunto definido es un 
espacio lineal, es decir, comprobar el cumplimiento de todos los 
axiomas referentes a la sumación y multiplicación de los elementos 
por los números reales 2 ). 

Introduzcamos abora en el conjunto citado un producto escalar 
de dos elementos cualesquiera x — (2,, x t , . . x n , . . .) e y «= 
— (//,, y„. . . .), al definirlo como suma de una serie 

2 *id/k- 
1 

Suponemos, pues, (2, y) = S x k y k . Es fácil comprobar el cumpli¬ 
miento de todos los cuatro axiomas «le un producto escalar. (Estos 
axiomas se tratan en § 1, cap. 10, y la comprobación de su validez 
para el espacio en consitleración queda al cargo del lector). 

De este modo, el conjunto introducido es un espacio euclídeo. 
Adheriéndonos a la tradición establecida, denotemos este conjunto 
con el símbolo l*. 

Al igual que en todo espacio euclídeo, introduzcamos en 1 2 la 
norma de cada elemento x = (x¡, x s , . . x„, . . .), poniéndola 

igual a 

ii*ii=.i^(írí)=y (ii.2) 

Por cuanto la serie (11.1) es convergente, tal definición tiene sen¬ 
tido). 


1 ) La convergencia de la serie ^ (x k ■+■ y fc ) a se deduce en seguida de la 

00 

desigualdad -j- y k ) % ^ 2x¡ -h 2yJ y do la convergencia de las series 

/*-= 1 

y 2 yi. 

k—l 

2 ) La formulación de los axiomas de un espacio lineal puede encontrarse 
en cualquier curso del álgebra lineal. 

3 ) La convergencia de la serie citada se deduce de la desigualdad J * k y k J ^ 

t 00 00 

^(-rj + pj) y de la convergencia de las series 2 ** y 2 



388 


Cap. 11. Espacio de Hilhert 


Como siempre, llamemos dos elemeDtos de i 3 ortonormalizndos, 
si su producto escalar es igual a cero. 

Recordemos que se llama sistema ortonormalizado en un espacio 
euclideo arbitrario a tina sucesión de elementos {ej,} de dicho espacio 
que satisface dos exigencias: 1) cualesquiera dos elementos de esta 
sucesión son ortogonales; 2) la norma de cada elemento es igual a la 
unidad. 

Demostremos que en el espacio i 3 existe un sistema ortonormali¬ 
zado cerrado (y, por consiguiente, de acuerdo con el teorema 10.7, 
también completo) l 2 ). Cerciorémonos de que tal sistema es una suce¬ 
sión de elementos 


= ( 1 , 0 , 0 . 0 , ...). 

e, = (0. 1.0.0, ...). 

e 3 — ( 0 , 0 . 1 . 0 , ...), 


(11.3) 


El hecho de que este sistema es ortonormalizado es obvio (la norma 
(11.2) para cada elemento e* es igual a la unidad, y el producto 
escalar de cualesquiera dos elementos representa una suma infinita 
de productos, cada uno de los cuales es igual a cero). Para demostrar 
el carácter cerrado del sistema ortonormalizado fll.3) basta de¬ 
mostrar que para todo elemento x = (r„ x,, . . ., x„, . . .) del 
espacio l 1 la serie do Fourier de este elemento según el sistema (11.3) 
convergo hacia dicho elemento en norma del espacio l' ¡ 3 ). 

Por cuauto los coeficientes de Fourier (*, en) del olemeuto x 
coinciden con las coordenadas x h de este elemento, la n-ésima suma 

V 

parcial de la serie de Fourier del elemento x es igual a S 

Al-al 

y nos queda probar que 


Hm 

n-*» 


2 *»*(,- 



(11.4) 


Pero, de la definición de la norma (11.2), de lo que el sistema {<?/,¡ 
es ortonormalizado y de las propiedades de un producto escalar se 


1 ) Véase en § 2, cap- 10 definición de la completitud y del carácter corra- 
do de un sistema ortonormalizado. 

2 ) Puesto que en tal caso todo elemento x del espacio I a puede aproximarse 
con cualquier grado do exactitud en norma de I a mediante las sumas parciales 

de la serie citada de Fourier. 




deduce que 
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2 ^e„ — x 


= ( S x»e k -x, S x„e k — x) = 

= 2 *2-2 2 **<«*.*)+ii* ii«- ii2 *2- 


■ 2 * 2 - 

*=> 


2 - 5 = 2 


A—n+ 1 


* 2 , 


de suerto que ln relación (11.4) se deduce de la convergencia de la 
serie (11.1). 

2. Forma general de la funcional lineal en l". Examinaremos las 
funciones, de cuyos argumentos sirven los elementos de P, y de. valo¬ 
res, unos números reales. Las funciones de este género suelen lla¬ 
marse /uncionales (definidas en el espacio 1‘). 

Hablando con mayor precisión, nuestro objetivo os el estudio 
detallado de una funcional más simple definida en el espacio P, 
a saber, de la asi llamada funcional lineal. 

Definición 1. Una funcional I ( x) definida en el espacio P se de¬ 
nomina lineal, si para cualesquiera elementos x e y del espacio I a y todos 
las números reales a y $ se verifica una igualdad 


l (ctx + Py) = al (x) -t- (W (y). 

Sea x 0 un elemento arbitrario del espacio l 2 . Con el fin de geo- 
metmar la terminología, esto elemento x„ se llamará a menudo 
panto del espacio P. 

Definición 2. Una diferencial arbitraria I (x), definida en el espacio 
P. se llama continua en un punto x„ del espacio P, si para toda sucesión 
de elementos {x, } del espacio P, convergente en norma del espacio P 
hacia el elemento x 0l la sucesión numérica l (x„) converge hacia l (x„). 

Definición 3. Una funcional l (x) se llama continua, si lo es en 
todo punto x del espacio P. 

Notemos ahora mismo que en el caso de una funcional lineal l (x) 
la continuidad por lo menos en un solo punto x 0 predetermina la con¬ 
tinuidad en cada punto x del espacio P. Efectivamente, supongamos 
que una funcional lineal es continua en el punto x 0 , y que x es un 
punto arbitrario dei espacio P. Denotemos con (x„} una sucesión 
arbitraria de elementos de P que converge en norma de P hacia x. 
Entonces, la sucesión (x 0 + x n — x} converge en norma de P 
hacia x„, y de la continuidad de la funcional en el punto x„ proviene 
que 

l (x„ -)- x„ — x) l (x„) para n -*• oo. (11.5) 


Pero, de lo que la funcional es lineal se deduce que l (x 0 + x„ — 
— x) — l (x„) + l (x„) — l (x). A partir de la última igualdad y do 
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(11.5) obtenemos: l (x „) —l ( x), cuando n —oo, lo que significa 
precisamente la continuidad de la funcional en el punto x. 

Definición 4. Una funcional l (x) se llama acotada , si existe una 
constante C tal que para todos los elementos x del espacio P se cumple 
una desigualdad 

| /(*) | <C||x||. (11.6) 

Teorema 11.1. Para que una funcional lineal l (x) sea continua, 
es necesario y suficiente que sea acotada. 

demostración, i. necesidad. Supongamos que la funcional lineal 
l ( x) es continua. Supongamos, además, que no existe una cons¬ 
tante C que asegure el cumplimiento de la desigualdad (11.6). 
Entonces, se encontrará una sucesión de elementos no nulos x n *) 

tal que | / (x„) | > «* || x n ||. Pongamos y„ = B|| l n Por 

cuanto || y„ — 0 || = || y K || = i 0 cuando n oo, resulta 
que, en virtud de que la funcional es continua, l (y„) l (0) — 0, 
cuando n —r oo, lo que contradice la desigualdad / ( y„) = ^ ^ x 
X l ( x n) > n. La necesidad está demostrada. 

2, suficiencia. Supongamos que la funcional lineal l (x) es aco¬ 
lada, os decir, existe una constante C tal que para todo elemento x 
se verifique la desigualdad (11.6). Ahora, sea x 0 un punto arbitrario 
de P, y sea {x„ ) una sucesión arbitraria de elementos de P que con¬ 
verge en norma de P hacia x„. Entonces, por ser la funcional lineal, 
í (*n) — í (*o) = !(*„— x 0 ), de suerte que, en virtud de la desi¬ 
gualdad (11.6). | l (x n ) - l (x 0 ) | = | l (x„ - x 0 ) | < C || x n - 

— x„ ||. De la última desigualdad proviene que l (x„) l ( x 0 ) 
cuando n -r oo. La suficiencia está demostrada. 

El teorema demostrado permite introducir la norma de una funcio¬ 
nal lineal continua. 

Definición 5. Se llama norma de una funcional lineal continua 
l (x) la cota superior exacta de la relación - ^ sobre el conjunto 

de todos los elementos x del espacio P. 

La norma de una funcional lineal continua l (x) se denotará 
con el símbolo || l ||. 

Asi pues, por definición, 

"'«-ffíW- <"- 7 > 

Es válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 11.2 (teorema de Riesz). Para toda funcional lineal 
continua l (x) existe un (y sólo uno ) elemento a del espacio P de tal 

') Para un elemento nulo 0 la desigualdad (11.6) se cumple con cualquier 
constante C, pues, por ser lineal la funcional, / (0) = l (Ox) = 0-i (x) — 0. 


índole que para todos los elementos x del espacio l- se verifica una 
igualdad 

l (a-) = (o, x ), (11.8) 

con la particularidad de que |[ l || = || a ||. 

demostración Sea {«i,) un sistema orlonorraalizado cerrado 
(11.3), y a,, = / (e k ) (k = 1, 2, . . .). Cerciorémonos de que una 
sucesión de números reales (a,. a„ .... a„) representa un elemento 

del espacio i 2 , es decir, de lo que la serie 2 “í es convergente. 

A=1 

n 

Para cualquier número n pongamos S„= 2 <V 

a—i 

Entonces, en virtud de que la funcional es lineal, tenemos 

l (Sn) - ¿ <i k l <e») - ¿ aj = || ||*. (ti.9) 

Por otro lado, del teorema 11.1 y de la definición de norma de la 
funcional lineal continua (11.7) se deduce que 

1 1 <«»> i < imi • ii s n o. (H.io) 

De (11.9) y (11.10) obtenemos que || S„ || ^ || / ||, o, que es lo mismo, 

¿«ten i II*. (11-11) 

La última desigualdad, válida para cualquier número n, demuestra 

SO 

la convergencia de la serie 2 es decir, demuestra que la sucesión 

A=.t 

(a,, a», . . ., a„, . . .) representa cierto elemento do P, el cual se 
denotará con a. 

Sea, ahora, x = (z,. . .. x„, . . .) un elemento arbitrario 

de l 2 . Entonces, por ser cerrado el sistema ortonormalizado (11.3), 

n 

la suma parcial de la serie de Fourior 2 x k e h converge en norma de 

>i=i 

¿ a hacia x, cuando n -*■ oo. En virtud de que la funcional es continua, 
de aquí se deduce que 

1 2 x h e u ) — i (ir) para n oo. 

Pero, de lo que la funcional es lineal y de la igualdad a h = l (e ft ) 
proviene que 

1 ( 2 x k e k ) = 2 x kl (e*) = 2 **«». 

\*”t ' k-¡ *=i 




22_ Cap. 11. Espacio Je Hilbert _ 

Por consiguiente, hemos demostrado que 

n 

lím 2 x k a k = l(x), 

n-*oo h - = 1 

y esto significa precisamente que se ha establecido la igualdad (11.8) 
con el elemento unívocamente definido a, cuyas coordenadas son. 
iguales a l ( e h ). 

Resta por cerciorarse de que || / || = || a ||. De la desigualdad 
(11.11), válida para cualquier número n. proviene en seguida que 

II « II < II l II- (11.12) 

Por otro lado, de la igualdad (11.8), ya demostrada, obtenemos, con 
ayuda de la desigualdad de Cnuchy—Duniakovski ') ( (a, x) | ^ 
^ ll« INI * II. que I 1 (x) | ^ || a ||-1| x ||. de donde proviene, en 
virtud de la definición de la norma (11.7), que 

II l II <11 a II. (11.13) 

De (11.12) y (11.13) concluimos que || l || = || a ||. El teorema está 
completamente demostrado. 

El teorema demostrado establece la forma genpral de cualquier 
funcional lineal continua en el espacio P. 

3. Sobre la compacUcidad débil de un conjunto acotado en la 
norma de 1-. 

Definición 1. Un conjunto E de elemento/: de P se denomina acotado 
(o acotado en norma), si existe una constante M tal que || x || ^ M 
para todos los elementos x del conjunto E. 

Definición 2. Un conjunto Infinito E de elementos de P se llama 
compacto, si en cualquier sucesión de elementos {x „}, perteneciente al 
conjunto E, puede elegirse una subsucesión {r„ ( j que sea convergente 
en norma de P. 

Es obvio que todo conjunto compacto E de elementos de l- es aco¬ 
tado ’). 

En un espacio euclídeo de un número finito de dimensiones es 
cierta también la afirmación inversa: todo conjunto acotado E que 
contiene un número infinito de elementos es compacto (teorema de Bol- 
znno—Weierstrass). Pero, en un espacio de dimensión infinita, como 
es P, de lo que un conjunto infinito do elementos de E está acolado 
ya no proviene la compacticidad de dicho conjunto. 

Por ejemplo, un conjunto (e*} de todos los elementos del sistema 


*) Según el teorema 10.1, la desigualdad de Cauchy — Buniakovski es váli¬ 
da para cualesquiera dos elementos de todo espacio euclídeo. 

! ) En efecto, de lo que el conjunto E está acotado se deduciera la existen¬ 
cia ae una sucesión de elementos, pertenecientes a E. para los cuales la suce¬ 
sión de tal sucesión diverge en la norma de P, lo quo contradice la condición de 
compacticidad del conjunto E. 


§ 1. Espacio l 3 


393 


ortonorrnalizado (11-3) es acotado (pues, las normas de todos los 
elementos son iguales a la unidad), pero no es compacto (pues, para 
que la sucesión de elementos converja en norma de I-, es necesario 
que la norma de la diferencia de dos elementos con los números k 
y k + 1 tienda hacia cero cuando k oo, y para cualquier subsuce¬ 
sión, formada de los elementos de (11.3), se verifique la igualdad 
|| e k — e¡ || 2 = || e„ || 2 -r II e, II 2 = 2, cualesquiera que sean k y l 
desiguales). 

Es natural tratar de introducir el concepto de compacticidad de 
un conjunto en el sentido más débil (que en la definición 2), con tal 
de que todo conjunto acotado (que contiene un número infinito de 
elementos) sen compacto en el sentido débil. 

Definición 3. Una sucesión {x„) de elementos del espacio l 1 se 
denomina débilmente convergente hacia un elemento x 0 de este espacio, 
si para cualquier elemento a del espacio l* resulta válida la relación 

( x n , a) —(«o, a) para n oo. 

Notemos que de la convergencia do {i„| hacia x„ en la norma do 
i 2 y de la desigualdad de Canchy—Buniakovski se deduce convergen¬ 
cia débil de (x n } haci a x„, puesto que | (i„, a) — (x 0 , a) | = 
“ | (x,, — x 0 , a) | < V || x„ — x„||-||a|| para todo elemento a. 
La débil convergencia de {x„} hacia x 0 no lleva consigo, en ol 
caso general, la convergencia de (x„} hacia x 0 en norma de l". Por 
ejemplo, la sucesión {ei,} de todos los elementos del sistema orto- 
normalizado (11.8) converge débilmente hacia un elemento nulo 0, 
pues para todo elemento a del espacio se cumple la desigualdad de 
Bessel >) 

■» 

2 «) 2 ^||« || 2 , de acuerdo con la cual 

e„, a) -*■ (0, a) =0, cuando n -*• oo. Además, se ha demostrado 
anteriormente que la sucesión {e*} no convergo en lo norma de l 1 . 

La convergencia en la norma de í* (en diferencia de la conver¬ 
gencia débil) se llama a menudo convergencia fuerte. 

Definición 4. Un conjunto infinito E de elementos de l 1 se llama 
débilmente compacto , si en cualquier sucesión de elementos {x„}, per¬ 
teneciente al conjunto E, puede elegirse una subsucesión débilmente 
convergente. 

Es válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 11.3. Todo conjunto acotado en ¿ 2 , compuesto de un nú¬ 
mero infinito de elementos, es débilmente compacto. 


') Do acuerdo con el teorema 10.4, la desigualdad de Bessel es válida para 
cada elemento y cualquier sistema ortonorrnalizado en un espacio euclideo 
arbitrario. 
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demostración Sea E un subconjunto acolado arbitrario de 
l~ que contiene un número infinito de elementos, y sea (x„ } una suce¬ 
sión arbitraria de elementos de E. El carácter acotado del conjunto 
E permite afirmar que || x„ || ^ M, donde M es una constante. 

oo 

Peco, en tal caso, de la relación || x„ || 2 = 2 x íU s® desprende 

que la sucesión numérica de las fr-ésimas coordenadas £„>, de los 
elementos x„ es acotada para cualquier número k. Por consiguiente, 
en virtud del toorema de Bolzano—Weierstrass (véase teorema 3.3, 
v. I), en la sucesión (x„ ¡ puede elegirse tal subsucesión de elementos 
{x' n "} que las primeras coordenadas de estos elementos formen una 
sucesión numérica convergente; después, o partir de puede 

elegirse una subsucesión de elementos {atjj 1 } tal que tanto las pri¬ 
meras, como las segundas coordenadas do estos elementos formen las 
sucesiones numéricas convergentes, etc. Realizados k pasos, elige- 
mos una subsucesión de elementos {*'*’}, en la cual cada una de las 
primeras coordenadas forma una sucesión numérica convergente. 

Pongamos y„ = *{¡". Es evidente que {$/„) es una subsucesión 
de la sucesión original de elementos {x„} y que una sucesión for¬ 
mada por cualquier coordenada de los elementos y n os sucesión numé¬ 
rica convergente, es decir, si //„ = (y„„ . .. . . .), para 

todo k, la sucesión y nk converge cuando n — oo. Denotemos con g* 
el límite de la sucesión de las ¿-ésimas coordenadas de los elementos 
y n , es decir, pongamos I* = lim y„ * (k = 1, 2, . . .) y cercioré- 

Tl-oo 

monos de que la sucesión (£,, | 2 , . . ., . . .) es un elemento del 

espacio 1‘, es decir, de que la serio 2 si es convergente. Por cuanto 
II Un II M para todos los números n. tenemos para todo n 

(ii.i4) 

y, óon mayor razón, 

S (11.15) 

A—1 

(para cualquier número fijo N y para todos los números re). 

^ Pasando en (11.15) al límite para re-»- oo, obtendremos que 

Sí Sí A/ a con cualquier número i\, v esto es indicio do que la 

ham t 

sucesión (£„ | 2 , .... £„, . . .) representa cierto elemento de I a , 
que se designará por £. 

Resta demostrar que la sucesión {y n } es débilmente convergente 
hacia este elemento es decir, probar que para todo elemento 
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a = (a„ a 2 , .... a t , . . .) del espacio i s es válida la relación 
lím (p„, a) = (g, a), o bien, que es igual, la relación 

n-oo 

oo oo 

Hm 5 ynk<¡k— X &.«*• 

n-w *>al h= 1 

En vista de que lím y n¡t = % k , y, en virtud del teorema sobre el paso 

n«*oo 

al limite término a término (véase teorema 1.6), basta mostrar que 
la serie 

*■*•«» (1116) 

converge uniformemente respecto de todos los números n. Fijamos 

oo 

arbitrariamente e > 0. De la convergencia de la serie 2 a\ se deduce 
la existencia de tal número m 0 que 

"S ¿<-nr (11.17) 

1 

para todos los m > m 0 y para cada p natural (p = 1. 2, . . .). 

Aplicando al resto de la serie (11.16) la desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski para las sumas ') 


i r m -x p 


m+p 

k . 2 

vL 

S 

lft=m +1 


h’-'m | 1 J 


y aprovechando las desigualdades (11.14) y (11.17). llegamos a que 

Í m +p 

2j y»>,ak < e 

1 


para cualesquiera m > m 0 . p naturales y. simultáneamente, para 
todos los números n. Mas, esto significa precisamente que la serie 
(11.16) converge uniformemente respecto de todos los números n. 
El teorema está demostrado. 

El teorema demostrado es de muy amplio uso. En particular, se 
emplea frecuentemente en la teoría de los métodos de variación 
en la resolución de los problemas de la física matemática. 


§ 2. Espacio L 2 

1. Propiedades más simples del espacio L' 1 . El espacio L" ya lo 
conocimos en el p. 7, § 4, cap. 8, dedicado al estudio de las clases 
para p > 1. 


l ) Esta desigualdad se ha establecido en el Complemento 1 al capitulo 1, 
v. II. 
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Recordemos que se denomina espacio L" (E) a un conjunto de to¬ 
das las funciones {/ (x)} de tal género que cada función / (x) es me- 
dible sobre el conjunto E, y cada función ¡" ( x ), suniable (es decir, 
integrable on el sentido de Lebesgue) sobre el conjunto E , con la 
particularidad de que no distinguimos funciones equivalentes sobre E , 
considerándolas como un solo elemento de L" (E). 

L 2 (E) se llama brevemento espacio de ¡unciones con un cuadrado 
sumable (sobre el conjunto E). 

Notemos ahora mismo que todas las integrales en esto párrafo 
se entienden on el sentido de Lebesguo, y por el conjunto E se entiende 
un conjunto medible de medida finita positiva en la recta infinita, 
aunque toda la teoría que se expone se extiende sin complicaciones 
algunas al caso de un conjunto arbitrario de medida positiva E 
en un espacio do cualquier número n de mediciones. 

En el p. 7. § 4, cap. 8 so ha establecido que el espacio L 3 ( E) 
es espacio normado lineal con la norma de cualquier elemento /(x) 
de la forma 

El espacio L' 1 (£) se diferencia esencialmente de todos los demás 
espacios (£) para p ^ 2 en lo que L 3 ( E) es un espacio euclideo 
dotado de producto escalar de cualesquiera dos elementos / (x) 
y g (x) de la forma ') 

</,*)= \ ¡(x)g(x)dx. (11.10) 

K 

La validez en L 3 (£) de lodos los cuatro axiomas del producto escalar 2 ) 
proviene con facilidad de la independencia del producto ) (g) g (x) 
del orden de los factores, de las propiedades lineales de la integral 
y de la condición de equivalencia a cero de una función / 2 (x) me- 
dible, sumable y no negativa. 

Indiquemos, además, que de (11.18) y (11.19) se deduce que (al 
igual que en todo espacio euclideo) la norma y el producto escalar 
en L 3 están ligados entre si mediante una relación 

11/11 = ^( 777 )- 

Por fin, recordemos que en el p. 7. § 4, cap. 8 se lia demostrado 
que el espacio L l ( E ) es completo. 3 ) 


’) La definición de espacio euclideo y de producto escalar se da eu el § 1. 
cap. 10. 

*) Véanse en el § 1, cap. 10 los axiomas de un producto escalar. 

3 ) Recordemos quo un espacio normalizado lineal so llama completo, si 
pora cualquier sucesión fundamental (/„ > de elementos do este espacio (es decir, 
para lo sucesión (/„). para la cual lím sup | /„, — /„ || = 0) existe 

n—oo 

uu elemento / del espacio fí t hacia ol cual converge en R esta sucesión. 
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Pasemos, ahora, al esclarecimiento de las propiedades más pro¬ 
fundas del espacio L- ( E ). 

2. Separabüidad del espacio L". Veamos al principio un espacio 
normalizado lineal arbitrario R. 

Definición 1. Un conjunto M de elementos de un espacio norma¬ 
lizado lineal R se denomina siempre denso (o denso en R), si para 
todo elemento f del espacio R podemos separar una sucesión de elementos 
{/„ J de M que converja en la norma de R hacia /. 

Definición 2. Un espacio normalizado lineal R se llama separable, 
si en el mismo existe un conjunto numerable de elementos M siempre 
denso. 

El objetivo de este punto consiste en demostrar la separabilidad 
del espacio L~. 

Teorema 11.4. Un conjunto de funciones continuas sobre E es 
siempre denso en l? (E). 

demostración. Sea / (x) una función arbitraria de L- (E). Sin 
limitar la generalidad de los razonamientos, podemos considerar que 
j ( x) 0. En efecto, al introducir dos funciones no negativas 

r(x)=j(U(*)\+f (*». r <*)=4 (i / (*) i -/ (*». 

es fácil convencerse de la validez del teorema para toda función 
/ £ a condición do que para las funciones no negativas el mismo 
está demostrado. 

Además, podemos suponer que / (x) toma siempre los valores 
finitos. Así pues, sea / (x) £ £, (E) y0< / (x) < oo. 

Para coda número n, veamos una sucesión de conjuntos *) dis¬ 
juntos 

tí-*[£</<*)<*£!] (* = 0.1,2....). 

Entonces, evidentemente, para todo número n (n = 1, 2, . . .) la 
suma de los conjuntos mencionados respecto de todos los k = 0, 1, ... 

da el conjunto E , es decir, E = IJ E 

*-o 

Construyamos una sucesión {/„ (x)} de funciones, definidas sobre 
el conjunto E, al poner para cada número n que /„ (x) = */2", 
cualquiera que sea x perteneciente a E £. De este modo, cada función 
/„ (x) es función «escalonada» sobre el conjunto E (que toma a lo 
sumo un número numerable de valores). 

Ahora, es también obvio que para todos los números n y todos 
los puntos x del conjunto E queda válida una desigualdad 
_ 0 < / (x) - /„ (x) < 1/2". 

l ) Recordemos que el símbolo E i j satisface la condición .41 denota un con- 

S unto de todos los puntos de E. para los cuales la función f (*) satisface la con- 
.ición A. 
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de la erial proviene que la sucesión {/„ (j)¡ converge hacia f (x) 
uniformemente sobre el conjunto E. Pongamos 1' n (r) = 
= mín {n, /„(*)}. 

Toda función (i) toma sobre el conjunto E sólo un número 
finito de valores, con la particularidad de que la sucesión \x)) 
converge hacia / (x) en lodo punto de E. Además, por cuanto en cada 
punto de E se cumple la desigualdad 0 < / ( 2 ) ~ ( x) < f (x), 

de la cual proviene que [/ ( x ) — (*)]* < f* ( x ) en todo punto de E, 

entonces, en virtud del corolario del teorema 8.19, la sucesión 
1/ ( 2 ) — 'F„ (,t)) 2 converge hacia cero en L l (E), es decir, la sucesión 
'K„ ( 2 ) converge hacia / ( 2 ) en L 2 (E). 

Queda por demostrar que toda función ( 2 ) puede aproximarse 
en la norma de L" (E) mediante una función continua con cualquier 
grado de exactitud. Recordemos quo cada función 'F„ ( 2 ) toma sólo 
un número finito de valores, es decir, tiene por expresión 'F n ( 2 ) = 

Til 

=Jl! a ir“* (*). donde a* (A = 1, 2. m ) son unos números cons¬ 

tantes, y o) ft ( 2 ). las asi llamadas funciones características del con¬ 
junto E h : 

u = j l sobro el conjunto E k , 

* lO fuera del conjunto E„. 

De este modo, para finalizar la demostración del teorema es sufi¬ 
ciente construir una sucesión de funciones continuas que converja 
en L 2 { E) hacia la función o ( x) de la forma 



1 sobre el conjunto E» 
0 fuera del conjunto £„, 


donde E 0 es un conjunto medible contenido en E. 

Para el conjunto E 0 y para todo número n existen un conjunto 
abierto G n que contiene E 0 , y un conjunto cerrado F n contenido 
en E 0 de tal género que la medida de la diferencia G„ — F„ sea 
inferior a 1/n'). 


Denotemos con el símbolo F n un complemento del conjunto G n 


y pongamos 


?»<*) = - f 

P(*. fnl+Pli, Fn) 

donde el simbolo p ( 2 , F ) denota la distancia del punto 2 al con¬ 
junto F. 

Evidentemente, toda función tp n ( 2 ) es continua en E , es igual 
a la unidad en F„, igual a cero en F n y satisface siempre la condición 


*) En virtud de la definición de mensurabilidad del conjunto E„ y del coro¬ 
lario del teorema 8.5 (véase p. 2, § 2, cap. 8). 
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0 í fn W ^ f- De aquí obtenemos la siguiente estimación para 
la norma de la diferencia tp„ (z) — a> (x): 

II— ®lll*c» = 5 I«P.(*)—$ d;r< T’ (11-20) 
K o n -.r n 

la cual da por terminado la demostración del teorema. 

Demostremos ahora el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 11 . 5 . Para cualquier conjunto medible acotado E el 
espacio L 2 (E) es separable. 

demostración. Demostremos primero un caso en que el conjunto 
E es un segmento (a, 61. Probemos que podemos tomar a título de 
conjunto numerable siempre denso en L" (la, 61) un conjunto AI de 
todos los polinomios de coeficientes racionales'). 

De acuerdo con el teorema 11 . 4 , toda función / (z) de L 2 (la, 61) 
puede aproximarse con cualquier grado de exactitud en la norma 
de L 2 (la, 61) mediante una función continua. Luego, de acuerdo 
con el teorema de VVeierstrass 1 . 18 , toda función continua en el 
segmento la, 61 puede uniformemente aproximarse en dicho segmento 
(y, por tanto, también en la norma de L"- ([a, 61)) con cualquier grado 
de exactitud mediante un polinomio algebraico de coeficientes reales. 

Por fin. es obvio que un polinomio algebraico de coeficientes 
reales puede uniformemente aproximarse en [a, 61. y, por consi¬ 
guiente, en lo norma de L- ([a, 61) con cualquier grado de exacti¬ 
tud mediante un polinomio de coeficientes racionales. Con esto 
queda finalizada la demostración del teorema en el caso, cuando el 
conjunto E es el segmento la, 61. 

Ahora, sea E un conjunto medible acotado arbitrario. Por cuanto 
el conjunto E es acotado, se encontrará un segmento la, 61 que «on- 
tenga el conjunto E. 

Supongamos que / ( x) es una función arbitraria de L 2 (E). Haga¬ 
mos prolongar esta función al segmento la, 61, poniéndola igual 
a cero fuera de E. Resta notar que la función / (z), prolongada de la 
manera indicada, pertenece a la clase L 2 (la. 61), y, por eso, de con¬ 
formidad con lo demostrado más arriba, puede aproximarse con cual¬ 
quier grado de exactitud en la norma de L 2 (la, 61) (y, con mayor 
razón, en la norma de L 2 ( E )) mediante los polinomios de coeficientes 
racionales. Por consiguiente, en este caso también los polinomios 
de coeficientes racionales forman un conjunto siempre denso en 
L 2 (£). El teorema está completamente demostrado. 

3. Existencia en L 2 de un sistema ortonormalizado cerrado com¬ 
puesto de un número numerable de elementos. Para construir en 
E 2 un sistema ortonormalizado cerrado do elementos, partiremos de 

*) El hecho de que este conjunto M es numerable se desprende de nuinera- 
biJ'dad de todos los números racionales y de numerabilidad del número de 
todos los polinomios de diferentes grados. 
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lo que en L 2 existe un conjunto siempre denso de elementos/, . /a> 

Demostremos que un sistema normalizado cerrado puede ser cons¬ 
truido con ayuda de las combinaciones *) lineales finitas de elementos 
del conjunto siempre denso /„ f„ ... 

Este método de construir un sistema ortonormalizado se llama, 
de ordinario, proceso de ortogonallzación. 

Convengamos en considerar que entre los elementos / a , . . . 
. . /„, ... no hay linealmente dependientes 2 ) (de lo contrario, 

al aumentar sucesivamente el número «, tendríamos que eliminar 
en la {/„} cada elemento /„ que es una combinación lineal de ele¬ 
mentos /„ / 2 ./n-l)- 

Construyamos un sistema de elementos no nulos ortogonales dos 

a dos 'P,, 4T S .'P„, ... tales que para todo número n cada 

uno de los elementos V„ .... *Pn sea '«na combinación lineal 

de elementos /,. U ./„, y, viceversa, cada uno de los elementos 

/,, / a , ...,/„ sea una combinación lineal de elementos 'P'i, . . . 

• ... ^n 3 )- .... 

Demostremos, empleando el método de inducción matemática, 
que el citado sistema de elementos 'P l , 'K s , . . ., . . . puede ser 

sucesivamente definido mediante las relaciones 




Y," 

(/.. v.) (/„ v 3 ) 

(/„ V.) (/,. 1',) 

... (/„ 

... (/„ v,_.)/, 


Un, V.) Un, 

... Un, V»-.)/n 


( 11 . 21 ) 


para 2. (11.22) 


Está claro que el elemento V,, definido por la relación (11.21), 
es no nulo (pues, de lo contrario, para todo número n resultarían 
ser linealmente dependientes los elementos /,, f t , . ■ fn- 

De este modo, cuando n= 1, quedan cumplidas todas las exigen¬ 
cias mencionadas anteriormente. Supongamos ahora que el sistema 
Yj, IF», . . ., construida con ayuda de las relaciones (11.21) 

y (11.22), satisface todos los requisitos citados más arriba y cercio¬ 
rémonos de que en este caso se satisfacen también por el sistema 
'P l , 'Fj, . . ., *Pn, construido con ayuda de las mismas relaciones. 
De (11.22) se pone claro que un elemento 'P„ os una combinación 


*) Se dice que un elemento es combinación lineal de elementos/,, f t , . . 

I m , si existen tales números reales a m , a., . . ., a m que + • • • 

2 ) Esto^significa que ninguno de los elementos f n de {fn 1 es combinación 
lineal do un numero finito de otros elementos de {/„}. 

3 ) En ol lenguaje del álgebra Lineal esto significa que la cápsula lineal 
tendida sobre los elementos >?,. fj, . . .. 1',, coincide con la cápsula lineal 
tendida sobre los elementos /,. /., ...,/„. 
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lineal de elementes /,, / s ./„, y, por lo tanto, no es nulo 

(de lo contrario, sería un elemento nulo la citada combinación 

lineal, es decir, los elementos /,, f .. /„ resultarían ser lineal- 

mente dependientes). 

Luego, por cuanto los elementos /„ /,, . . ., se expresan 

linealmeute en términos de *F,, Tj.'K„.„ y como el menor 

en la esquina derecha inferior del determinante (11.22) de /„ es igual 
a |1 T„_, || '), y, por eso, es distinto de cero, de la igualdad (11.22) 
concluimos que también el elemento /„ se expresa linealmente en 
términos de V,. *!',.V,,. 

Por fin, de (11.22) se deduce inmediatamente que el elemento 
'l',, es ortogonal con relación a cada uno de los elementos I',, “F., . .. 
. . ., En eteeto, si k es cualquiera de los números 1, 2, . . . 

. . n. — 1, entonces, al multiplicar ambos miembros do (11.22) 
escalarmente por ’I'j,, obtendremos on el segundo miembro un deter¬ 
minante cuyas columnas /.--ésinia y n-ésima sou iguales. De lo que 
tal determinante os igual a coro proviene que (V„, H',,) 0 para 

todo /;«=!, 2.« — 1. 

Queda finalizada la inducción yol sistoma'F,, V,.>F n . 

que satisface las exigencias mencionadas, está construido. 

Ahora, al poner, para cada número n. <p„ = 1'„/|| 'F„ ||, obtene¬ 
mos un sistema ortononnalizado q>,, tp t , .... ip„, ... 

El carácter cerrado del sistema construido [<p„) se deduce en 
seguida de lo que todo elemento del conjunto siempre denso {/„} 
es una combinación lineal de un número finito ele elementos dol 
sistema {<p„ j. 

De la numernbilidad del conjunto siempre denso de elementos 
/,. /,. ... se desprende que el sistoma ortononnalizado 

cerrado construido contiene a lo sumo un nilmero numerable de ele¬ 
mentos. Mas, el número de elementos de este sistema no puede ser 
finito, pues, esto significaría queel espacio L- os de dimensión finita 1 ). 

Con esto queda definitivamente demostrada la uxistoncia on 
de un sistema ortouormalizado cerrado compuesto de un número 
numerable de elementos. 

Señalemos cu conclusión que un sistema ortononnalizado cerrado 
de elomentos en !? se denomina, a menudo, base ortonormalizada 3 ). 

*) Para cerciorarse do esto, basta escribir ln igualdad (11,22) para ol núme¬ 
ro (n — 1) y multiplicarla escalamiento ñor 

a ) El hecho de que la dimensión del espacio /, J (£) os inlinlta se deduce 
directamente de que para cualquier número n, prefijado de antemano en osle 
espacio, existen n elementos linealmente independientes 1 , x, r ! .*«-i. 

a ) Un sistoma de ulementos (q>„) se llama hau del espacio L‘ (£), si a todo 
elemento./ de l? (£) lo corresponde unívocamente un desarrollo de oste elemento 

OO 

en serie ^ e n <p n con coeficientes constantes c nt convergente hacia i*l elemento / 

»»=»! 

en Ja norma dol espacio L x (E). 

2ü-r.«;o 
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4. Jsonioríisnio de los espacios L- y l ¿ y corolarios. Al igual que 
en el espacio se introduce en el espacio L‘ (E) el concepto de 
convergencia débil de una s.ucesión de clomentos y el de compacticidad 
débil de un conjunto de elementos. 

Definición 7. Una sucesión {/„ (x)} de elementos del espacio 
L- (£) se denomina débilmente convergente hacia un elemento f (x) 
de este espacio, si para cualquier elemento g (x) de L 2 (E) es vfilida la 
relación 

(f n • ¡?) -*• (/, g) pura n -+ oo, 
o bien, que es lo mismo, 

) fn <*) S (*) dx ~*- 5 / (*) 8 ( x ) dx P ara n—oo. 
i: e 

De un modo elemental, por suma analogía con el caso de P, se 
demuestra que de la convorgoncia de {/„ (x)) hacia / (x) en la norma 
de £* (£) se deduce la convergencia débil de {/„ (x)} hacia / (x). 
Por supuesto, la convergencia débil de los elementos de L‘ ( E) no 
llova consigo la convergencia en la norma de L 2 ( E ) (do ojemplo puede 
servir cualquier sucesión ortonormalizada de elementos del espacio 
L 2 (£)). 

Definición 2. Un con]unto infinito M de elementos del espacio 
f, 2 (E) se llama débilmente compacto, si en cualquier sucesión de ele¬ 
mentos {/„ (x)}, perteneciente al conjunto M, puede separarse una sub¬ 
sucesión débilmente convergente. 

Por suma analogía con lo quo se lia hecho pora el espacio /*, en 
el espacio L 2 se introduce el concepto de funcional lineal continua. 

Definición 3■ Una funcional l (/). definida sobre los elementos / 
del espacio L‘ (E). se llama lineal, si para cualesquiera dos elementos / 
y g del espacio L 2 (E) y para cualesquiera números reales a. y p se verifica 
la Igualdad l (aj + pg) = al (/) 4- p¿ (g). 

Convengamos en llamar los clomentos j de L‘ (E) puntos de este 
espacio (en los casos cuando ello sea cómodo). 

Definición 4. Una funcional l (/). definida sobre los elementos 
f.del espacio L 2 (£), se llama continua en un punto f„dedicho espacio, 
si parp cualquier sucesión {/„} de elementos de L 2 (£), convergente en 
la norma de I 2 (£) hacia el elemento /„. una sucesión numérica l (/„) 
converge hacia l (/„). 

Definición 5. Una funcional l (/) se denomina simplemente con¬ 
tinua, si es continua en cada punto f del espacio L 2 (£). 

Lo mismo que en el caso de P, es fácil demostrar que si una fun¬ 
cional lineal en L 2 ( E) es continua al menos en un solo punto de 
L 2 (E), será continua en todo punto de L 2 (£), es decir, es simple¬ 
mente continua. 

Surge, naturalmente, la cuestión de aplicación en el espacio 
L 2 (£) del teorema 11.2 sobre la forma general de la funcional lineal 
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continua y del 11.3 sobre la compacticidad débil de todo conjunto 
acotado (en norma), demostrados ambos para el espacio í*. 

Establezcamos una relación profunda existente entre los espacios 
L 2 y l 2 , que nos permitirá constatar inmediatamente la validez para 
el espacio L 2 de los teoremas que acabamos de citar. 

Introduzcamos la siguiente noción fundamental. 

Definición 6. Dos espacios euclídeos arbitrarios R y R' se llaman 
isomorfos, si entre los elementos de dichos espacios se puede establecer 
una correspondencia biunívoca de un modo tal que, a condición de qué 
los elementos x e y' del espacio R' son imágenes de los elementos x e y 
del espacio R, se cumplan los siguientes requisitos: 1) un elemento 
x' + y del espacio R' es la imagen del elemento x + y del espacio R: 
2) con cualquier X real, un elemento Xx del espacio R' es la imagen del 
elemento Xx del espacio R: 3) los productos escalares (x', y') y (x, y) 
son iguales. 

En el curso de álgebra lineal se establero que todos los espacios 
euclídeos n-diroensionales son isomorfos entre sí e isomorfos al 
espacio E ”. 

El objetivo principal de este punto consiste on establecer el isn- 
morfismo de los espacios euclídeos de dimensión infinita L* (£) 
y P. Pero, demostremos, ante todo, el siguiente teorema notable. 

Teorema- 11.6 {teorema de fíiesz — Fishcr). Sea {qi n } un sistema 
ortonormallzado arbitrario en L 2 (E) l ). Entonces, para toda sucesión 
de números reales (c,, c t . . . c n , . . .) que satisface una condición 

30 

y¡ el c tx>, es decir, es un elemento de l 2 , existe una, y sólo una, fun¬ 
ción i (x) del espacio L 2 (E) tal que c„ = (/, <p„) = j/(i) ip n ( z ) dx 


y Jl<* = 11/II a = J i* (*) dx. 

K 

n 

nEMosTRAcrON. Pongamos /„= 2 c k<tk- La sucesión {/„} es 
fundamental, puesto que ¡ora m^n se verifica la igualdad 

m oí 

Wim — tnW 1 — 2 el y, por hipótesis, la serie V c* es convergente. 

k*=n+ 1 A»! 

Mas, en este caso, por ser completo el espacio L 2 (E) (la completitud 
fue establecida en el p. 7, § 4, cap. 8) existe un elomenlu / del espacio 
L 2 ( E) de tal género que 


Un» || /„ — /|| = lím 




>0. 


(11.23) 


*) No se presupone la completitud, ni menos aún. el carácter cerrado do este 
sistema. 

26* 
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De la última relación y de la identidad de Bessel (10.17), obtenida 
en el § I, cap. 10’), se deduce que 

n ns. 

lím 2 4 = 11/II 1 . es decir, 2 4 —11/II 2 . 

»-»fc=i *=i 

Demostremos que (/, <pu) c¡, para todo número k. Con este l'in 
notemos que en virtud de que el sistema {cp,,} es ortonormalizado 
para todo « ^ k, se verifica la igualdad 

, n n 

Un- »*)-= \ 2 «i Vi. <!>)= 2 <|„) — Cf, , (ti.24) 

y lomemos en consideración que, en virtud de la desigualdad de 
Cauch y— Bu nía ko vski, 

I Un, <H) ~U, <u) I = I Un - /. >k) I < KÍÍ7» ~-t TFIPM = KII/.-/II 

y, en vista de (11.23), es válida la relación 

(/n. <Pa) — (/. <P») Para « —- oo (11.25) 

Do (11.24) y (11.25) obtenemos que (/, ip*) = c* para todo número k. 

ílesta por demostrar que / es el único elemento de L* (E) que 
satisface todas las condiciones del teorema. Sea y cualquier otro 
elemento de L 1 (E) que sntisface todas las condiciones del teorema. 
De la desigualdad do Caucliy—Buniakovski | (/„ — /, g) | ^ 

< V II / n — / Ñ- V II K II v de (11.23) se deduce que 

(Jn— f- e) — 0 para n — oo. (11.26) 

Pero, do la igualdad (g, tp*) = c» y de los axiomas del producto 

escalar proviene que 

(/« — /,?) = ( 2 '¡.y» — /. g ) = ¿ c k (g, ((>) — </, s) — 2 4 —(/, g) , 

de suerte que, en vista de (11.26), 

2 4 = (/.<?). (n-37) 

h=\ 

9» CW 

De (11.27) y de las relaciones 2 4 = 11(11* y 2 4 = 11# II 2 

' h -1 

obtenemos 

II / - s II = (/ - g, 1 - g) = ll 1 li 2 - 2 (/, *> + II e II 3 = 0. 


') La citada desigualdad de Bessel se cumple para todo sistema ortonorma- 
izado en cualquier espacio cuclídeo. 
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Mas, esto significa precisamente que la diferencia / — ¡¡ es nn ele¬ 
mento nulo do L 3 (£'). es <lecir. / «= g. El teorema está completamente 
demostrado. 

Observación Si un sistema ortouormalizado (tp„ | está cerrado 
o, por lo menos completo, la unicidad del elemento / tendrá lugar 

CU 

incluso sin la exigencia de que S “= II / II* (véase con esto motivo 

k-i 

el teorema 10.8). 

Apoyándonos en el teorema de 11 iesz—Fisher, dernostromos ul 
siguiente teorema fundamental. 

Teorema 11.7. Los espacios L* (E) y P son isomorfos. 
demostración. Elijamos en el espacio L 1 (E) un sistema octo- 
normalizado cerrado {<p fc } y pongamos on correspondencia a todo 
elemento / del espacio L 1 (E) un elemento c = (c,. c„ . . c„, . ..) 

del espacio P cuyas coordenadas c>, tienen por expresión c h = (/, q> fc ) 
(/>• = 1. 2. . . .). En virtud del teorema 11.6, tal correspondencia os 
biunívoea. 

Queda por domostrar que si a los elementos / y g del espacio 
L" (K) les corresponden, respectivamente, los elementos c = (c,, 
c 2 . . . <•„, . . .) y ti — (d,. dj. . . d„, . . .) del ospacio 1‘. 

entonces: 1) al elemento / + g le corresponde el plemcnto c + d •= 

= (c, + d„ c¡¡ + d s .c„ + d n . . . .), 2) para todo \ real, al 

elemento le corresponde un elemento h- — (Xc,. Xc a , . . . 
. . .. >.<•„. . . .). 8) se verifica la igualdad 

U,fí)^(c.d)=f ¡ c k d k , (11.28) 

4-1 

llamada, corrientemente, igualdad generalizada de Parsenal. 

Las exigencias 1) y 2) se deducen de las propiedades del producto 
escalar 1 ). Demostrémosla igualdad (11.28). Por ser cenado el sistema 
!<[’*}. para cada una de las funciones /, g y / + K son válidas las 
igualdades de Parseval 

</,/) = hd. (g, g) = S di 

¿«1 Jt**l 

</+*,/+*>“ S (c»+d*) 2 . 

*=>1 

AJ sustraer (11.29) de (U.«M)), obtendremos 

2(/,g) = 2 23 c h d h . 

*=1 

El teorema está completamente demostrado. 

■) Para demostrar 1). basta notar que (/ + g. qj,) = {i. q h I + (K, qq,i — 

= «i, + di,. 


(11.29) 
(i 1 -30) 
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E! teorema demostrado permite considerar l- como una forma coor¬ 
denada de notación de los elementos del espacio L 2 (E). Este teo¬ 
rema hace extender a L- (E) todas las afirmaciones establecidas para 
I i , y viceversa. 

En particular, del teorema 11.7 se deducen las siguientes afir¬ 
maciones. 

U. El espacio Z* os completo. 

Cualquier conjunto acotado on norma de IJ‘ (E), que contiene 
un número infinito de elementos de L‘ (E), es débilmente compacto. 

.T. Para toda funcional lineal continua l (/), definida sobre los 
elementos / del espacio L 2 (E), existe uno, y sólo un elemento g 
del espacio I? (E) de tal género que para todos los elementos / del 
espacio L 2 (/■,') se verifique la igualdad l (f) — (/. g), con la parti¬ 
cularidad de que 


11*11 = sup 

Kl.HKI 


I ‘ 1/) I 

II / li 


II gil. 


Desdo el punto de vista de la mecánica cuántica, el teorema 11.7 
es una argumentación matemática de la equivalencia existente entre 
la «mecánica matricial» de Iieisonborg y la «mecánica ondulatoria» 
de Scluodingor, la primera de las cuales empleaba como aparato 
matemático el espacio coordenado y la segunda, un espacio de 
funciones con cuadrado integrable /A 

El teorema 11.7 sugiere, naturalmente, lina idea de que arabos 
espacios, l 2 y L", son sólo dos diferentes realizaciones concretas de un 
mismo espacio abstracto, y nosotros pasamos al análisis de dicho 
espario. 


§ 3. Espacio abstracto de Hilbcrt 

I. Concepto de espacio abstracto de Hilbcrt. Un espacio de liil 
bet't H, el que ya conocimos en forma de dos sus realizaciones concre¬ 
tas l 2 y £*, se introduce axiomáticamente como una totalidad de ele¬ 
mentos X, Y, Z, ... de cualquier género que satisfacen un sistema 
determinado de axiomas. 

He aquí todos los axiomas a los cuales lian de satisfacer los cle¬ 
mentes del espacio abstracto de Hilbcrt H. 

1. a) Axioma sobro la existencia de una regla, por medio de la 
cual a cualesquiera dos elementos X e Y del espacio H se les pono en 
correspondencia un elomento de este espacio Z, llamado suma de 
X o Y. 

b) Axioma sobre la existencia do una regla, por medio de la 
cual a todo elemento X del espacio H ya todo número real X se 
les pone en correspondencia un elemento del espacio U. llamado 
producto de X por X. 
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c) Ocho axiomas del espacio lineal l ). 

II. a) Axioma sobre la existencia de una regla, por medio de la 
cual a cualesquiera dos elementos X e Y del espacio H se les pone en 
correspondencia un número, llamado producto escalar de estos ele¬ 
mentos y denotado con el símbolo (X. Y). 

!>) Cuatro axiomas del producto escalar 2 ). 

III. Axioma sobre la completitud del espacio H respect o de la 
norma definida mediante una igualdad || X || = V ( X , X) 3 ). 

IV. Axioma sobre la existencia en H de cualquior número prefi¬ 
jado de antemano do elementos linealmentc independientes. 

V. Axioma sobro la existencia en H de un conjunto numerable 
de elementos siempre denso (en el sentido de la norma de H). 

Dicho de otro modo, se llama espacio de Hilbert H todo espacio 
euclídeo lineal completo separable de dimensión Infinita. 

En el espacio do Hilbert H so introducen: 1) concepto de conver¬ 
gencia de una sucesión de elonientos en norma y de convergencia débil 
(se dice que una sucesión de elementos (X n ¡ es débilmente conver¬ 
gente hacia el elemento X , si para lodo elemento Y os válida la rela¬ 
ción ( X„. Y) -- (X, Y) cuando n — oo); 2) concepto de compacti- 
cidad débil del conjunto M do elementos de H (quo se define como la 
posibilidad de elegir en cualquier sucesión de olemontos de M una 
subsucesión débilmente convergente); 3) concepto de funcionales 
lineal y continua l (X), definidas sobre los elementos X del espacio // 
(una funcional / (Áf) se llama lineal, si t (aX 4- f>Y) = a I (.V) + 
~ (1/ (Y) para cualesquiera elementos X o Y del espacio H y para 


t) i.os ocho axiomas mencionados pueden encontrarse en cualquier curso do 
álgebra lineal. Para mayor comodidad damos aquí estos axiomas. 

1°. X +■ Y = Y -f X (para cualesquiera elementos X c V). 

2°. X -i- (V -i- X) •= (X -i- 1') -i- X (para cualesquiera elementos X Y y Z|. 

3°. Existe un elemento 0 tal que X — 0 = X para todo elemento X. 

V. Para cada elnmento X existo un elemento X' tal que -V -i- ,\" -- (I, 

5°. a (pX) — (ap)-X para todo elemento X y cualesquiera números rea¬ 
les a, y p. 

(i°. 1 • X = X |iara todo elemento X. 

T~. (« -|- P) X = ai'- px para todo elemento X y cualesquiera números 
reales a y p. 

8°. a (X + Y) --- aX + clY para cualesquiera elementos .Y e Y y todo 
número real a - 

! ) Eos axiomas del producto escalar so tratan en el g l. cap. 10. Para mayor 
comodidad damos aquí estos axiomas. 

1‘. (i". Y) = (y. X) para cualesquiera X o y. 

2°. (X + y. X) = (X. X) -+- (y. Z) para cualesquiera elementos X, Y, X. 

3°. (rtX, Y) = a (X, Y) para cualesquiera elementos X e Y y todo número 
real a. 

4°. (X, X) :> 0 para todo elemento no nulo X, (0, 0) = O. 

3 ) Véase la defiuición de espacio normalirado lineal en el p. 7. 5 4, cap. 8. 
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todo» los números reales a y (5; una funcional l (X) se llama continua 
en un «punto» X», si / (X„)-W (X„) para toda sucesión {X„ } de 
elementos de //, para la cual || X„ - X„ || —^ 0: simplemente con¬ 
tinua se denomina una func ional l (X) que es continua en todo punto 
X dol espacio II). 

Por suma analogía con lo que so ha hecho en el p. 3, § 2 para el 
espacio L 1 . en ol caso del espacio de Hilbort H se demuestra la exis¬ 
tencia de un sistema de elementos ortonormaltzado cerrado {<!>„ } (con 
este fin se realiza el proceso de orlogonalización de un conjunto de 
elementos do H siempre denso). 

Para el espacio abstracto de Hilbert II (al igual que para L? 
también) es válido el teorema de liiesz—Fisher : si {<I)„ } es un sistema 
ortonorraalizado arbitrario en II. y (e„ c„ . . c„. . . .), una suce¬ 
sión arbitraria de números reales que satisfacen la condición 

<" «=. oxislo en H , y, además, el único elemento X tal que 

c„ - (x. «i»*) > 2 c* - ii x ii*. 

La demostración de este teorema se diferencia de la dol teo¬ 
rema 11.6 sólo en lo que en todos los razonamientos conviene tomar 
los elementos de H en lugar de los elementos del espacio L-. 

El teorema do Riesz—Fishcr permito establecer el siguiente teore¬ 
ma fundamental. 

Teorema 11.8. Todos los espacios de Hilbert son isomor/os uno al 
otro. 

Basta demostrar que todo espacio de Hilburl H es ¡somorío al 
espacio 1‘. y con este fin es suficiente repetir la demostración del 
teorema 11.7. sustituyendo en lodos los razonamientos los elementos 
de L' ¡ por los de II. 

Del teorema 11.8 so deducen en seguida las siguientes afirma¬ 
ciones. 

1°. Todo conjunto acotado en norma de II que contiene un número 
infinito de elementos de H es débilmente compacto. 

2 o . Para cada funcional lineal continua l (X), definida sobre los 
elementos X del espacio de Hilbert H. existe uno (y sólo un) elemento 
Y de este espacio tal que para lodos los elementos X del espacio H se 
verifique la desigualdad l (X) -— (X. y), con la particularidad de que 

11 1 11 - sup L ¡rfir = 11 Y ll- 

* e II il a II 

Observación. Se puede mostrar que todo conjunto M débilmente 
compacto de un número infinito de elementos de II es acotado (en la 
norma de H). De otras palabras, se puede demostrar que el carácter 
acotado de un subconjunto M de H que contiene un número infinito de 
elementos constituye una condición necesaria y suficiente de la com- 
pacticidad débil de dicho subconjunlo. 
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2. liquivalencia de los conceptos de completitud y de carácter ce¬ 
rrado de un sistema ortonor matizado en el espacio de Hilltert. Do 
acuerdo con el teorema 10.7, en cualquier espacio enclídeo (y, por 
lo tanto, en cualquier espacio de Hilbert) todo sistema ortonorma¬ 
lizado cerrado es completo. Ahora demostremos que en el espacio de 
Hilbert es válida también la afirmación inversa. 

Teorema 11.9. Todo sistema ortonormalizado completo de elementos 
de un espacio arbitrario de Hilbert es cerrado. 

demostración Sea {í>„ } un sistema ortonormalizado completo 
arbitrario de elementos de H . y sea ¥ cualquier elemento de II. Es 
suficiente mostrar que la n-ésima suma parcial S„ de la serie de 
Fourier del elemento 'F según el sistema {(b„ J converge hacia dicho 
elemento ’F en norma de II. 


1> ro 

Sea c„ = (*F, — T¡ c u <Por cuanto la serio y el os 

convergente 1 ) (en virtud do los axiomas del producto escalar y 
de lo que el sistema {©„} es ortonormalizado) y puesto que. para 
todo m ^ n 


\S m -S n 


2 c„'l\ 

7i—n+ I 


! 2 S D,’l\)= £ el 

A—n+1 1 ' A—nfl 


la sucesión {.S„ j es fundamental. 

Mas. en este caso, por ser completo el espacio II. oxiste un ele¬ 
mento de esto espacio 'F„ tal que 


II - Y. II — 0 para n - eo. (11.31) 


Hcsla por demostrar que 'F« = 'F. Con este lili es suficiente probar 
que los elementos 'F y ’Fo tienen iguales coeficientes de Fourier 2 ). 
Fijemos un número arbitrario k. Para todo n k. en virtud del ca¬ 
rácter ortonormalizado del sistema {<I>„) y de los axiomas del pro¬ 
ducto escalar. 

(S„, '!>„)-( ¿ <•!«>«. '*>»)” I c, (<!»,. <1»„) -=c A - (11-32) 

'1-1 ' i-i 


Por otra parte, dado que, en vista de la desigualdad de Caucliy— 
Buniakovski. 


| (S n . <!>*)— (¥„, ©*) I = | (5„ — V„ <H») | < 

< V\\ S„ —T„ H ©* || - F II 5 n - V, |l. 

l ) La convergencia (le esta '.-crio proviene, por ejemplo, de la desigualdad 
do BetiscI (véase teorema 10.10). 

*) En efecto, la coincidencia de todos los coeficientes de Fourier de los 
oleinentos V y T a significaría que el elemento "?= "Fo es ortogonal a todos los <t>„. 
y, por tanto, es nulo, por sor completo el sistema <D n . 



Cap. U, Espacio de Hiliii-rl 


de (11.31) se desprende que 

($„. <&*)-*• (V 0 , '!>*) cuando «-» oo. 

De es la relación y de (11.32) obtenemos que (V-, <!>*) = r» = 
— (V, *!>*). El teorema está demostrado. 

Corolario. En el espacio de Hilbert tí la completilud de un sistema 
ortonormolizado es equivalente a su carácter cerrado. 

OBSERVACION. Para un espacio enclideo no completo ol teorema 11.9 
no es, en el caso general, válido. 

Ilustremos esto hecho con ol siguiente ejemplo *). 

Examinemos un espacio euclideo 0> de todas las funciones / (r), 
continuas sobre un segmento I—a, ni. con un producto escalar defi¬ 
nido mediante la igualdad 

rt 

(/.!?)= $ /(*»*(*)**• 

-rt 


Por supuesto, este espacio no es completo s ) (y. por lo tanto, no os 
de Hilbert). Construyamos en este espacio un sistema orto norma- 
lirado comploto de elementos que no sea cerrado. El proceso de cons¬ 
trucción de tal sistema se subdivido en dos etapas. 

1 . Primero demostremos que on el espacio de Hilbert E" |— ji, ni 

existe un sistema ortonormalizado completo <p 0 . <Pi. <p«.<p„. ... 

tal que la función <p 0 (x) os discontinua sobro el segmento I — ir, jii 

y todas las funciones <p„ (x). n - 1. 2.son continuas sobre 

dicho segmento. 

Pongamos 


V. 


*.<*)-< TT purn 
o 


v M (*)—(„ 


vs 


para — n<*<0. 

1 . 2 . ...). 


(11.33) 


Visea 


y=- para — 

para Os^xs^rt 


(« = 1. 2, ...). 


*) Este ejomplo nos proporcionó Sb. A. Aliraov. 
*) Es —«*-•—*- «-■- -. 


«a. róniro.^'íSS? 0 í'* 3 ' una fu “ ci¿n /•(*) sobro ol segmento 1— n. nj que 
sea conl nua a tro?os (pero no estrictamente continua) >• observar que (en virtud 
friliSlí!?, 2 í® J" 5 ?■ “P- I®) I» sucesión de sumas parciales de In serie 
/> i* d ® F ?“5 er de la fuación lo (*) eonvorge hacia esta función en la 
I™"'* L * 7 n .- n| - Por s f r completo el espacio I — n|, la citada sucesión 

es imaT.n “ íun, jameD!al. Aunque todo elemento de dicha sucesión 

continua on [-n, ni. su hmite en /.= |- n, n| (es decir, la íun- 
cíón / 0 (x)) no pertenece a C •. 
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Indiquemos ahora mismo que la función ¥0 (z) es discontinua 
sobre el segmento l—it. n), mientras que todas las demás funciones 
Y„ (z) (n — 1, 2, . . .) son continuas en el mismo. Además, es fácil 
comprobar que la función Yo (z) es ortogonal en 1—n, ni a cada una 
de las funciones Y„ (z) (para todo n = 1, 2, . . .). 

Cerciorémonos de que aunque el sistema (Y„ (z)} (n — 0. 1, 
2. . . .) no es orlonormalizado en I—n, n], es, sin embargo, com¬ 
pleto en el sentido de que cualquier elemento / (z) del espacio 
U 1 1—n, ni, ortogonal a todas las Y„ (z) (para n = 0. 1, 2, , . .), 
será idénticamente igual a cero. 

E 11 efecto, sea / (z) un elemento cualquiera del espacio I"~ (— n, ni, 
ortogonal a todas las Y n (z) (n = 0, 1, 2, . .). 

Do la ortogonalidad de / (z) a todos los elementos de {Y sn „, (z)} 
(» “ 1. 2, . . .) se deduce que sobre el segmento 1—n, 01 la función 
Í (z) OS ortogonal al sistema | JV[^sen_nar | ^ ^ ^ 2, . . .), 

y, por consiguiente, por ser completo este sistema en I—n, 01 (la 
completitud está establecida en la observación 1 del p. 2. $3, cap. 10) 
la función / (z) es equivalente a cero sobre 1—n, 01. 

E 11 este caso de la ortogonalidad de / (z) a todos los elementos 
Y 2 n (z) (« = 0, t. 2, . . .) se deduce que en el segmento (0. ni 

la función / (z) será ortogonal al sistema —~ VT~cu^ lu - ( n 

y 71 y ti 


*=1,2... .), y. por ser completo este sistema en (0, ni (la comple- 
tiluil está establecida en la misma observación 1, p. 2, § 3, cap. 10) 
la función / (z) sorá también equivalente a cero 011 el segmento 
10, ni. 

De este modo, la función / (z) es equivalente a cero sobre todo 
el segmento I—n, ni. 

Así pues, el sistema (Y„ (z)} (n = 0, 1, 2. . . .) es completo 
en L" I—n, ni. Al aplicar el proceso de ortogonal i zación al sistema 
Y„ Y», Y,, .... Y„, .... obtendremos un sistema ortogonal 
Y 0 . "Y,. Y s .- ... Resta normalizar este último sistema. 

es decir, poner l ) <p 0 = Yo. <Pn ~ - =?— (para n = 1, 2, . . .). 

I' [I 

Obtendremos un sistema ortonormnlizado completo {tp„} (n = 
= 0. 1. 2. . . .). cuyo elemento nulo tp 0 (z) = Y„ (z) so define 
mediante la fórmula (11.33) y representa una función discontinua 
sobre el segmento 1—n, ni. mientras que todos los demás elementos 
son continuos en 1—n, ni. puesto que son combinaciones lineales 
de las funciones continuas. 

2*. Volvamos ahora al análisis del espacio C° de todas las fun¬ 
ciones continuas sobre el segmento I—n, ni y demostremos que el 


*1 Tenemos presente que II Y« II =* 1. 
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sistema <f,, i(.,.'p„. ... es completo en este espacio, pero 

no es en C* cerrado. 

Primoro cerciorémonos de que el sistema {<p„} (» = 1 , 2, . . .) 
es completo en C°. Sea 'K un elemento arbitrario do 0>. ortogonal a 
tollas las ip„ para n = 1, 2, .... es decir, de tal índole que 

(V. q>„) =0 para n = 1, 2. . . . (11.Sé) 

Kntoares, la función 

/ = V - < f0 (V, To ) (11.35) 

será nn eleinenio de L- |—n, n] y satisface las condiciones ') 

(/• fn) = O para todo n = O, 1, 2. . . . (11.36) 

Por .ser el sistema {cp„) (n -= O, 1, 2, . . .) rompido ou £ a [—jj, ni, 
de (11.36) se deduce que; es nn elemento nulo, y, entonces, de (11.35) 
y de lo que la función ’K (x) es continua y la función ip 0 (a:), discon¬ 
tinua sobro [— n, it] se deduce que (¥, q 0 ) = 0. La última igualdad 
considerada junto con (11.34) deja constancia de que ¥ es mi ele¬ 
mento nulo, es decir, demuestra la completUnd en C° del sistema 

(<M («. = 1,2,..,). 

Demostrónios ahora que el sistema {<f„) (n = 1, 2, . . .) no es 

n 

cerrado en C°. Sea P un polinomio de la forma P = 2 «*<]’* con 

unos coeficientes sumamente arbitrarios a h (k =1.2 . n). 

Por ser ortonormalizado el sistema {<p ft } (n = U, 1. . . .) y en vista 
do los nx¡ornas del producto escalar, tenemos 

||qio-y > ||=|/(q>o-f > , ||¥.|| I -H|/ , ||*>i. (11.37) 

Por cuanto un conjunto de funciones continuas es siempre denso en 
Lr\—si, ni, para un elemento <p„ se encontrará tal función continua 
/(*) que 

II f'o - / II < 1/2. (11.38) 

Pero, de (11.37) y (11.38) proviene quo || / — P ]| > 1/2 para un po- 
linomio sumamente arbitrario (con cualesquiera coeficientes) y oslo 
quiere decir precisamente que el elemento / del espacio C° no puede 
aproximarse en la norma de Lr [—ji, ni mediante una combinación 
linoal de elementos de {cp n ) (n = 1, 2, . . .), es decir, significa que 
el sistema (<p n ) (/?=!, 2. . . .) no es cerrado en C°. 


M Ed efecto, cuando /*= i, 2, . . . (11.36) se deduce en seguida de (11.34) 
y Ue . Ja ortogonalidnd de <p 0 a todas las ip n (*=1, 2, . . .). La igualdad (/. a„) = 0 
proviene de (11.35). de los axiomas del producto escalar y de lo quo (<p 0 . rp t ) = 1. 
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§ 4. Operadores autoconjugados totalmente continuos 
en el espacio de Hilbert 

1. Concepto de operador lineal continuo. Sea // nn espacio de 
Hilbert arbitrario. Los elementos de este espacio se denotarán, para 
mayor comodidad, mediante letras latinas pequeñas x, y, t, ... . 

Si so conoce una regla, por medio de la cual a todo elemento x 
del espacio H se le pono en correspondencia cierto elemento de espacio 
citado y, suelo decirse que en II está definido un operador A que 
actúa de H en H, y se escribe y — Ax. 

Definición I. Un operador A se llama lineal, si para cualesquiera 
elementos x e y del espacio H y para todos los números reales a y (5 
se cerifica la Igualdad 

/l (ccx 4- p y) = a-Ax 4- p-/lp. 

Al igual que en el caso de una funcional, llamemos (cuando sea 
cómodo) los elementos del espacio H puntos del mismo. 

Definición 2. Un operador arbitrario A que actúa de U en H se 
llama contirmo en el punto x 0 del espacio H, si para cualquier sucesión 
{z„ ) de elementos de H que converge en la norma de H hacia el ele¬ 
mento x 0 . la correspondiente sucesión {Ax ,,} converge en la norma de II 
hacia un elemento Ax n . 

Definición 3. Un operador A se llama continuo, si es continuo en 
todo punto x del espacio H. 

Definición 4. Un operador arbitrario A que actúa de U en II se 
llama acotado, si existe una constante C tal que para todos los elementos 
r del espacio H se cumple la desigualdad || Ax || <.C || x |). 

Las definiciones enunciadas 1—4 son completamente análogas 
,i las definiciones correspondientes 1—4 para una funcional formu¬ 
ladas en el p. 2 § 1 de este capitulo. 

lista analogía permite ofrecer sin demostración la siguiente afir¬ 
mación: un operador lineal A que actúa de H en H es continuo cuando, 
y sólo cuando, es acotado. 

La demostración de esto afirmación es absolutamente idéntica 
a la del teorema 11.1. 

Para un operador continuo lineal (lo mismo que pora una funcio¬ 
nal continua lineal) se introduce el concepto de norma. 

Definición 5. Se llama norma de un operador continuo lineal A 
la cota superior exacta de la relación !| Ax || / || x || sobre un conjunto 
de todos los elementos x =r= 0 del espacio H. (o bien (que es lo mismo) 
la cota superior exacta de una magnitud || Ax || sobre el conjunto di- 
lodos los elementos x del espacio H, cuya norma || x || es igual a la 
unidad). 

La norma del operador continuo lineal A se denotará con el 
símbolo (| A ||. Así pues, por definición, 

II A ||= sup|| Az||. 

•l *ii— i 


(11.3'J) 
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lín lo que sigue más ahajo en este párrafo se analizan siempre los 
operadores continuos lineales. 

Aduzcamos un ejemplo de operador continuo lineal en el espacio 
de Hilbert. 

Estudiemos un espacio de Hilbert A 2 [a ^ t ^ 6) y supongamos 
que está dada una función de dos variables K (f, $), definida y con¬ 
tinua en un cuadrado la. < i < ¿1 xla<s<ól. Demostremos 
que un operador integral A, definido sobre los elementos x ( t) del 
espacio Ir la §£ # fc| mediante una igualdad 

o 

Ax (t) = ¡¡ K (t, s) x (t) ds, (1 1 .40) 


es lineal y continua. La linealidad de este operador se deduce inme¬ 
diatamente do la propiedad de linealidad de la integral. 

Para demostrar la continuidad del operador (11.40), basta de¬ 
mostrar su carácter acotado, para lo cual es suficiente establecer que 
su norma (11.39) es finita. Denotemos con M un nlimero 

S «*(í t *)dí*] ,,a (11.41) 

a a 

y cerciorémonos do quo || A || ^ Af. En virtud de la desigualdad 
de Cauchy—Buniakovski y do la definición de la norma, tenernos 

1 h (, 

| 4* ft) l*< $ A ' 2 (t, s ) ds J x 2 (í) ds ~ || x || 2 j A' 2 (t, s) ds. 

na Q 

Al integrar la última desigualdad respecto de t dentro de los límites 
desde a basta 6, y al aprovechar la designación (11.41), tendremos 

|| Ax || < M || x ||. 

Mas, esto es precisamente un testimonio do que el oporador A es 
acotado y la desigualdad || A || <C M para su norma es válida. Note¬ 
mos que para algunos operadores intograles (11.40) la norma || A || 
es exactamente igual a AI. 

2. Concepto de operador conjugado. Introduzcamos ahora una 
noción importante de operador conjugado. 

Supongamos que en un espacio de Hilbert H está definido arbi¬ 
trariamente un operador continuo lineal A que actúa de H en II. 

Fijemos un elemento arbitrario y del espacio H y estudiemos una 
Nocional 1 (a:) = f y (z) = (Ax, y), definida sobre todos los elementos 
x del espacio H. Es evidente que esta funcional es continua y lineal. 
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Según el teorema de Riesz sobre la forma general de una funcional 
lineal, existe el único elemento fe = fe a del espacio H tal que para 
todos los elementos x del espacio H se verifique una igualdad / ( x) — 
= (*. &)• 

Por consiguiente, a todo elemento y del espacio H se ha puesto 
en correspondencia uno, y sólo un, elemento de este espacio fe de tal 
Índole que j v ( x) = (x, fe), es decir, hemos definido en H cierto ope¬ 
rador 4* tal que fe = A*y. El citado operador A* so denomina 
operador conjugado de operador A. 

Dicho de otro modo, llegamos a la siguiente definición. 

Definición I. Un operador A * se llama conjugado de operador A 
que actúa de H en H, si para cualesquiera elementos x e y del espacio R 
se verifica la igualdad 

(Ax, y) = (x. A*y). (11.42). 

Do los razonamientos aducidos proviene que para cada operador 
continuo lineal A existe, y, además, el único operador conjugado A*. 

Directamente de la definición 1 se deduce que si para el operador 
A * existe un operador conjugado (/!*)*, es válida la igualdad (A*)* ■= 
=» .4. 

Cerciorémonos, ahora, de que para el caso en que el operador A 
es continuo y lineal, el operador A* es también continuo y lineal 
(por lo cual para A* existe un operador conjugado y se verifica la 
igualdad (4*)* = A que permite llamar los operadores .4 y A* 
recíprocamente conjugados). 

Teorema 11.10. Un operador A*, conjugado del operador continuo 
lineal A , es también lineal y continuo, con la particularidad da que 
las normas de los operadores A *, y A están entrelazadas mediante una 
relación 


II A* || = || A || . (11.43) 

demostración La linealidad del operador .4* proviene inmediata¬ 
mente de la relación (11.42) y de los axiomas dol producto escalar. 
Resta demostrar el carácter acotado del operador 4* v la igualdad 
(11.43). 

En vista de la igualdad (11.42), la relación || Ay || sg || 4 || ||p|| l ) 
y la desigualdad de Cauchy—Bnniakovski, para cualesquiera ele¬ 
mentos x e // del espacio II es válida la desigualdad 

| (4* x, y) | = | (x, Ay) | < || x || • || Ay ||< || A || • II * II X 

x II ’J II • 


*) La relación citada, válida para todo elemento y del espacio H , so 
de la definición de la norma de un operador continuo lineal A. 


deduce 
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Al lomar en esta desigualdad a título «le y el elemento A*x, lle¬ 
gamos u que pura todo elemento x del espacio // es válida la desigual¬ 
dad 


|¡ A*x || * = (A**. A**)< 

< II A li • || x || • || A*x |1 . 

o bien || A** || si || A || • || * || . 

La última desigualdad significa que ol operador A* es acotado y 
que su norma || .1* || satisface la condición 

II A* ||ai || A || . (11.44) 

La liuealidad y el carácter acotado (o. que es igual, la continuidad 
del operador A* demostradas por nosotros aseguran la existencia de 
un operador conjugado (A*)* = A. Al repetir para este operador los 
razonamientos aducidos más arriba, obtendremos, en lugar de (11.44), 
■una desigualdad 


II A || C II A* II . (11.45) 

De (11.44) y (11.45) se deduce la igualdad (11.43). K1 teorema está 
demostrado. 

Definir ion 2. Un operador arbitrario A que actúa de H en H se de¬ 
nomina au loco njligado, si para A existe un operador conjugado A * 
cotnciilenle con el operador A (es decir, para cualesquiera dos elemen¬ 
tos x e ;/ del espacio U se verifica una igualdad (Ai, y) = (x, Ay)). 

Veamos de nuevo a título de ejemplo el operador integral (11.40) 
con cierta función K (t, s) continua sobre el cuadrado la^ t fc) >; 

X [asj ssg ól (dicha función K </. s) suele llamarse núcleo del ope¬ 
rador integral (11.40)). 

Cerciorémonos de que un operador integral A*, definido por la 
igualdad 


b 

.4*x (t) = ^ K (»-, t) x (.y) ds, (11.46) 

•i 


será conjugado del operador A que se define mediante la igualdad 
(11.40). (Por K (s, í) en (11.46) ha de entenderse la misma función 
que figura en (11.40), pero en (11.46), a diferencia de (11.40), esta 
función se integra respecto del primer argumento). 

De (11.40) y (11.46) se deduce que para cualesquiera elementos 
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x (t) e y ( t) del espacio Ü 1 [a, 6] se verifican las igualdades 

6 h 

(At, j/)=-J (J K (t, s) x (s) dsj y (t) dt, 

n a 

b b 

(X. -1*¡7) - $ ( J K (i, s) y (t) dt) x (*) ds 

a a 

Los segundos miembros de (11.47) y (11.48) se diferencian sólo 
en orden de integración respecto de las variables l y s. y, por esta ra¬ 
zón, coinciden l ). Por consiguiente, son coincidentos también los 
primeros miembros de las igualdades (11.47) y (11.48), lo que es 
precisamente un indicio de que el oporador .4*. definido mediante la 
igualdad (11.4l>). es conjugado del operador .1 definido mediante la 
igualdad (11.40). 

De las relaciones (11.40) y (11.40) se deduce que ol operador inte¬ 
gral A, definido mediante la igualdad (11.40). es auloconjugado. 
cuando, y sólo cuando, para todos los t y s de ln, 61 so verifica la igual¬ 
dad K (t, s) = K (s. t). K1 núcleo K ((, s) (pie satisface la igualdad 
mencionada se denomina simétrico. 

Demostremos ahora la siguiente afirmación. 

Teorema 11.11. La norma || A || de un operador continuo lineal 
auloconjugado A representa la cota superior exacta de la magnitud 
| (Ax, x) | sobre un conjunto de todos los elementos x del espacio fi¬ 
que tienen norma igual a la unidad, es decir, la iwnna de A se determi¬ 
na por la igualdad 

|| .4 ||= sup | (4*. x) |. (11.49) 

11 * 11-1 
XSH 

demostración Denotemos con p la magnitud que figura en el se¬ 
gundo miembro de (11.49) (la existencia de la citada cota superior 
exacto no causa dudas algunas). Con el fin de demostrar quo p = 
= || A || , basta probar dos desigualdades p< || A || y p^ || A j|. 

La primera de estas desigualdades se deduce inmediatamente de 
lo que, en virtud de la definición de norma y de la desigualdad do 
Cauchy—Buniaknvski. para todos los elementos x del espacio //, 
para los cuales || x || = 1. se tiene 

| (Ax, x) | < || Ax || - || a || = || Ax || < II .4 II ■ 


*) Kn efecto, para las funciones continuas r (I) e y (t) la equivalencia de 
io= segundos miembros en (ff.47) y (11.4S) es obvia. Mas, en virtud del teore¬ 
ma 11.4 y de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski. la igualdad mencionada 
será oh este caso válida también para los elementos arbitrarios x (I) o y (I) del 
especio r‘ta, t>¡. 


(11.47) 

(11.48) 


C7-D08 
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11 es la por'demostrar que p ^ || .4 H . Por cuanto el operador A 
es lineal, para rada elemento x del espacio II se cumple una desigual¬ 
dad ') 

| (Ax. x) | < u- || x || «. (11.50) 

Ahora, de los axiomas del producto escalar y de lo que el operador 
lineal A os nnloconjugado (es decir, do la igualdad ( Ax, y) — (x, Ay)) 
proviene que para cualesquiera dos elementos x e y del espacio H 
se verifica la igualdad 

't (dx, y) = (/I (x -r y), x -i - y) — (A (x — y), x — y). 

De esta igualdad y de (11.50) se deduce que 

•í I (Ax, y) | < p- II x 4- y || * + p II x — y- I! — 

- 2p ( || x || * + || y || 

De la última desigualdad provieno que para los elementos arbi¬ 
trarios x o y del espacio H. para los cuales || x || = || y || ■= 1, 

| (Ax, y) |< p. (11.51) 

Al poner en (11.51) y = 4x/|| Ax || , llegamos a que para todos los 
elementos x, para los cuales || x l| = 1, se cumple la desigualdad 
(Ax, Ax)/ || Ax ||^^ p, y. por lo tanto, también la desigualdad 
|| Ax ||^ p. De este modo. || A ||< p. El teorema queda domostrn- 
do. 

3. Concepto de operador totalmente continuo. 

Definición. Un operador A que actúa de H en H se denomina total¬ 
mente continuo, st aplica lodo conjunto acotado (en norma) de elementos 
de U en un conjunto compacto. 

En otras palabras, el operador A se llama totalmente continuo, 
si para cualquier sucesión {x„) de elementos de II de tal índole que 
II *n II < C = const, existe una subsucesión {x n> ) (* = 1.2,...) 
tal que la correspondiente subsucesión (Ax„ h } converja en la norma 
de H. 

Recordemos que el operador lineal A es continuo cuando, y sólo 
cuando, está acotado, es decir, cuando, y sólo cuando, todo conjunto 
acotado (en norma de H) se aplica por él en un conjunto también aco¬ 
tado. Por cuanto un conjunto compacto es acotado 2 ), todo operador 
totalmente continuo es continuo. Conviene, sin embargo, añadir que 
no todo operador lineal continuo es totalmente continuo. Por ejem¬ 
plo, un operador idéntico B del tipo Ex — x es continuo, pero no es 


■) Pues, para todo elemento x, — - t, 

se cumple la desigualdad | (Az 0 . r 0 ) | ^ p. 

») Véase p. 3. § 1. 


cuya norma es igual a la unidad. 
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totalmente continuo: basta ver la aplicación de un conjunto acotado 
que no es compacto. Demostremos el siguiente lema. 

Lema. Sea A un operador lineal totalmente continuo que actúa 
de H en H. Supongamos, además, que {x„ } es una sucesión arbitraria de 
elementos de H que es débilmente convergente hacia un elemento x a y 
de tal Indole que j| x„ || — 1, cualquiera que sea el número n. Entonces, 
la sucesión {Ax n } converge hacia el elemento Ax 0 en la norma de H. 

demostración. Por cuanto el operador A es lineal y totalmente 
continuo '), existe, de acuerdo con el punte anterior, un operador 
conjugado A*, y para todo elcmonlo x n y un elemento arbitrario y se 
verifica la igualdad (Xx n . y) = (x„, A*y). De esta igualdad y dé la 
convergencia débil de (x„ } hacia x 0 llegamos a una deducción de que, 
cuando n-roo, para cada elemento y del espacio U tenemos: 

“*■ = (-d^or '/). lo que significa la convergencia 

débil de la sucesión ( Ax n } hacia el elemento Ax 0 . 

Demostremos, ahora, que la sucesión (di„J también converge 
hacia Axo en la norma de H. 

Supongamos que { Ax n } no converge hacia /la: 0 en la norma de H. 
Entonces, existo un e> 0 tal que para cierta subsuccsión de ele¬ 
mentos {x mjl } (* •— t, 2, ...) se cumpla una desigualdad 

II Ax m>¡ — Ax 0 ||is e. (II .51') 

En vista de que el operador A es totalmente continuo y de que 
II II = 1. en la sucesión {* m J puede elegirse una subsucesión 
fa'n,,} (P — 1. 2, . . .) tal que la correspondiente subsucesión 
i Ax n p ) converja en la norma do H. Por cuanto, en virtud de lo 
demostrado más arriba, la subsucesión {Ax„ } os débilmente conver¬ 
gente hacia el elemento ^lx 0 , la misma en ía norma do H también 
converge hacia el elemento -4x 0 . Mas, la desigualdad (11.51'), válida 
para todos los números m k (y, con mayor razón, para todos los núme¬ 
ros tip) contradice la deducción obtenida, lo que demuestra el lema. 

observación. El lema demostrado es un corolario de una afirmación 
más general: un operador A que actúa de H en H es totalmente 
continuo, cuando, y sólo cuando , aplica cualquier sucesión débilmente 
convergente {x,,} de elementos de H en la sucesión {Ax n \ convergente 
en la norma de H. 

Se omito aquí la demostración de esta afirmación. 

Cerciorémonos ahora de que el operador integral A definido me¬ 
díanle la igualdad (11.40) (con el núcleo K (i. s) continuo dentro del 
cuadrado [«< ól X la<.t<í]) es totalmonte continuo. 

Sea ¡x„ (£)) una sucesión arbitraria de elementos de Lé [a, ó],, 
acotada en la norma de Z. 2 \a, 61, es decir tal que para todo número 
n se tiene 


') Y, por consiguiente, continuo. 


(11.52) 
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Es suficiente mostrar que la correspondí en lo sucesión do funciones 
l/n (0 = Ax n (I) es uniformemente acotada y equicontinua sobro 
[a, ó], (Entonces, en virtud del teorema do Arzelá 1.12, en esta suce¬ 
sión puede elegirse una subsucesión que sea convergente uniforme¬ 
mente sobre lu, 6] y, con mayor razón, en la norma de ¿ a la, 61). 
De (11.52) y de la desigualdad de Cuiicliy— Buniakovski se deduce la 
desigualdad 

b b 

Ií6> (0 I = | \ X(í.«)*.(*)«l*|<[$ K*U. i)ds] ,/2 -f|.r„||, 

a a 

la cual demuestra que en lo, 61 la sucesión \y n (£)} es uuifortnoinonle 
acotada l ). 

Notemos aboca que de la continuidad y de la continuidad unifor¬ 
me (que proviene de la primera) del núcleo K (í. s) sobre el cuadrado 
[a^T. I ^ 61 X [a^s^ 61 so deduce que para un r 0 arbitrario 
existe tal 6 > 0 que 

I K (í,. *) - K <i 4 , s) 1 < r y ^-- (11.55) 

con todo s de la, 61 y todos los t, y l ¡ do la. 61 de tal índole que 
I i, — t 2 | <6. 

De (11.52) y (11.53) y de la desigualdad do Cnuehy-Buninkovski 
obtendremos que 

o 

I Un ( (ti) I < $ I K (t. 2 , s) — K(ti, s) I • I (í) I 

a 

te í 1 *-<•> 1 cifcr•«i'• l [ “* = B 

para todos los t, y £ a de la, 61 tales que 1 £, — t. \ <ó. 

La última desigualdad demuestra la cquicoñtinuiilad de la suce¬ 
sión {y n (£)) sobre la, 6J y da por terminado, en virtud de lo dicho más 
arriba, la demostración de lo que el operador (11.40) es totalmente 
continuo. 

4. Existencia de los valores propios de un operador a u tocen jugado 
lineal totalmente continuo. 

Definición. Un número real X se llama calor propio del operador A, 
st existe un elemento no nulo del espacio H que satisface la condición 
Ax — Xx. 

El citado elemento x se llama en este caso elemento propio del ope¬ 
rador A correspondiente al valor propio X. 


■) Basta notar que el núcleo K (f, s) es continuo sobre el cuadrado |j<l£ 
< 6) X |a>g s< 6|. 
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Si el operador A es lineal, de la condición de que x es un elemento 
propio de A correspondiente al valor propio X se deduce que, cual¬ 
quiera que sea un número real a distinto de cero, un elemento ax 
será también elemento propio de A correspondiente al valor propio 
X. Por eso, todos los elementos propios del operador lineal A se con¬ 
sideran, naturalmente, normalizados , os decir, satisfacen la condición 

II * || = 1. 

La importancia del concepto de elementos propios radica en lo 
que la actuación de un operador sobre ellss se reduce a la multiplica¬ 
ción por cierta constante X. 

No todo operador A cuenta con los valores propios '). 

Demostremos el siguionto teorema fundamental. 

Teorema 11.12. Todo operador lineal autoconjugado totalmente con¬ 
tinuo A tiene por lo menos un valor propio X que satisface la condición 
| X | = || A || . Entre todos los valores propios del operador A el citado 
valor propio es mayor en módulo. 

demostración- Donolemos con M y m los cotas exactas superior 
e inferior, respectivamente, de un producto escalar (Ax, x) sobre un 
conjunto de todos los elementos x del espacio H que satisfacen la 
condición || x || = 1, es decir, pongamos 


M =■• sup (Ax, x), m— inf (Ax, x). (11.54) 

11*11-1 llxll=l 

_ xilt x€W 

‘) Por ejemplo, el operador integral (11.40) no tiene ningún valor propio 
cuando u = CI. ¿ — .-t. A' (a-, r) — Sj 2- n sen (a + 1) * sen us. En efecto, 

n=i 

sen <|i (r.) un elemento arbitrario de t* |0. al. pnrn ol cual K U, *) >p (*) di ~ 

o 

= X<p (*), y sean (f>„) los confidentes de Pourier en el desarrollo de cp (j) según 
un sistema J .1 2 san ni i compitió y ortonormalizodo sobro |0. n|. Si X =■- 0, 

\ V " I 


entonces, en vista do la igualdad generalizada do Parsc-val tenemos 2'"*,, X 

n—I 

X sen (n+ 1) ,r=0, do donde proviene que todos los b n -0 y tp (z) — 0. En 

rt 

cambio, si X =£ 0, de la igualdad íj K (x, t ) q> (s) ds = \ ip (r) y do las propiedn- 

o 

des dol núcleo K (z, s), que aseguran la convergencia uniforme do ln serie do 

oo 

Ponrier do Ja función q> (*), obtonemos que 2~ n ó„ sen (« + 1) -r = 


= X ^ ó n sen nr. Por cuanto X ■*= 0. de la última igualdad se deduce que 
*n = 0 y q> (x) = 0 . 
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Para concretar, vamos a examinar ol caso de } M \ > \ ni \ (el caso 
de | M | ^ | m | se analiza de un modo sumamente igual). 

Por cuanto | M | > | m tenemos AT > 0. Demostremos que 
ol número ). = M es un valor propio del operador A. 

Por definición de la cota superior exac,ta, existe una sucesión 
{a n ) de elementos de H tal que ( Ax „, x„) X. y || x„ || = 1. Por 
cuanto la succsióu {x n ) es acotada (en la norma de //), se encontrará, 
un virtud del toorema de compacticidad débil de cualquier conjunto 
infinito acotado (en la norma de H), una subsucosión de la sucesión 
{•»■„) >l"ü converja débilmente hacia un elemento x 0 del espacio //. 
Enumeremos esta subsucesión de nuevo, es decir, otra vez designé¬ 
mosla con ¡x„}. Así pues, {r„} converge débilmente hacia el ele¬ 
mento x 0 del espacio H. Mas, en este caso (en virtud del lema men¬ 
cionado en el punto anterior) la sucesión {Ax n ) converge hacia Ax„ 
en la norma de //. 

Siendo el operador A auloconjngado, resulta válida la igualdad 
(Ax„, x 0 ) = ( x„. Ax a ). de la cual proviene una relación 

(Ax n . a:,,) - (Ax u , x„) = (A (x n — x„), (x„ H- x 0 )). (11.55) 

Aplicando la desigualdad de Cauctiv—Buniakovski, obtenemos de 
(11.55) 

| (Ax„, *„) - (/1.t 0 . x„) | s? || x„ + x„ || • || Ax n - Ax a || — 0 
(pues, la sucesión {.4x n ) converge hacia 4x„ en la norma de H, y 

II *. II = 1). 

Hemos demostrado de oste modo que 

(Ax n , *„) —• (/tx,. x,). (11.56) 

De (11.56) y de lo que (/lx„, x„) —*- X se deduce que 

(Ax o, x„) = X. (11.57) 

Cerciorémonos ahora de que || x 0 || = 1. En virtud de la desigualdad 
dé Cauchy—Buniakovski, para cualquier elemento y se cumple la 
desigualdad | (*„, y) | <: || x „ II • II y II = II y || . Pasando en esta 
desigualdad al límite para n —► oo, y teniendo presente la convergen¬ 
cia débil de {x„} hacia x„, obtenemos que | (x 0 , y) | ^ || y || (para 
todo elemento y). De la última desigualdad obtenemos para y = x 0 
que ¡| x„ ||^ 1. Con el fin de demostrar que || x 0 || = 1, basta cer¬ 
ciorarse de que la suposición sobre el cumplimiento de la desigualdad 
0 < || x a |1 <1 lleva a una contradicción. 

Sea 0 < || x 0 || < 1. Pongamos y B = x„l || x„ || . Entonces, 

II ¡/o 11= 1, y, en virtud de que el operador es lineal, tenemos, toman¬ 
do en consideración las relaciones (11.57): 

(Ayo, yo) = -¡i¿¡r (Axo, x„) = -j,-—»- > K 
lo que contradice (11.54), puesto que X = M. Así pues, || x „ || = 1. 
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Demostremos ahora que x a es un elemento propio correspondiente 
al valor propio X. 

Sirviéndonos de la definición de la norma de un elemento, do los 
axiomas del producto escalar, de la igualdad (11.57) y de la defini¬ 
ción de la norma de un operador, tendremos 

II Ax o — Áx 0 II 2 = (Ax 0 — >_r 0 . Ax 0 — keb) = 

-= || Ax 0 || - - 2X (Ax„ x B ) + X* || jr n II 2 = II /t II * - X-. 

En vista del teorema 11.11, el miembro derecho (y. por consiguiente, 
el izquierdo) de la última relación es nulo, listo es precisamente un 
testimonio de que Ax„ ~ Xx 0 , es decir, significa que ;r„ es elemento 
propio del operador A correspondiente al valor propio X. 

Cuando | M | ^ | m | , los razonamientos son análogos, poro se 
dehe poner X igual a m. 

Resta por demostrar en adición que si existen otros valores pro¬ 
pios, el valor propio X, correspondiente a la condición | X | = || A ||. 
será entre ellos mayor en módulo. Sea X, algún otro valor propio y 
sen x,, un elemento propio normalizado que corresponde a X,. Enton¬ 
ces. Ax, = X|.r,. y. por lo tanto. (Ax,. *,) — X,. En este caso, do la 
relación ') 

| X | sup | (Ax. x ) | 

"ít'n 1 

so deduce directanionto que | X | ^ | X, | . 

El teorema está completamente demostrado. 

Examinemos, con ayuda del teorema demostrado, la así llamada 
ecuación integral de /•'redholm de segunda especie, es decir, una rela- 


•*(0 = p^ K(t, s)x(s)ds, (11.58) 

n 

de la cual se determinan, para el núcleo dado K (l. s). una función 
x (í). distinta de coro idéntico, y aquellos valores del parámetro nu¬ 
mérico ¡i, para los cuales tal función existo. Los valores del pará¬ 
metro numérico p, para los cuales existen las soluciones x(t ) (dis¬ 
tintas de cero idéntico) de ecuación integral (11.58), so denominan 
valores propios de esta ecuación. Toda solución no nula do la ecuación 
(11.58), correspondiente al valor propio dado, recibe el nombre do 
función propia de la misma ecuación. 

Las magnitudes, inversas de los valores propios de la ecuación 
integral (11.58), suelen llamarse números característicos déla citada 
ec nación. 

'] Esta relación proviene de (11.54) y de lo que X ílf cuando | df | 

> | m |. y 1 = m, cuando | df | ^ | mi- 
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Es «vidente que si introducimos en el análisis el operador inte¬ 
gral A, definido mediante la igualdad (11.40), los valores propios de 
este operador A serán números característicos de la ecuación integral 

(11.58) y los elementos propios del operador A, correspondientes a 
estos valores propios, serán funciones propias do la ecuación integral 

(11.58) . 

En los pp. 1—3 se lia demostrado que si el núcleo K ( t , s) es con¬ 
tinuo en el cu-adrado t ól x (a< ssg; 61 y simétrico, el ope¬ 
rador (11.40) es autouonjugado lineal y totalmente continuo. 

Según el teorema 11.12, la ecuación integral (11.58) con (al nú¬ 
cleo K (t, s) tiene por lo menos un número característico. Para que la 
ecuación integral mencionada tuviera por lo menos nn so\o valor pro¬ 
pio, se debe exigir que la misma tuviera al menos un número caracte¬ 
rístico distinto de cero, para lo cual a la exigencia de continuidad y 
simetría del núcleo K ( 1 , s) so debe añadir una condición de que ol nú¬ 
cleo K (t, s) no se reduzca a coro idéntico '). 

Así pues, llegamos a la siguiente afirmación fundamental: si el 
núcleo K {i, s) de una ecuación Integral de Fredhotm desegunda especie 

(11.58) es continuo en el cuadrado lo61 X ss^ 61. simé¬ 
trico y no es igual idénticamente a cero, dicha ecuación tiene por lo me¬ 
nos un solo valor propio. 

observación So podría demostrar que la afirmación enunciada 
es válida también en un caso cuando la exigencia de continuidad del 
núcleo K (i, s) sobro el cuadrado [itf ^ 6) X lei^ 61 Se sus¬ 
tituyo por una exigencia más débil de existencia do la integral finita 

b b 

$ $ K*(t. S )dtds. 

•I ’*» 

(Basta cerciorarse de que al cumplirse osla exigencia más débil, el 
operador integral (11.40) que actúa de. fj la, 61 ou /,*(«, 61 sigue 
siendo totalmente continuo). 

5. Propiedades principales de los valores propios y elementos pro¬ 
pios de un operador autouonjugado lineal totalmente continuo. En 
conclusión aclaremos las propiedades principales de los valores pro- 
pios'y de los elementos propios de un operador autoconjugado lineal 
totalmente continuo que actúa de // en H. 

‘) La condición de que el núcleo continuo K (I, «) no se reduzca a cero idén¬ 
tico. es necesaria y suficiente para que el operador integral A , definido mediante 
la igualdad (11.40), tonga valores propios no nulos. I5n efecto, en virtud del teo- 
roma 11.12, || A || = | ?. |, donde í. os el valor propio del operador A mayor en 
modulo, de suerte que basta demostrar que jj A [I -= 0 cuando, y sólo cuando. 
K (í, s) no es idénticamente igual a cero. Si K (t. s) — 0, se pone claro que 
II A II *= 0. Viceversa, si II A II = 0, ol operador A, definido por la igualdad 
(11.40). aplica todos los elementos no nulos del espacio L 2 [a, ól on un elemento 
nulo, y, en particular, aplica en cero idéntico todos los elementos de (r„ (í)} de 
cierto sistema ortonormaíizado completo en 1? (o, 6], Mas, esto significa precisa¬ 
mente que K (l. s) — 0- 
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1°. Los elementos propios x¡ y x t , correspondientes a dos valores 
propios diferentes X, y X¡. son ortogonales. 

En efecto, en virtud de las propiedades del producto escalar, de 
las igualdades Ax¡ = X t x,, Ax. = Xjx 2 y de la propiedad de autocon- 
jugación del operador A , obtendremos 

(X, — X a ) (x,, x.) = (X,*!, x,) — (xj, XjX,) = (Ax lt ,r 2 ) - (x„ /lx 3 > = 

•-= 0. 

Por cuanto X, =*= X„ de la igualdad obtenida proviene que (x,, x) = 

0. 

2°. A un mismo valor propio X le pueden corresponder unos cuan¬ 
tos elementos propios del operador A. Domostremos, sin embargo, 
que o cualquier valor propio no nulo X le puede corresponder sólo un 
numero finito de elementos propios linealmente independientes >). 

Supongamos que n cierto 1.^0 le corresponde un número infi¬ 
nito de elementos propios linealmento independientes. Realizando 
el proceso de ortogonal i ración y normalización de estos elementos, 
obtendremos un sistema ortonormalizado infinito (x„ } do elementos 
del espacio //, cada uno de los cuales es elemento propio del operador 
A que corresponde al valor propio X 0. Corno para cualquier ele- 

<A> 

monto y dei espacio fíes válida la desigualdad (le Bessol S (■*„, 

fj —1 

5^ || y || *, resulta que lím (x„, y) = 0 = (0, y) es decir, la suco- 

sión do olementos propios }x„} es débilmente convergente al ele¬ 
mento nulo 0. Mas, en este caso, de la condición de continuidad total 
del operador A y del lema del p. 3 se desprende que la correspondiente 
sucesión {/lx n } converge en la norma de H hacia un elemento /10 = 

— 0. En virtud de la relación ,4x„ = Xx„, llegamos a que | X | ~ 

— || Ax„ J| —»- 0 (cuando « —*■ oo), y esto significa precisamente que 
I X | = 0, Jo que contradice la condición de que X ^ 0. La contradic¬ 
ción obtenida es indicio de que a lodo X 0 puede corresponder 
sólo un número finito de elementos propios. 

Los razonamientos aducidos señalan también que todos tos ele¬ 
mentos propios (tanto los que corresponden a un mismo valor propio 
X, como también los que corresponden a diferentes X) pueden conside¬ 
rarse ortogonales de dos en ríos y sus normas son iguales a la unidad. 

3°. Deniostremos ahora q uc si el operador A cuenta con una infi¬ 
nidad de valores propios, cualquier sucesión {X„} seleccionada de los va¬ 
lores propios es infinitamente pequeña. 

Sea (X*} una sucesión de valores propios y sea {x„}, la sucesión 
correspondiente do elementos propios, la cual puedo considerarse or- 

') Al valor propio no nulo X = O lo puede corresponder también un numero 
infinito de elomonlos propios. Por ejemplo, para el operador integral (11.40) 
con el núcleo K (í. *) idénticamente igual a cero, cada elemento de oiorto sistema 
ortonormalizado {*„ (í)} do elementos de L* [a, 6] es elemento propio corres¬ 
pondiente al valor propio do X — O. 
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tonormalizada en virtud de los razonamientos aducidos al demostrar 
la propiedad 2 o . Escribiendo para todo elemento y del espacio H 
la desigualdad de Bessel respecto del sistema {x„ ¡, nos cercioramos 
do que la sucesión {i„} es débilmente convergente hacia el elemento 
cero. Por cuanto el operador A es totalmente continuo, del lema 3 
se desprende quo una sucesión { Ax n } converge hacia el elemento 
cero on la norma de H. Mas, en este caso, la igualdad Ax n = í. n x n 
lleva consigo una relación 

I I — II Ax n || -*- 0 (cuando n oo). 

La propiedad demostrada permite afirmar que los valores propios 
de un operador autoconjugado lineal totalmente continuo no tienen en el 
eje numérico , a excepción del punto cero, otros puntos limites *). 

Esto significa que lodos los valores propios pueden ser numerados en 
el orden en que sus módulos no crecen, de suerte que se cumplirán las 
desigualdades 

\K \> 1^* l> IX, |> . . .> |X„ |> . . ., 

con la particularidad de que | >. „ 1—0, cuaudo n—oo. 

En particular, todas las propiedades establecidas son válidas pa¬ 
ra las funciones propias y los números característicos de la ecuación 
do Fredholm de segunda especie (11.58) con el núcleo K ( l , s) conti¬ 
nuo sobre un cuadrado (o^ íag; 6 1 X sag; 61. 


l ) Cualquiera que sea e > 0, fuera del intervalo (—e, e) puede disponerse 
sólo un número finito de valores propios. 




Capítulo 12 

FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LAS 
CURVAS Y SUPERFICIES 


E» este capítulo se dará una información referente a las curvas 
y superficies que es de gran importancia para las aplicaciones. 


§ 1. Funciones vectoriales 

i. Concepto de función vectorial 1 ), introduzcamos el concepto de 
función vectorial de m variables. 

Si a todo punto M de un conjunto {.1/ } de puntos del espacio euclí- 
dco m-dimenslonal E m se le pone en correspondencia , de acuerdo con una 
ley determinada, cierto vector r *), se dice que sobre el conjunto {.'!/) está 
definida una función vectorial r = r (Ai). En este caso el conjunto 
{.!/} se llama dominio de definición de la función r = r (.1/). Si p — 
■ai m, se dice (al igual que en el caso de m =- 2 ó m 3 (véase p. 1. 
§ 2, cap. 6)) que sobre el conjunto {A/} está dado un campo vectorial 
definido mediante la función vectorial r (AI). 

El vector r (XI), correspondiente al punto dado XI del conjunto 
{.IT}, se llamará valor particular de la función vectorial en el punto XI. 
Una totalidad de todos los valores particulares de la función r (A/) 
se denomina conjunto de valores de esta función. 

Si {A/} es un conjunto de puntos en la recta dada, y {«}, el con¬ 
junto do coordenadas de estos puntos, la función vectorial r (A/) pue¬ 
de considerarse, evidentemente, como función vectorial do una va¬ 
riable escalar u : 

r = r (u). 


En cambio, si {A/} os un conjunto de puntos de un espacio m-diinen- 
sional, y si (it,, u 2 . u m ) son las coordenadas del punto .41, en¬ 

tonces r (XI) representa una función vectorial de argumentos esca¬ 
lares u„ ti¡, . . u„: 

r = r («,, u s . u m ). 


Observación. Supongamos que {r,, r s , . . ., r p ) son coordenadas 
del vector r (AI). Es evidente que definir una función vectorial 
r (XI) es lo mismo que definir p funciones escalares r, (Af), r 2 (M), ... 
. . ., r P ( M ). 


*) Algunos datos sobre las funciones vectoriales se han dado en p. 6, 
§ 1, cap. 5, v. I). 

’ 2 ) El vector r pertenece, en el caso general, al espacio cuclídeo /*-dimensio¬ 
nal E v , por eso se define por p coordenadas r t , r t , . . r . 
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Admitamos que los vectores r (,1/) pertenecen al espacio euelídeo 
E“. Convengamos en considerar que los orígenes de todos estos vecto¬ 
res coinciden con el origen de un sistema cartesiano de coordenados 
elegido en E". En este caso un conjunto puntual de extremos de los 
vectores r (M) se denomina hodógrafo de ia función r (M). El liodó- 
grafo de la función vectorial do una sola variable escalar es, en el ca¬ 
so general, una línea. El hodógrafo de una función de dos variables 
será, en el caso general, una superficie. 

2. Valor límite de una función vectorial. Continuidad. Por ana¬ 
logía completa con las funciones corrientes, para las funciones vecto¬ 
riales se introducen los conceptos de valor límite y de continuidad. 

Una sucesión {a „} se llama convergente hacia un vectora, si para 
cualquier t> 0 puede indicarse tal número N, que con n > A' se cum¬ 
ple una desigualdad ') 

l«» — « 1 < e. 

El vector a se denomina límite de la sucesión {n „}. 

En la forma simbólica la existencia del límite a de la sucesión 
(«„) so escribe de una manera siguiente: 

lím a„ = a. 

n— \i 

obsuhvaciún. Si «*„, . . ., a Vn ) y {a„ a 2 , . . ., a,,} son. 
respectivamente, Jas Coordenadas de los vectores a„ ya, de la conver¬ 
gencia de la sucesión {«„} hacia a se deduce la convergencia de las 
sucesiones numéricas {«,„}, {a 2n }, . . ., {a,, n } hacia los números 
a,, a. t , . . ., a,„ respectivamente. Indiquemos, además, que do la 
convergencia do lus citadas sucesiones numéricas hacia los números 
respectivos a,, a 2 , . . ., a,, proviene la convergencia de la sucesión 
{«h} <* e vectores con lus coordenadas {a,„, a s „, . . ., a pn ) hacia el 
vectora con las coordenadas {a,, a,, . . ., La validez de la ob¬ 
servación se deduce de las siguientes desigualdades obvias ■*): 

I «kn — “ h | < | a n — a | < | a, „ — a, | + 

-i- I a tn — a, | + . . . + | a pn — a,. | . 

Veamos una función vectorial r = r ( W) definido sobre el con¬ 
junto {M } de puntos do un espacio euelídeo /«-dimensional y un pun¬ 
to A, el cual, quizás no pertenece al conjunto {M}, pero posee una 
propiedad de que en cualquier entorno de este punto so contiene pol¬ 
lo menos un solo punto del conjunto {>/}, que sea distinto de A. 

Definición l. Un vector b se llama valor límite de la función vec¬ 
torial r (M) en el punto A (o bien, límite de r (M) para M —<■ A), 

*) So llama m ódulo | a | dol vec tor a con las coordenadas (aj, a,, . . ., a p ) 

a un número ]/ nf -j- o|. . . + ap. 

’) El vector a„ — a tiene por coordenadas {a ln — a¡, a 2n — a 2 , ... 

- - •• “en - “pb 




§ 1. Funciones vectoriales 


429 


sí para toda sucesión A/j. M a , ..., M„ ... de puntos del conjunto 
[M ) convergente hacia Á , cuyos elementos XI n son distintos de A ') 
(M„ =£A), la sucesión correspondiente r (A/,), r(XI 2 ), .... 

r (XI n ) . . . de valores de la función r (Xf) converge hacia el vector b. 

Tara denotar el valor límite b de la función r = r (M) en el pun¬ 
to A se usa el siguiento símbolo: 

lím r(M) — b. o bien Jim r («,, u s , . . u,„) b. 

,v-a 

«*-«* 



donde a¡, a t , . . ., a m son coordenadas del punto A. 

No ofrecemos aquí la definición de valor límite de una función 
vectorial en el lenguaje de «e — Ó», como tampoco para ol caso en quo 
el punto M tiende hacia el infi¬ 
nito, Estas definiciones se enun¬ 
cian por analogía completa con 
las definiciones correspondien¬ 
tes para las funciones escalares. 

Supongamos que el punto ,-t 
pertenece a un dominio de defini¬ 
ción do la función vectorial 
r — r ( M ) y cualquier entorno de 
esto punto contiene los puntos 
del dominio de definición de la función distintos de A. 

Definición 2. I,a función vectorial r *= /• ( XI) se llama continua 
en el punto A , si el valor limite de esta función en A existe y es igual al 
valor particular r (/l). 

Una función vectorial r = r (A) se llama continua sobro el con¬ 
junto {A/}, si es continua en todo punto de esto conjunto. 

3. Derivada de una función vectorial. En el § 1 cap. ¡j, v. I de 
este curso se trataba la derivada de una función vectorial de una sola 
variable escalar. Enunciemos este concepto una vez más. 

Sea r = r (u) una función vectorial de la variable escalar u. 
Fijemos un valor u del argumento y le daremos al argumento u tal 
incremento arbitrario A u ¥=0, que la magnitud u + &u pertenezca 
al dominio de definición de la función. Examinemos un vector 
\r — r (u 1 Au) — r (it). 

lín la íig. 12.1 este vector coincide con ol vector MI’. Al multipli¬ 
car el vector Ar por ol número 1/Aiz. obtendremos un vector nuevo 


A ) Esta exigencia se* Jebe, on particular, a que la función /• (Af) puede ser 
no definida on ol punto A. 
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col mea 1 con el antiguo. El vector (12.1) representa la velocidad media 
de variación de la función vectorial sobre el segmento (¡r, u -f Au], 

El límite de la relación en diferencias (12.1) (si existe) para A u -*■ Ó 
recibe el nombre de derivada de la función vectorial /■==/• (u) en un 
punto fijo dado. 

La derivada de una función vectorial se denota con el símbolo 
ó £■ 

Los razonamientos geométricos ’) muestran que la derivada de 
una función vectorial r = /• (u) es un vector tangente al hodógrafo de 
esta función. Aclaremos cuál es la relación entre la derivada de la 
función vectorial y las derivadas de sus coordenadas. Limitémonos, 
para simplificar, a un caso cuando los valores r (u) de una función 
vectorial representan vectores de un espacio tridimensional. Sean 
(•* ( w )> y ( u )i z ( w ) } coordenadas de la función vectorial r (u). 
Es evidente que las coordenadas de la relación en diferencias (12 1) 
serán 

g(lt + Au> — *(U) »(u + ÓU) --y(u) l|4+¿U)-!(o! 

Au ’ Au ' Au ’ 

De acuerdo con la Observación del p. 2 de este párrafo, las coordena¬ 
das de la derivada r' (u) son iguales a las derivadas x' ( u ), y' (u.) 
f (ir) de las coordenadas de la función r (u). Por eso, el cálculo de 
la derivada de una función vectorial se reduce al cálculo de las deri¬ 
vadas de sus coordenadas. 

Observación i. Una función vectorial r («) expresa la ley del 
movimiento de un punto material por el hodógrafo L de esta función, 
si la variable ir se considera como el tiempo. Por eso, la derivada 
r (u) es igual a la velocidad del movimiento de un punto a lo largo 
de Z/. 

Observación 2 . Notemos que las reglas de diferenciación de varios 
productos de las funciones vectoriales (escalar, vectorial,mixto) son 
idénticas a las reglas de diferenciación de los productos de funciones 
corrientes. Esto se deduce de lo que las coordenadas de la derivada de 
una función vectorial son iguales a las derivadas de las coordenadas 
do la propia función, como también de la expresión de los productos 
mencionados en términos de las coordenadas de los factores. 

He aquí las reglas de diferenciación de los productos de funciones 
vectoriales: 

{ r (u) s (i*)}' = r' (u) s (u) + r (u) s’ (u), 

{|r ( u) s (u)]}' = [r' (u) s («)| + (r (u) s' (it)|, 

(r (u) s (u) t ( u))' = r’ ( u ) * (u) t(u) + r (u) s' ( u ) t (u) -f r (u) s (u) f (u). 


*) Estos razonamientos se confirman por la afirmación on el p. 2 s ¡¡ <1 P 
esto capitulo. y ’ 3 
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Pasemos ahora al problema de diferenciación de las funciones 
vectoriales de varias variables escalares. Por cuanto en lo que sigue 
más abajo se emplearán funciones vectoriales de dos variables esca¬ 
lares u y v, limitémonos aquí 
precisamente a este caso con¬ 
creto. 

Supongamos que una función 
vectorial r = r (u, v) está defi¬ 
nida en cierto entorno G del 
punto M 0 (u 0 t i-'o) (íig. 12.2). 

Veamos en el plano (u, i>) una 
dirección definida mediante el 
vector unidad acón las coorde¬ 
nadas eos ct, sen a. Tracemos 
por ol punto jV/ 0 un eje i cuya orientación coincide con la dirección 
del vector a, tomemos en este eje los puntos M (u, v) y denotemos 
con l la magnitud del segmento orientado AÍ$M del citado eje. Las 
coordenadas (u, u) del punto M se definen mediante las igualdades 

it = «o + l eos a, v = v 0 + í sen a. 

En el eje mencionado l la función r = r (u, v) será, evidentemente, 
función vectorial de una sola variable l. Si esta ¡unción tiene en un 
punto 1 = 0 una derivada respecto de la variable l, dicha derivada se 
llama derivada según la dirección de l de la ¡unción r = r (u, v) en el 
punto M 0 (u 0 , v„) y se denota con el símbolo 

Observación 3. Si la orientación de l coincide con la dirección del 
eje coordenado u (del eje u) (en la fig. 12.2 estas direcciones se indican 
con lineas punteadas), la correspondiente derivada direccional se 
llama derivada parcial de la función vectorial r (u, ts) y su denota con 
ol símbolo ~ ó r u Si la derivada parcial ~ está definida 

en todos los puntos de cierto entorno del punto M (u, v), representa 
en dicho entorno una función vectorial. Esta último función puede 
tener, a su ves, una derivada parcial, por ejemplo, respecto del ar¬ 
gumento u. Es natural que esta derivada parcial se Hamo segunda de¬ 
rivada parcial respecto del argumento u y se denote ^ (o r uu ). 
De un modo análogo se determinan otras derivadas parciales do dife¬ 
rente orden. 

El sentido geométrico de la derivada direccional se poue claro de 
los siguientes razonamientos. El liodógrafo de una función vectorial 
r = r (u, v ) se representa, en general, por la superficie S (fig. 12.3). 
Cuando el punto M (u, v) se desplaza por el eje i, el extremo P del 
vector r (u, v) describe en la superficie S una línea L que puede con¬ 
siderarse como hodógrafo de la función vectorial de una sola varia- 
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ble I. Por eso, la derivada ~ según la dirección do l representa un 
vector tangente a L en el punto P„. 

Si la dirección de l coincide con la del eje coordenado u, al des¬ 
plazarse el pimío M por el eje correspondiente quo pasa por el punto 
■V/o, el extremo dol vector/- (u, v) describe en la superficie S una línea 
llamada línea coordenada (esta línea en la fig. 12.3 se marca por una 
linca punteada). De este modo, la derivada parcial representa 

un vector tangente a la línea cnordonada u. La derivada parcial — 

da 

representa un vector tangente a la línoa coordenada v. 

d. Diferenciabilidad de una fuución vectorial. Llamemos incre¬ 
mento (o incremento total) de una función vectorial r — r (u, v) en 
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el punto AI (u, v) (correspondiente a los incrementos A u y Ai> de los 
argumentos) a una expresión 

A/• = r (u + Au, v + Ai») — r ( u , v). 

Una Junción vectorial r — r («, v) se llama diferenciable en el pun¬ 
to M (u, v), si su incremento total en este punto puede ser representado 
en la forma 

A r = aAu + bAv -j- aAu -f- pA(\ (12.2) 

donde a y b son ciertos vectores, que no dependen de Alt y Ai.', y o: y (í 
son funciones vectoriales infinitamente pequeñas, para Au —*- 0 y 
Av —e 0 l ), iguales a cero cuando A o -= Au = O 2 ). 

observación t. Si una función vectorial r —r ( u, v) es difereu- 
ciable en un punto M («, v), entonces, evidentemente, los vectores 

’) Una fuución vectorial a (Au, Au) so llama infinitamente pequeña, si sn 
límite para A u -»0y Au— 0 os igual a cero (al vector nulo). 

*) No damos aquí la definición de diíorenciabilidad ilc la función vectorial 
de una sola variable. Puede ser formulada por analogía completa con !a defini¬ 
ción correspondiente para las funciones escalares de una sola variable. 
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a y b son iguales, respectivamente, a las derivadas parciales y 
en el punto dado. 


observación 2. Supongamos que una función vectorial r =r (ti, v) 
es diferenciable en un punto M (u, v) y l es cierto eje que pasa por 
M en el plano (u, v) y que forma con el eje u un ángulo a. Entonces, 
la derivada según la dirección de l existe y puode ser determinada 
de acuerdo con la fórmula 

-f- = isír C0S “+ iír sen «-(i 2 - 3 ) 

En efecto, para la dirección de l 
tenemos A u = l eos a, Av = l x 
sen a (fig. 12.4). Sustituyendo 
estos valores de A u y Av en la 
relación (12.2) y haciendo uso 

de la relación —= lím 4^- nos 
úí ,~o « 

convencemos de la validez de la 
fórmula (12.3). 

observación .i. Nos liemos convencido de que en ol caso de diferen- 
ciabilidad de la función r = r(u,v) es válida la fórmula (12.3). 



De esta fórmula se deduce que todos los vectoros ~ están dispuestos 
en el plano de los vectores ~ y Un plano que pasa por ol punto 
del bodógrafo de la función r (u, u), correspondiente al punto M («, i’) 
y paralelo a los vectores ~ y se llama, naturalmente. plano 
tangente a la superficie S que es un hodógrafo. lin. la l'ig. 12.3 el 
plano ji representa un plano tangente a la superficie S en el plana 

p o- 

5. Fórmula de Taylor para las funciones vectoriales- La fórmula 
de Taylor para una función r = r («, v) con centro del desarrollo en 
ol punto M (u, u) y tórmino residual en la forma do Peano tiene por 
expresión: 


r (tt-í-Au, v -|- Av) = r(u, v) + ■ A u •+• — f ."’ — Av -b 


• ■ •+4- i «-+*-SSá- »•-•*.+■ ■ ■ 

k-)+R.(4i,,4b). (12.4) 


28 -iljO 
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donde el término residual R n (Aw, Au) rep resenta un vector cuyo or¬ 
den de pequenez es superior a p" (p = l/~Aii‘ + Av~) l ). 

De lo que la fórmula (12.4) os válida podemos convencernos, re¬ 
presentando cada una de las coordenadas del vector r {u, v) según la 
fórmula de Taylor con el término residual en forma de Peano y escri¬ 
biendo a continuación la expresión para r (u -f- Au, v + Av) con 
ayuda del desarrollo según los vectores básicos (los coeficientes del 
desarrollo serán precisamente las coordenadas de este vector). 

6. Integrales de las funciones vectoriales. Se lia constatado ya que 
una función vectorial se define por sus coordenadas que son unas fun¬ 
ciones escalares. Esto nos permite extender al caso de las funciones 
vectoriales la operación do integración. 

Supongamos, por ejemplo, que una función vectorial r (u) está 
dada sobre un segmento [a, 61 y quo sus coordenadas r, (u), r, (it), 
r¡¡ (u) representan las funciones integrables sobre el segmento la,61. 
Si e,. c 2 , e 3 son los vectores básicos, resulta natural poner, por defi¬ 
nición: 

b h I . b 

$ r (n) du = e, J r,(u)du + e.¡ J r t (u) du + e, J r,(u)du. 

o a a a 

Notemos que la integral para la función r (u) puede ser definida tam¬ 
bién de un modo directo, como límite de sumas integrales para la 
función r ( u). 

Por suma analogía con el caso examinado pueden introducirse 
también las integrales de las funciones vectoriales. Notemos que las 
fórmulas y reglas de integración de las funciones escalares pueden ser 
oxtendidas al caso de integrales de las funciones vectoriales. 

§ 2. Algunos datos de la teoría de las curvas 

1. Curvas regulares. En el § 1, cap. 2, v. 11 de este curso so tra¬ 
taba del concepto de curva y de los métodos do su definición. Entre 
los métodos de definir una curva se indicaba el método paramétrico, 
para el cual las coordenadas de un punto variable de la curva se de¬ 
finen como funciones de una variable escalar, esto es, de un paráme¬ 
tro. Tomando estas coordenadas por las del vector que sale del origen 
de coordenadas y va al punto de la curva, obtendremos una función 
vectorial de cuyo liodógrafo sirve la curva dada. De este modo, pode¬ 
mos definir una curva con ayuda de una función vectorial de una sola 
variable escalar y este método es equivalente al método paramétrico 
de definir una curva. 


l ) El orden do pequenez de un vector se define como orden de pequenez, de 
su módulo. 
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Supongamos que una curva L se define por medio de la función 
vectorial r = r (f) l ). Admitamos que el parámetro t se sustituye por 
otro parámetro u, con ayuda de la relación t = / (u), donde f (tz) 
es una función continua estrictamente creciente. En este caso la 
función r = r (t) se convierte en una función nueva r = r (/ (it)) 
del parámetro u. De esto modo, podemos obtener diferentes parame- 
triza ciones de una misma curva. 

Llamemos la curva L regular (k veces diferenciafílo) sin puntos 
singulares, si esta curva admite tal parametrización con ayuda del 
parámetro t. que la función vec¬ 
torial r — r (t) es k veces diferen- 
ciable para cierto /c^ 1 entero 
y r' (l) *jh 0 para todos los valo¬ 
res del paramen lo l. Cuando 
k = 1, 1a curva se llama suave. 

En este capitulóse analizarán 
curvas regularos sin puntos sin¬ 
gulares y aquellas parnmetriza- 
ciones do estas curvas, para las 
cuales r (i) 0. 

2. Tangente a una curva. Sea L 
una curva y P, un punto fijo en 
la curva L (fig. 12.5). Trocemos una cuerda PM de la curva. La 
recta PQ , a la que tiende la curva PM J ) para M -*■ P, se llama 
tangente a L en el punto P. 

Es válida la siguiente afirmación. 

l/na curva suave L sin puntos singulares tiene en cada punto P una 
tangente . 

Demostremos que la tangente se representa por la recta PQ quo 
pasa por el punto P paralelamente al vector r' (l) (recordemos quo 
r' (i) = 5 ¿ 0), En efecto, un vector es paralelo a la cuerda PM (véaso 
fig. 12.5) y, cuando A t —►0, tiende a r' (í). De aquí se deduce que el 
ángulo formado por la recta PM y la PQ tiende o cero, cuando 
M —► P. Por eso. la recta PQ es tangente a la curva L. La afirmación 
está demostrada. 

Deduzcamos la ecuación vectorial de una tangente a la curva L 
en el punto P. Sea fí un radio vector del punto variable Q en la tan¬ 
gente en el punto P. El vector PQ = fí — r (f) es col i ocal al vector 
r (i) y, por eso, fí — r (f) — ur (t). De aquí obtenemos la ecuación, 
buscada de la tangente 

_ « = r (/) + ur' (/), (12.5) 

Una función vectorial r = r (l) se denomina, corriente monto, radio 
redor de la curva L. 

2 ) Diremos que la curva PM tiende a la curva PQ cuando M-+ P . si el ángu¬ 
lo entre estas rectas tiende a cero. 



Fig. 12.5. 
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en la cual el papel «iel parámetro lo desempeña la magnitud u, mien¬ 
tras que l os el valor fijo del parámetro en la curva L que determina el 
punto P. 

3. l'lano useulador de una curva. Sea PQ una tangente a la curva 
L en un punte P (fig. 12.(i). Tracemos por la tangente PQ y el punto 

M de la curva uu plano PQM. 
Un plano je, al cual tiene el pla¬ 
no PQM '), cuando M -*■ P. se 
denomina plano osculador a la 
curva L en el punto P. 

Es válida la siguiente afir¬ 
mación. 

Una curva regular L sin pun¬ 
tos singulares {por lo menos dos 
veces diferenciable) tiene un plano 
osculador en cada punto, en el 
cual las vectores r (t) y r" (t) no 
son callneales. 

Demostremos que el plano osculador será plano n que pasa por la 
tangente PQ paralelamente al vector r' (£). Es evidente que un vector 
„ = [r' (í) r" (i)l (12.6) 

será el vectur de la normal al plano n, y el vector 



Fig. 12.B. 


m--^ r |r'(0Ar|, Ar = r(í + At) -r (t), (12.7) 

(véase fig. 12.(1) será vector de la normal al plano PQM. Por cnanto 
la curva L es dos veces diferenciable. tendremos, de acuerdo con la 
fórmula de Taylor: 

Ar = r' (í) Al + yr' (t) At*-1- «• Ai 1 . (12.8) 

donde a es una función vectorial infinitamente pequeña cuando 
At -*■ 0. De las fórmulas (12.6) —(12.8) se deduce que 

m «= |r' (() r* («)1 + 2 |r' (t) a| = i* + p, (12.9) 

donde p = 2 [r' (t) al es una función vectorial infinitamente pequeña 
para At-*■ 0 . De la relación (12.9) se deduce que, cuando M -*-P, 
el vector m tiende a n, y, por tanto, tiende a cero también el ángulo 
<p formado por los planos PQM y ji. Por oso, el plano n es plano oscu¬ 
lador respecto de la curva en el punto P. La afirmación está de¬ 
mostrada. 

Deduzcamos la ecuación vectorial de un plano osculador. Sea R 
un radio vector del punto variable S de este plano. Los vectores 

*) Diremos que el plano PQM tiende al plano n cuando M -* P, si ol ánculo 
entre dichos planas tiende a cero. 
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PS = fí — r (i), r (£) y r" (£) son paralelos al plano osculador, y, 
por eso, R —r (l) = ur' ( I ) + vr" (i). De aquí obtenemos la ecuación 
buscada del plano osculador 

R = r (i) + ur' (0 + vr" (i). (12.10) 

en la cual u y v son argumentos de la función vectorial R, mientras 
que t es el valor fijo del parámetro en la curva L que determina el 
punto P. 

Obtengamos la ecuación del plano osculador en otra torma. Por 
cuanto los vectores R — r(t),r' (f).r'(t) son coplannres, el vector 
R satisface la siguiente ecuación: 

(R — r (t))r' (!) r' (<) — 0. (12.11) 

Si X, Y, 7. son coordenadas del vector R (coordenadas del punto va¬ 
riable S del plano n), y x (£), y (t), z (£), coordenadas del vector 
r (<), entonces la ecuación (12.11) se escribirá en la forma coordena¬ 
da del modo siguiente: 

.<-*(<) Y-y(t) Z — z(t) 

x '(l) y' (t) *'(/) =0. (12.12) 

*'</) !£*(<) *'(<) 

La ecuación (12.12) será, evidentemente, ecuación del plano oscu¬ 
lador. 

OBSiinvACjON En plano osculador está definido por nosotros geo¬ 
métricamente con ayuda de un paso limito y, por eso. si existo, será 
único. De aquí y de la afirmación demostrada en este punto se deduce 
que si on un pinito dado n de la curva existe un plano osculador, en¬ 
tonces, cualquiera que sea la parametriznción de la curva, el vector 
r ‘ ( 1 ) es paralelo a este plano. Si el parámetro t se considera como tiem¬ 
po, r" (£) será el vector de aceleración, al desplazarse el punto a lo 
largo do la curva L según la ley r ( I). De este modo, para cualquier 
método de movimiento por la curva, el vector do aceleración en ol 
punto dado se dispone en el plano osculador de la curva en este pun¬ 
to. Por esta razón el plano osculador so denomina plano de acelera- 
cifin. 

Una recta que pasa por el punto /’ de la curva L perpendicular- 
mente a la tangente en este punto se llama normal. Una normal, dis¬ 
puesta en el plano osculador lleva el nombre de normal principal 
de la curva y la normal perpendicular al plano osculador, binormal 
de la curva. La deducción «lo las ecuaciones de estas rectas queda al 
cargo del lector. 

4. Curvatura de una curva. Sea P un punto fijo arbitrario do 
una curva regular L sin puntos singulares y sea M, un punto de esla 
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curva distinto de P. Denotemos con <( el ángulo formado por 
las tangentes en los puntos P y M, y con l, la longitud del arco 

PM ‘)(fig. 12.7). 

Se llama curvatura k, de la 
curva L en el punto P un límite 
de la razón <f/l para l 0 (es 
decir, para M P). 

Es válida la siguicnto afirma¬ 
ción. 

Una curva regular L (dos veces 
diferencia ble) sin puntos singulares 
tiene en cada punto la curva deter¬ 
minada k t . 

Pasemos a la demostración 
de esta afirmación. Supongamos 
que los puntos P y M de la cur¬ 
va corresponden a los valores t y t + Ai respectivamente, del pará¬ 
metro. 

Calculemos sen <p y l. Por cuanto la curva L os regular, en cual¬ 
quier punto de L se tiene r' (t) 0, y, por eso, 



sen q> = 


I A<)| | 

I r' (í) | | r'(t+ Ai) I 


l+AI 

í= j |r'(T)|dT=|r'(x*)| A<=|r'(<)|AH-6Af, 


(12.13) 

(12.14) 


donde 6-^-0 para A t 0. 

Notemos quo en las transformaciones de la expresión para l se 
han aprovechado la fórmula del valor medio para la integral y Ja 
continuidad de la función r' (i). 

Transformemos la expresión (12.13) para sen <p. De acuerdo con la 
fórmula de Taylor, 

r' (t -(- Ai) = r' (t) 4- r" (!) A t + aAí, a 0 para Ai 0. 

Con ayuda de esta fórmula la expresión (12.13) para sen q> toma una 
forma: 


sen <p = 


I |r f (i)r- (DI 14-p 
I r' (i) |» + Y 


Ai. 


(12.15) 


donde p -► 0 y y —*- 0 para Ai —>• 0. 

Volviendo a las fórmulas (12.14) y (12.15) y aprovechando, 
para q^0, una identidad 


•p _ q) sen y 
i — sen ip i 


l ) Por cuanto L es una curva regular, cualquier arco suyo PM es rectificable. 
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cuando <p= 0 , la relación -j- es igual a cero), 

9 __ y I !*•'(<) f (t)l l+p 

l sen 9 I r'(í) | s -¡-p ’ 


obtendremos 

(12.16) 


donde p y p tienden a coro para A t —0. Por cuanto cp —0 para 
At —► 0, resulta que ^ —► 1 cuando Af —0. Por eso, de la 
relación (12.16) se deduce que, cuando A t — 0 , es decir, cuando 
M -f P, el límite -®- existe y es igual a ^ 1 • La afir¬ 

mación está demostrada. 

Así pues, en las condiciones de la afirmación la curvatura k, 
existe y puedo ser calculada por la fórmula 


, I [r'(t)r-</)|| 
K '~ | r‘ ( 1 ) 1 ® ' 


(12.17) 


odservacio.v Si a título de parámetro en la curva está elegida la 
longitud del arco l, de suerte que r = r (I), entonces | r' ( 1 ) | = 1 , 
y el vector r" (/) es ortogonal al vectorr' (l)'). En este caso, eviden¬ 
temente. la fórmula (12.17) tendrá por expresión 

*, - | r' (i) | . ( 12 . 18 ) 


5. Torsión de una curva. Sea P un punto fijo arbitrario de la 
curva regular L sin puntos singulares y sea M un punto de la curva 
citada, distinto de P. Denotemos con 9 el ángulo entre los planos os¬ 
ciladores en los puntos P y M, y con í, la longitud del arco PM. 

Se llama torsión absoluta | k t | de la curva L en el punto P el lí¬ 
mite de la razón <p ¡l para f 0 (es decir, para M P). 

Es válida la siguiente afirmación. 

Una curva regular L (tres veces dijerenciable) sin puntos singulares 
tiene en cada punto , en el que la curvatura es distinta de cero, una deter¬ 
minada torsión absoluta. 

Pasemos a la demostración de esta afirmación. 

Supongamos que los puntos P y M de la curva L corresponden a 
los valores t y f + Ai, respectivamente, del parámetro. Las normales 
a los planos osculadores en P y M se definen por los vectores Ir r ) P y 
(r'r*l M 2 ). De acuerdo con la fórmula de Taylor, habida cuenta déla 


l+M 

*) Si la longitud del arco es un parámetro, de la fórmula Ai = J |r' (t)| X 

I 

Xdx se deduce, por ser arbitrarios I y AI, que l r' (I) | = t en 
cualquier punto de la curva. Al diferenciar la relación r s (!) ~ 1. obtendremos 
2 r‘ (I) r" (I) = 0 . es decir, el vector r' (I) es ortogonal al vector r' (I). 

*) Las expresionos Ir'r'lp y (rV'l M significan que el producto vectorial 
{r'r'l está calculado en los puntos P y Af, respectivamente. 
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igualdad =■ 0 , obtenemos 

IfV'ljf = jr'r'lp + ( | r'r" |)p Al + a A l = 

“ k'^lp + (fV'lp Al + re At, (12.19) 

donde a -v 0 para Al -» 0. 

Para el cálculo del limito <fU para l 0 nos hará falta el valor 
del seno del ángulo <p entre las normales a los planos osculadores en 
los punios P y M. Con este fin hallemos el módulo del producto vec¬ 
torial ír'r"i r y (r'r“] AI y el producto do módulos de estos vectores. 
Con ayuda de (12.19) obtendremos 

H r r "!p k'f'ljrl = Ik'r'lp (|r'r"|p + |r V |,, Al + a Ai)]. 

De aqnf, aprovechando la propiedad distributiva del producto vec¬ 
torial y la conocida fórmula la Iftcll — b (ac) — c ( ab) para el pro¬ 
ducto vectorial doble, hallemos 

ll r >*lp l r ' r 'l.vl = rp (r'rV)p At + (1 Ai, 

donde p = [Ir'r'lpttl, y. por eso. B ü cuando At -+■ 0. De la últi¬ 
ma expresión para [\r'r’\¡, IrV-JJ obtenemos la siguiente fórmula 

I ll'-V’lp kV'| M | | «= | r' P I |(r'r'r')p| At + yAt, (12.20) 
donde y -*■ 0 para Al -*• 0. 

Razonando análogamente, obtenemos también la siguiente fór¬ 
mula: 


l r ' r ’ip I • I k'f'lj. I - (r'r*B.+ p Al, (12.21) 


donde |t -*■ 0 para Al ~>- 0. 

De las fórmulas (12.20) y (12.21) obtenemos la expresión 
sen <p que se busca: 


son ip 


(I r' | | (-■>•/■-) HjrtA* 

|r'r'|* + paí 


para 


Notemos que en esta expresión los valores de las derivadas do la fun- 
.ción r (í) están calculados en el punto P. 

Volviendo a la expresión (12.14) para l, aprovechando la fórmula 
para senq que acabamos de recibir, y el límite conocido 


1 para q> -► 0, 

• 0 existe y es igual a 


nos convencemos de que el 
| (rW-) | 

[r’r*]* 


límite -j- 


Ásí pues, en las condiciones de la afirmación la torsión absoluta 
k¡ | existe y puede ser calculada por la fórmula 


I (r'r-Q | 

~ fPPJi ■ 


1**1 


( 12 . 22 ) 
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Definamos la torsión k 2 de una curva con ayuda de la igualdad 

^=+-wr- < 12 - 23 > 

Demostremos que la torsión k. no dependo de la elección de la parame- 
trtzación de una curva y por eso constituye una determinada característi¬ 
ca geométrica de la curva dada '). 

Pasemos a otra parametrización de una curva con ayuda de un pa¬ 
rámetro T. 

Al denotar la diferenciación respecto del parámetro x con un 
punto, obtendremos, rigiéndonos por la regla de diferenciación de una 
función compuesta, las siguientes fórmulas: 

r' — re', 

r " = + {términos que se expresan lineal monte a través de r), 

r - „ ¿.‘V 3 4 - {términos que se expresan lincalmcnte a través de 

r y '>• 

De astas fórmulas se dociliten las siguientes relaciones 
(r'r V) — (r'r r) x' 6 , Ir'rT = Ir r )* x'*. De este modo, 

, (r-rV-) _ i r r' r') 

FPI j — p • 

Nos liemos convencido de que k t no depende de cómo so elige la para- 
melrización de una curva 

6 . Fórmulas de Frenet. Ecuaciones naturales de una curva. En 
ol p. 3 de este párrafo se lian introducido los conceptos de normal y de 
binormal de una curva. Estas rectas son, junto con la tangente, las 
aristas de un ángulo triedro, llamado triedro natural. Supongamos 
que como parámetro l en la curva L interviene la longitud del arco. 
Entonces, r' (l) = t es el vector unidad do la tangente u L. Elija¬ 
mos un vector unidad n de la normal principal de un modo tal que 
sea colineal al vector r' (l) z ). y tomemos o titulo de vector unidad 
de la binormal un vector 

b = Un). (12.24) 

De este modo, los vectores l, n. b forman una terna derecha do vecto¬ 
res. es decir, (tnb)> 0. Los vectores í, n y b son funciones de la lon¬ 
gitud del arco. Hallemos los desarrollos de las derivadas ó' 


i) La magnitud absoluta I k, | está determinada geométricamente. Por 
eso, de la parametrización puede depender sólo el signo de la expresión 
(r’r'r”) 
i r >*n • 

Z) Do acuerdo con la observación en el p. 4 de este párrafo, el vector r ’!') 
es ortogonal al vector t y se dispone en el plano osculador do la curva. 
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de estas (unciones según los vectores t, n y b. Por cuanto t — r' (l), 
s e tiene t' —r" (I). Por aso. el vector (' es colineal respecto de n: 

t' = an. 

De conformidad con la observación 4 de esto párrafo, a = k. (ct = 
■= I *' I = I r' (f) | = A:,) y por eso 

t' = k,n. (12.25) 

Volvamos ahora a! vector b. Por cuanto b es un vector unidad, 
b‘ será ortogonal a b. Demostremos que el vector b' es también orto¬ 



gonal a t. Al diferenciar la identidad (fe#) = 0, obtenemos (f>'t) + 
-r (fef) = 0. Por cuanto.de acuerdo con (12.25), (6#') = k, (bn) = 
= 0, entonces ( b't) = 0, lo que es indicio de que el vector b' es or¬ 
togonal a í. De los razonamientos aducidos se desprende que el vector 
b‘ es colineal con n, es decir. 


6' - p/t. 


(12.2(5) 


Demostremos que p = — k t . Sea <p un ángulo formado por los 
planos osculadores en los puntos correspondientes a los valores del 
parámetro l y l 4- A l. Es evidente que el ángulo entre los vectores 
b (0 >' fe (1 + AZ) es también igual a <p, dado que el vector b es orto¬ 
gonal a los planos osculadores. Por eso, tomando en consideración 


que lím -£■ = k.., obtendremos 

ai-o 


16-|= Hm *1'+ 

Ai-0 


lím 

Ai-0 


= 1 ** 1 . 


Por consiguiente, siendo | P ¡ = | fe' |, la relación | p | = | k t | se 
verifica. Supongamos que los vectores b' y n son de una misma orien¬ 
tación. De la fórmula (12.26) se deduce que en tal caso p = | b' |, 
es decir, P > 0. Está claro que en este caso los vectores r' (Z), r" (Z) 
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y r" ( 1 ) forman una terna de sentido opuesto con relación a la terna 
t, n, b (fig. 12 . 8 ) y, por eso, (r\ r", r~) < 0 , es decir, fe, < 0 . 
Como p > 0 y | p | = | fe, | , se tiene P = —fe*. En el caso cuando 
los vectores b' y n son de orientación opuesta, es fácil convencerse, 
razonando de una manera igual, de que p < 0 y fe 2 > 0. Por cuanto 
| p | = | fe., 1, en este caso también p = — fe,. En el caso de que 
P = 0, la igualdad P = — fe, es evidente. Hemos demostrado pues 
que 

P - — K (12.27) 

De las fórmulas (12.26) y (12.27) se deduce la expresión requeri¬ 
da para 6 ' 

b' = - k,n. (12.28) 

Hallemos ahora la expresión para n'. Haciendo uso do la regla de di’ 
ferenciación de un producto escalar y de las fórmulas (12.25) y (12.28) 
obtendremos 

ra'=[ 6 í)' = [ 6 '<)+ [&<'! = — fe. |n/| J rk,[bn\— — feif fe,ó. 

Reuniendo en una tabla las fórmulas (12.25), (12.28) y la expresión 
para n', que acabamos ile deducir, obtendremos las siguientes fór¬ 
mulas llamadas fórmulas de Prenel *): 

fe i», •> 

fe.í +fe, 6 , l (12.29) 

b' * -feyi. J 

Las fórmulas de Frenet se llaman fórmulas fundamentales de la teo¬ 
ría de las curvas. 

De las fórmulas de Frenet se deduce que si se conocen la curvatura 
fe, y la torsión fe, de la curva L, pueden hallarse las derivadas de las 
funciones vectoriales t, n y b (es decir, las velocidades de variación 
de estas fuuciones). Naturalmente, esto nos lleva a una idea de que 
la curvatura y la torsión definen la curvo L, lo que realmente tiene 
lugar. A saber, es válida la siguiente afirmación. 

Supongamos que fe, (i) y fe, (i) son cualesquiera funciones diferen- 
ciables y , además, fe, (i) > 0. Entonces, existe la única curva, con una 
exactitud de hasta la posición en el espacio, para la cual fe, (l) y fe, (l) 
son la curvatura y la torsión respectivamente. 

No vamos a demostrar esta afirmación. Notemos solamente que la 
demostración se fundamenta en el teorema de existencia y unicidad de 
la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Por cuanto, de acuerdo con la afirmación enunciada, la curvatura 
fe, (0 y la torsión fe, (l) definen por completo una curva, el sistema do 


l ) J. l'rcnet. matemático francés (1801—1880). 
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ecuaciones 

fc, = k¡ (I), fr a = k 3 (Z) 

se denominan, de ordinario, ecuaciones naturales (intrínsecas) de 
la curva. 

§ 3. Algunos datos de la teoría de las superíicies 

En el cap. 5 liemos conocido una serie de datos importantes sobre 
las superficies: se ha introducido el concepto do superficie, el do su¬ 
perficie regular y suave sin puntos singulares y concepto de plano 
tangente y de normal n una superficie. Aquí daremos a conocer una 
serie de propiedades importantes (le las superficies regularos. 

1. Primera forma cuadrática de una superficie. Mediciones sobre 
una superficie. Soa '!> una superficie regular sin puntos singulares y 
sen r (u, o), el radio vector de la citada superficie. Según se sabe, en 
este caso lr„r„l ^ 0. 

Se llama primera forma cuadrática 1 de la superficie <!> una expre¬ 
sión 

I = dr\ (12.30) 

La denominación «forma cuadrática# se debe a que la expresión. 

I — dr ¡ ~ (r u dit -f r 0 dv) t — r?,du ! -(- 2 r„r r dudo -j- rjdu' j 

representa una forma cuadrárica de las diferenciales du y dv. 

La primera /orina cuadrática es de/inida positivamente por la for¬ 
ma: se reduce en 0 sólo cuando du -- dv — 0 . y pnra los demás valo¬ 
res de du y dv es positiva. En efecto, si dr 2 = 0. entonces, dr = 
= r u du. + r 0 dv = 0. Por eso, si du y dv no so anulan simultánea¬ 
mente, de la igualdad r„du -)- r r t/i; = 0 se deduce quer„ y /•„ son coli- 
ncales, os decir, l/- u »-„| = 0, lo que es imposible, puesto que, por hi¬ 
pótesis. lr„r„) =£ O. 

Para los coeficientes de la primera forma cuadrática se emplean 
las designaciones 

r¡ = E, r u r 0 — F, r‘ = G. (12.31) 

Con ayuda de estas designaciones la expresión (12.30) para la primera 
forma cuadrática puede ser escrita en la forma siguiente: 

I = dr J = E du 2 + 2 F du dv + G d iA. (12.32) 

Así pues, sobre una superficie regular <T> dejinkla por el radio vector 
r = r (u, v), viene dada una primera forma cuadrática I mediante la 
relación (12.32). En este caso los coeficientes de la forma citada pue¬ 
den calcularse según las fórmulas (12.31). 

Con ayuda de la primera forma cuadrática pueden realizarse medicio¬ 
nes sobre una superficie: en particular, cálculo de las longitudes de los 
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arcos de las líneas y mediciones de los ángulos entre las lineas (le las áre¬ 
as de los dominios. 

Son L una línea regular sobre una superficie <!>. definida por la3 
ecuaciones paramétricas l ) 

u = u (t), v = o (t), í 0 < íi. (12.33) 

con la particularidad de que u (í) y v (t) son funciones diferenciables 
con derivadas continuas. 

Se conoce que la longitud l del arco de la curva L. definida por el 
radio vector r = r (u (í). v (t)), puede hallarse según la fórmula 

/ = { I r' (t) | dt (12.34) 

ln 

(véase fórmula (2.21), v. 11). 

Como | r' (t) | dt = | r’ (u (t), v (<)) I dt « | dr (u, i?) |, do la for¬ 
mula (12.34) obtenemos 

l = \ | r' | dt = í | dr(u, v) | = $ Vdr 2 ^ $ VÍ (12.35) 

(i Í L L 

(las últimas tres integrales en (12.35) representan integrales curvi¬ 
líneas de primera especie). Asi pues, si se conoce la primera forma 
cuadrática, so pueden calcular las longitudes, con ayuda de (12.35). 
Pasemos ahora a las mediciones de los ángulos en las superficies. 
Sea ti* una superficie dada mediante una función vectorial 
r = r (u. v). 

La dirección du : do sobre la superficie <t> en su punto P se define 

como dirección del vector dr =r u du +r r dv en dicho punto 2 ). 

Examinemos en el punto /’ dos direcciones, du : do y &u : Óc. 
El ángulo <|> entre estasdi recciones se determina según 1a fórmula 
bien conocida por el curso de la geometría analítica para el coseno del 


J ) Está claro que la representación de u y e en forma de lus funciones (12.33) 
do cierto parámetro t determina en una superficie una curva definida por la 
función vectorial r (u (í), v (ti). La cuestión de si torta línea suave L en la super¬ 
ficie U> puodo definirse por las ecuaciones paramétricas do la forma (12.33) en 
resuelve afirmativamente, por ejemplo, de un modo siguiente. Sean x (f), y (í), 
2 tí) las ecuaciones paramctrlcas de L. Entonces, u y o. siendo funciones del pará¬ 
metro i, pueden determinarse a partir do las ecuaciones x (í) = x (u, o), y (í) = 
o y (ii, o), z (!) = ; (u. o). La solución de la forma (12.33) so garantiza por la 

condición [r u r c l so 0, de la cual se deduce, por ejemplo, que | | 4= 0. La 

última condición asegura la resolubilidad del sistema ¡r (/) = x tu. o), y (I) = 
=* y (u, v ) respecto de u yo. 

a ) Es evidente que este vector está dispuesto en el punto P del plano tan¬ 
gente. 
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ángulo cp entre los vectores dr = r u du + r D dv y 6r = r u 6u + r v Ów 


eos <p = 


(rfr-fir) 

Va?*yiir *' 


Tomando en consideración la relación (12.31), de esta fórmula 
obtenemos para eos <p lo siguiente expresión: 


eos qi 


_ dubu-\- F (du ów-f -dv G du 6tt 

V E du* + 2E du duj-G dr’ V£fiu» 2 E6u t>v+ 


. (12.36) 


F.1 ángulo entre las curvas L, y L¡ sobre la superficie <I> que se inter¬ 
secan en uri punto P se define como ángulo entro las direcciones de 
las tangentes a L, y L, en el punto 1‘. Notemos que si una curva sóbre¬ 
la superficie so define mediante las ecuaciones paramétricas u = 
= u (í), u v (/), la dirección du : do en un punto de esta curva se 
define por un vector 


<lr = r u du + r„dv = (r u u' -f r 0 v') dt. 

Así pues, conociendo la primera forma cuadrática, podemos cal¬ 
cular, con ayuda de (12.36), los ángulos entre las direcciones sobre la 
superficie. 

El problema de medición de las áreas de los dominios en una super¬ 
ficie fue detalladamente examinado en el cap. 5. 

Recordemos que si un dominio n en la superficie se define prefi¬ 
jando los parámetros u y o en el dominio de su variación íí, el área 
o del dominio 11 puede calcularse según la fórmula 


<r= 55 VEG-F 1 -dudo 
(véase fórmula (5.18)). 

De este modo, si se conoce la primera forma cuadrática, podemos 
medir áreas de los dominios sobre una superficie. 

3 odos los hechos que pueden obtenerse por medición sobre una 
superficie con ayuda de la primera forma cuadrática se refieren a la 
asi llamada geometría intrínseca de las superficies. 

Dos diferentes superficies pueden contar con una misma geome¬ 
tría intrínseca. Como ejemplo más simple de tales superficies puede 
servir un plano y un cilindro parabólico. Notemos que las superficies 
de una misma geometría intrínseca se llaman isométricas. 

2. Segunda forma cuadrática de una superficie. Sea <t> una super¬ 
ficie regular definida por un radio vector r = r (u, o), y sea n (u, i>) 
un vector unidad de la normal a esta suporficie definirlo por una rela¬ 
ción 


_ l»y,l 
ll r ü r ,ll 


kr.r.,1 n 
Veg-¡- ' 


(12.37) 


l ) Por cuanto I |r u r t | | = V -grg — ¡r a r t ) ! , enlonces, rio acuerdo cou las 
fórmulas (12.31), | | = ]/ EC - F 1 . 
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Se llama segunda forma cuadrática II de una superficie una ex¬ 
presión 

II = — drdn. (12.38) 

Puesto que dr-n = O 1 ), tenemos d(dr-n)= 0, es decir, (¿V • n «= 
= — dr dn, y, por eso, la segunda forma cuadrática puede ser defi¬ 
nida también con ayuda de la relación 

II = <Prn. (12.39) 

Por cuanto d?r — r uu du 2 + 2r uc du dv + r„„du 2 , entonces, de acuer¬ 
do con (12.39), la segunda forma cuadrática puedo escribirse del mo¬ 
do siguiente: 

II = h.») + 2 (r aD n) da dv + (r„ v n) dv"-. (12.40) 


Para los coeficientes de la segunda forma se emplean las siguien¬ 
tes designaciones 

r uu n = L, r uo n = A/, r„„n = N. (12.41) 

Volviendo a la expresión (12.37) para n, obtendremos, con ayuda de 
(12.41), las siguientes fórmulas para los coeficientes de la segunda 
forma: 


L 


fuuf u r p 

y F.G-F> ’ 


M 


r u ,r u r v 

Veg-f* ' 


vr_ _ f ‘vi r u r v 

VEG-F* 


. (12.42) 


3. Clasificación de los puntos de una superficie regular. Analicemos 
un problema do desviación de una superficie del plano tangente en 
un punto dado. 

Sean: <I>, una superficie regular (dos veces diferenciable); r — 
— r («, v), el radio vector que defino la citada superficie;» (u, u), 
el vector unidad de la normal; P («, v), un punto fijo de la superficie; 
n p , el vector a (u. v) en el punto P 2 ); M. un punto de la superficie 
que corresponde a los valores de los parámetros u + Au, v -(- Ai> 
(fig. 12.9). 

Sea N la base de una perpendicular trazada de M a un plano tan¬ 
gente .n en el punto P. y sea h una magnitud cuyo valor absoluto es 
igual a la distancia entro XI y el plan o n. El signo de h es positivo, 
si las direcciones de los vectores NM y n P coinciden, y es negativo 
en el caso contrario. Es evidente que 


h — Ar-itp, 


(12.43) 


donde A r = r {u + Au, v -+■ Al>) — r ( u, u) = PM . Por cuanto u 
y v son variables independientes, podemos considerar A» = du, 
Av — dv, y, por eso, aprovechando la fórmula do Taylor (véase fúr- 

*) El vector dr se dispone en el plano tangente a la superficie y, por eso, 
dr-n = 0. 

*) La letra P al pie del vector significará en adelanto que el vector se toma 
en el punto P. 
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muía (12.4)), obtendremos 

Ar=(dr) P +-| (d*r) p +R.. (12.44) 

En osla relación las diferenciales están calc uladas en el punto P, 
y fí» es un vector de orden o (p' ! ), donde p = Vdu? -r do*. De las fór¬ 




mulas (12.43) y (12.44) obtenemos para h la siguiente expresión: 

h = ±-tPr p n p + R t .n P . (12.45) 

Por cuanto <iV p - n,, os la segunda forma cuadrática II P calcula¬ 
da en el punto P, y fí¡n r =o (p a ), la relación (12.45) puede ser es¬ 
crita en la forma: 

/t = |o <p*-). (12.46) 

Volviendo a la fórmula (12.46), podemos suponer que la influen¬ 
cia principal en la magnitud h la ejerce el sumando 1/2 II P , y, por 
eso, la estructura espacial do una superficie en las cercanías de un 
punto regular se determina por la segunda forma cuadrática en este 
punto. 

Esta suposición so confirma por los siguientes razonamientos. 

1°. La segunda forma cuadrática II P es de signo fijo (L/V — M* > 

> 0 ). 

En este caso ’) 

|II P |>/lp a , A>0. 

De aquí y de la relación (12.46) se deduce que la magnitud h conser¬ 
va intacto un signo determinado para todos los valores p suficiente¬ 
mente pequeños, y, por eso, en un entorno del punto P la superficie 
se dispone por un lado respecto del plano tangente Jt P en este puntó* 
(fig- 12.10) . 

■) Podemos convencemos de la validez de la desigualdad | 11 P I > -4p a , 
del modo siguiente, por ejemplo. Tenemos ( I1 P \ = \ L du a + 2M du dv +' 
+ N dv a 1 = | L eos *a + 2 M eos a sen a + iV sen *a | p 3 , donde cüs a — 

= du/ p, sen a = dv/ p. Por cuanto II P es una forma do signo fijo, la expresión 
| í. eos 2 a -+- 2Ai eos a sen a +• Pf sen *a | tiene mínimo positivo X, es decir. 

| \\ P \>Ap a . 
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El punto P de una superficie se llama en este caso elíptico. 

Una esfera, un elipsoide, un paraboloide elíptico son ejemplos de 
las superficies, cada punto de las cuales es elíptica. 

2°. La segunda formo cuadrática I1 P es de signo variable {LN — 
— M * < 0). En este caso, en el punto P de la superficie pueden in¬ 
dicarse dos direcciones diferentes, dii : do y 8 u : 6i?, de tal índole 
que para los valores de las diferenciales de las variables u y v, }ue 
definen las citadas direcciones, la segunda forma se anula, mientras 
que las demás direcciones se subdividen por dos mencionadas en dos 




Flg. 12.11. 


Flg. 12.12. 


clases. Para las diferenciales du y do, la ratón du : do entre las cua¬ 
les define una dirección perteneciente a uno de estas clasos, la segun¬ 
da forma es positiva; para las razones du : do. que definen las direc¬ 
ciones de la otra clase, la segunda forma es negativa. Por eso, la su¬ 
perficie en cercanías del punto P se dispone por los lados diferentes 
respecto del plano tangente n p en este punto (fig. 12.11). 

El punto P de la superficie se llama en este caso hiperbólico. 

Cada punto de un hiperboloide de una hoja y de un paraboloide 
hiperbólico es hiperbólico. 

3° La segunda forma cuadrática 11 P es casi de signo jijo ( LN — 
— M* — 0). En este caso, sobre la superficie puede indicarse en el 
punto P una dirección du : do de tal índole que para los valores de 
las diferenciales du y do. que definen dicha dirección, la segunda for¬ 
ma se reduce a cero. Para todos los demás valores de las diferencia¬ 
les la forma conserva intacto su signo ') (fig. 12.12). 

El punto P de la superficie se llama en este caso parabólico. Cada 
punto de una superficie cilindrica es parabólico. 

4 o . La segunda forma cuadrática II P es igual a cero en el punto 
P {L — M = N ■= 0). El punto P se llama en este caso punto de 
aplastamiento. En la fig. 12.13 se expone una superficie con un punto 
de aplastamiento. 

Cualquier punto de un plano es punto de aplastamiento. Como 
ejemplo de punto aislado de aplastamiento puede servir un punto con 
las coordenadas (0, 0, 0) do la superficie definida mediante una ecua¬ 
ción z — a* + y 1 . 


*) En este caso la segunda forma puede ser representada en forma del cua¬ 
drado de cierta forma lineal de las diferenciales du y dv. 


l/¡¡ 20-669 
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Notamos que si todos los puntos de una superficie son puntos de 
aplastamiento, la superficie es un plano. 

4. Curvatura de una curva sobre la superficie. Supongamos que la 
superficie regular d> está definida mediante una función vectorial 
r = r (u, v); n es el vector unidad de la normal a O, y L, una curva 
regular sobre <1> que tiene en el punto P (u, v) una dirección du : dv. 

Elijamos a título de parámetro sobre L la longitud l de un modo 
tal que r = r (u (i), v ( l)) = r (Z) a lo largo de L. En el punto 6 del 






Fig. 12.14. 


párrafo anterior se ha establecido que el vector r" (i) está dirigido a 
lo largo de la normal principal n L a la curva L en el punto P y que 
el módulo de este vector es igual a la curvatura k de la curva L en 
el punto P. Por eso, 

r’n =* k eos <p, (12.47) 

donde q> es el ángulo entre la normal principal n L de la curva L y 
la normal n a la superficie (fig. 12.14). Según la regla de diferencia¬ 
ción de una función compuesta tenemos: 

r" (Z) = r uu u' a + 2 r ut u'v' + r„v '* + r u u“ + r v v". 


Por cuanto el vector n es ortogonal a los vectores r u y r„, sustituyen¬ 
do la expresión determinada de r" (Z) en el primer miembro de (12.47) 
y teniendo presentes las fórmulas (12.41), obtenemos 

r’n = ( r uu n ) u' 2 + 2 (r ut / 1 ) uV 4- (r rp n) i>'* — 

= Lu '* + 2 Mu'v' + Nv*. (12.48) 

Puesto que u' ~ , v' = , y sobre la curva L se verifica la 

igualdad di 2 — Edu z + 2F dudv + G dv 2 , entonces, de (12.47) 
y (12.48) proviene una relación 


A eos q? 


Ldu*+2M dudv+N dv 2 II 
F.du'+2Fdudv-\-Gdo s — I ‘ 


(12.49) 


El segundo miembro do (12.49) depende sólo de la razón du : dv, 
es decir, sólo de la dirección du : dü. Por eso, para todas las curvas 
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L sobre la superficie CP que pasan por el punto P en la dirección dada 
du : do, la expresión k eos tp es igual a cierta constante 

k eos = k n =* const. (12.50) 

En particular, si una curva L es la así llamada sección normal L„ 
de la superficie tp en la dirección du : do, es decir, una línea de inter¬ 
sección de la superficie cP con un plano que pasa por la normal n 
y la dirección du : do, entonces <p = 0, eos <p = 1, y, por eso, la fór¬ 
mula (12.50) adquiere la forma 

k ■= k n . 

De este modo, la magnitud k„ representa la curvatura de la sección 
normal de la superficie du : do y puede ser calculada según la fórmu¬ 
la 


/, du«-f2.W dudv+N dv' 


(12.51) 


La magnitud k n se llama también curvatura normal de la linea L. 

Notemos que la igualdad (12.50) expresa el contenido del teore¬ 
ma de Meusnier '). 

5. Curvas especiales sobre una superficie. 

I o . Líneas asintóticas. Una dirección du : do sobre la superficie 
regular <P en un punto P se denomina asintótica, si la curvatura nor¬ 
mal en esta dirección es igual a cero. 

De la relación (12.51) proviene que la dirección du : do será asin¬ 
tótica sólo en aquel caso en que para esta dirección se cumple la 
condición 

L du 1 + 2 M du do + N do » - 0. (12.52) 


Por cuanto la segunda forma se reduce n cero en los puntos hi¬ 
perbólicos, puntos parabólicos y puntos de aplastamiento de la su¬ 
perficie, sólo en los puntos mencionados se tienen direcciones asintó¬ 
ticas; en un punto hiperbólico dos direcciones asintóticas, en un punto 
parabólico una dirección asintótica, en un punto de aplastamiento 
cualquier dirección es asintótica. 

Introduzcamos el concepto de linea asintótica. 

Se llama línea asintótica sobre uua superficie a una curva, cuya 
dirección en cada punto es asintótica. 

Si una superficie regular se compone de puntos hiperbólicos, está 
cubierta con dos familias de líneas asintóticas. 

Por ejemplo, dos familias de generatrices rectilíneas de un hiper¬ 
boloide de una hoja son líneas asintóticas. 

Si en una superficie se tienen dos familias de líneas asintóticas, 
ollas pueden tomarse, en el caso general, por lineas de coordenadas 
u y o. En este caso, a lo largo de la línea u, por ejemplo, no varía el 


29* 


■) Meusnier, matemático francés (1754—1799). 
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parámetro v, y, por eso, en esta línea la segunda forma tiene por 
expresión II == L du 1 . Por cuanto en la dirección asintótica II = 0 
(véase la relación (12.52)), resulta que L = 0. De un modo análogo 
podemos convencernos de que N = 0. Así pues, si las líneas asintóti- 
cas de una superficie son líneas coordenadas, la segunda forma tendrá 
por expresión 

II = 2M du dv. 


2". Direcciones principales. Líneas de curvatura. De la fórmula 
(12.51) se ve que la curvatura normal en un punto dado es una fun¬ 
ción de du y dv, y, con mayor precisión, de la razón du/dv, es decir, 
de la dirección du : dv en el punto dado. 

Los valores extrémales de la curvatura normal en un punto dado 
se denominan curvaturas principales , y las direcciones correspondien¬ 
tes, direcciones principales. 

Cerciorémonos de que en un punto dado de una superficie regular 
siempre hay direcciones principales. 

Al suponer 


du 


ydu' + dc* 


= cosa. 


du 


y du 


-dv * 


= sen a, 


reduzcamos la expresión (12.51) para k n a una forma 


, L eos» a 4- eos g sen a -WV son» a 
‘ n = E eos* a+2F eos a sen a+G sen* a ■ 

Do este modo, en un punto dado la curvatura normal k n representa 
una función diferenciablc del argumento a, que está definida en un 
segmento [0, 2it) y que toma valores iguales para a = 0 y a = 2n. 
Por eso, en cierto punto interior a de dicho segmento k n tiene un ex¬ 
tremo local. Al valor mencionado de a lo corresponde una dirección 
du : dv sobre la superficie, la cual será, naturalmente, principal. Si 
empezamos a medir los ángulos a a partir de esta dirección principal, 
entonces, razonando análogamente, nos convencemos de que por lo 
menos para una dirección más du : dv se logra un extremo de la cur¬ 
vatura normal. 

Así pues, en cada punto de una superficie regular existen por lo me¬ 
nos dos diferentes direcciones principales. 

Demos a conocer un método de calcular curvaturas principales en 
un punto dado. Considerando k n como función de du y dv, obtenemos 
de (12.51) la siguiente identidad respecto de du y dv: 

(L — k„E) du' + 2 {M — k n F) du dv + (N — k n G) dv' sa 0. 

Diferenciando esta identidad respecto de du y respecto de dv, y to¬ 
mando en consideración que la derivada de la curvatura normal para 
la dirección principal es igual a cero, obtendremos para du y dv 
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que definen cualquier dirección principal, las relaciones: 

(L — k,E) du + (M—k,F) dv = 0, 1 
{M — k¡F) du + (N — k,G) dv= 0, I 


en las cuales k¡ es el valor de la curvatura principal en la dirección 
du : dv. Por cuanto en todo punto existen direcciones principales, 
el sistema (12.53) tiene soluciones no nulas respecto de d" y dv. 
Por consiguiente, ha de ser igual a cero el determinante de este sis¬ 
tema: 


I L-k,E M—k,F 
I M—k,F N-k,G 


(12.54) 


De la ecuación (12.54) pueden determinarse las curvaturas principa¬ 
les k¡, y a continuación, de las relaciones (12.53), las direcciones 
principales. 

La ecuación (12.54) es ecuación cuadrada respecto de lc¡ cuyas raí¬ 
ces reales son las curvaturas principales. Por eso, pueden tener lugar 
dos casos: 

I o . La ecuación (12.54) tiene dos raíces reales k x y /c¡. 

2 o . Las raíces k, de la ecuación (12.54) son iguales. Examinemos 
estos casos separadamente. 

I o . La ecuación (12.54) tiene dos raíces diferentes: k l y k % , k, =£ k v 
A estas raíces les corresponden dos diferentes direcciones principales. 
Cerciorémonos de que si las direcciones de las líneas coordenadas u y 
v en un punto dado coinciden con las principales, en dicho punto F = 
=» 6 y M = 0. Notemos que la reducción de F a cero significa ortogona- 
lidad de las direcciones principales. 

Así pues, supongamos que las direcciones de las lincas coordena¬ 
das u y v en punto dado coinciden con las direcciones principales. 
Esto significa que las direcciones du : 0. 0 : dv son principales, y, 
por eso, de las relaciones (12.53) provienen las igualdades 

L — k t E — 0, M — k,F^ 0 , 


M — kJF = 0, N — kfi = 0. 

Por cuanto k x k¡, es evidente que M = 0, F — 0. Notemos que 
para la elección mencionada do las líneas coordenadas las curvaturas 
principales /c, y k t pueden hallarse a partir de las relaciones 


2°. La ecuación (12.54) tiene dos raíces iguales: k¡ — = k. 

Cerciorémonos de que en este caso cualquier dirección en un punto dado 
es principal. Si las líneas coordenadas en un punto dado son ortogona¬ 
les, en el punto citado F = 0 y M = 0. 
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Ya se ha notado que en todo punto se tienen por lo menos dos 
direcciones principales diferentes. En el caso que se considera a cada 
una de estas direcciones principales le corresponde un mismo valor 
k de la curvatura principal. Mas, en este caso deben reducirse a cero 
los coeficientes del sistema (12.53), es decir, 

L — kE = 0, M — kF = 0, N — kG = 0. 

De estas igualdades se deduce que en un punto dado los coe¬ 
ficientes de la segunda forma son proporcionales a los coeficientes 
de la primera forma: 

L = kE, M «= kF, N = kG. 

Sustituyendo estos valores de L, M y N en la fórmula (12.51), nos 
convencemos de que en el punto dado las curvaturas de las secciones 
normales en cualquier dirección du : dv son iguales y equivalen a k. 
Por consiguiente, cualquier dirección du : dv en el punto dado es 
principal. 

Si las lineas coordenadas en un punto dado son ortogonales, tene¬ 
mos F — 0, y en este caso de la relación M — kF = 0 se deduce 
que también M — 0. 

Asi pues, podemos llegar a la siguiente deducción: en todo punto de 
una superficie se tienen direcciones principales ortogonales. Si las di¬ 
recciones de las líneas coordenadas coinciden con dichas direcciones 
principales, en el punto citado F = 0 y M =■ 0. 

Introduzcamos el concepto de línea de curvatura. 

Se llama línea de curvatura sobre una superficie a una curva cuya 
dirección en cada punto es principal. 

Sobre cualquier superficie regular se tienen, en el caso general, 
dos familias diferentes de lineas de curvatura (más arriba se ha indi¬ 
cado que en cada punto hay dos diferentes direcciones principales). 

Señalemos que si elegimos, a título de líneas coordenadas, las 
líneas de curvatura, la primera y la segunda formas de una superfi¬ 
cie tendrán por expresión: 

I = E du 2 -f G da*. 

II = Ldu* + N dv 9 , 
puesto que F — 0 y M = 0. 

3°. Líneas geodésicas. Se llama línea geodésica sobre una superfi¬ 
cie una curva en todo punto de la cual la normal principal coincide 
con la normal a la superficie. 

Dos puntos cualesquiera de una superficie completa regular pue¬ 
den unirse mediante una línea geodésica. Si dichos puntos son sufi¬ 
cientemente próximos, la línea geodésica que los une será, además, 
más corta: cualquier otra línea sobre la superficie que une los puntos 
menciouados, será de mayor longitud. 



Notemos que el movimiento de un punto por la superficie en au¬ 
sencia de las fuerzas externas se realiza a lo largo de la línea geodésica. 

6. Fórmula de Euler. Curvaturas media y gaussiana de una su¬ 
perficie. Teorema de Gauss. Sea P un punto fijo de la superficie re¬ 
gular <D. Convengamos en considerar que las líneas coordenadas u 
y v son ortogonales en un punto dado y que las direcciones de dichas 
líneas coinciden con las direcciones principales. En el p. 5 de este 
párrafo se ha establecido que con tal elección de las líneas coordena¬ 
das en el punto dado se cumplen las relaciones 

F — 0, M = 0, L — Ar,£ = 0. N — kfi = 0. 

Con ayuda de estas relaciones la fórmula (12.51) para la curvatura 
normal k„ toma por expresión 


i. k¡E du*-\-k¿i dv* 

*» F du l + G du* • 

Al poner 

C 0 SÍ= VTO' sen<p= VlTO^-’ (12 ' 55) 

obtendremos, evidentemente, la siguiente fórmula para la curvatura 
normal: 

k n = A:, eos *<p -t- * a sen - q>. (12.56) 

La fórmula (12.56) lleva el nombre de Euler. Con ayuda de esta fór¬ 
mula la curvatura normal k„ en la dirección du : dv puede ser cal¬ 
culada en términos de las curvaturas principales k t y k¡. 

Evidentemente, las fórmulas de Euler y (12.50) ofrecen una com¬ 
pleta información sobre la distribución de las curvaturas de las lí¬ 
neas sobre una superficie. 

Observación t. El ángulo q> en la fórmula de Euler, cuyo valor 
puedo hallarse, para la dirección dada du : dv, según las fórmulas 
(12.55) representa un ángulo que la dirección du : dv forma con la 
dirección de la línea coordenada u. 

Con el fin de cerciorarse de esto, calculomos, según la fórmula 
(12.36), el coseno del ángulo formado por las direcciones du : dv 
y du: 0 de la línea u. Al poner en la fórmula (12.36) Su = du, Sv = 

= 0, obtenemos para el coseno buscado una expresión du 

. VBdiS+Gdv* 

la cual coincide con la expresión para eos cp, hallada según la prime¬ 
ra de las fórmulas (12.55). 

En la teoría de las superficies son de amplio uso el concepto de 
curvatura media y el do curvatura gaussiana de una superficie en un 
punto dado. 

Se llama curvatura media H de una superficie a una semisuma 
~ 2 -(k l -t- k.) de las curvaturas principales. Se llama curvatura gaussia¬ 
na K de una superficie a un producto k¡k, de curvaturas principales. 
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Volviendo a la ecuación (12.54) para las curvaturas principales 
y aprovechando las propiedades de las raíces de una ecuación cua¬ 
drada, obtenemos las siguientes fórmulas para H y K: 


„ 1 LG-2HF + NE 

JI ~ 2 EG—F » 


(12.57) 


K 


LN~M* 
EG — F 1 ■ 


(12.58) 


obsekvacion 2. De la expresión (12.58) para la curvatura gaus- 
síana proviene que su signo coincide con el del discriminante LN — 
— M* de la segunda forma cuadrática (el discriminante EG — F 2 
de la primera forma es siempre positivo, puesto que la primera for¬ 
ma es definida positiva). Por eso, la curvatura gaussiana en los pun¬ 
tos elípticos es positiva, en los puntos hiperbólicos es negativa y es 
nula en los puntos parabólicos y en los de aplastamiento. 

A primera vista se produce una impresión de que la curvatura 
gaussiana K de una superficie puedo hallarse sólo en el caso cuando son 
conocidas las formas cuadráticas primera y seguuda de la superficie 
(véase fórmula (12.58)). 

No obstante, en realidad la curvatura gaussiana puede ser expre¬ 
sada sólo en términos do los coeficientes de la primera forma cuadrá¬ 
tica y, por eso. representa un objeto de la geometría intrínseca de la 
superficie. Este hecho notable fue establecido por Gauss l ) y se lla¬ 
ma en la literatura matemática sfamoso teorema de Gauss». Demostre¬ 
mos este teorema. 

Teorema de Gauss. La curvatura gaussiana K de una superítele 
puede ser expresada en términos de los coeficientes de la primera forma 
cuadrática de la superficie y de sus derivadas. 

DEMOSTRACION. Volviendo a la fórmula (12.58) para la curvatura 
gaussiana K y haciendo uso de la expresión (12.42) para los coefi¬ 
cientes de la segunda forma cuadrática, es fácil convencerse de que 
con el fin de demostrar el teorema, basta expresar en términos de los 
coeficientes do la primera forma cuadrática y de sus derivadas la 
siguiente expresión: 

A = (r uu r u r„) (r ov r u r v ) (c üc r u r,,) s . 

Esta expresión se transforma fácilmente en una forma 2 ) 


r uu r BP 

r \iv f m^r u 

r uu r v 

0 

r uv r u 



E 

p 

— '•«'•« c 

E 

p 

r o r vo 

F 

G 

r 0 r u „ 

F 

G 


. (12.59) 


*) C. F. Gauss (1777—1855), matemático eminente alemán. 
2 ) En la transformación se usa la siguiente identidad: 

a¡a t a,6, a¡c t 

(a,6,e,> (a,6,Cj)= 6,0, 6,6. 6,c, . 

c,o, c,6 s c,c s 
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Al diferenciar respecto de ít y v las expresiones 
rl = E, r u r„ = F, r% = G, 

obtenemos 


rl = 

$ 

II 

> 

rl = G, 


r U v r u — ~2 Evi 

r v <,r 0 = 4- G c , 


1 

r uu r o = f u — -£ 

Ef, r VB r u j 


Diferenciando la expresión para r uu r„ respecto de v, y la expresión 
r UD r„ respecto de u, y sustrayendo los resultados obtenidos, hallarnos 

r uu r ov r uv = 2 ^ uu ^~2 


Sustituyendo la expresión determinada y las expresiones para los 
productos escalares de las derivadas en el segundo miembro de (12.59), 
nos convencemos de que el teorema es válido. 

Aduzcamos en conclusión una expresión para la curvatura gaus- 
siana K en términos de las coeficientes de la primera forma cuadráti¬ 
ca y de sus derivadas: 
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SOBRE EL CALCULO DE LOS VALORES 
DE UNA FUNCION SEGÚN LOS 
COEFICIENTES DE FOURIER DADOS 
EN LA FORMA APROXIMADA 


1. Problema ele sumación de la serie trigonométrica de Fourier con 
coeficientes de Fourier dados en la forma aproximada. Supongamos 
al principio que una función / (x) satisface las condiciones que asegu¬ 
ran convergencia uniforme de su serie trigonométrica de Fourier 

30 

tJ—F 2 (°* cos kx + b * se " kr ) (A- 1 ) 

A=l 

en todo el segmento l — n, jiJ. Admitamos también que en lugar de 
los valores exactos de los coeficientes trigonométricos de Fourier 

a* Y Je diclia función so conocen sólo valores aproximados a h 
y b k de los coeficientes de Fourier mencionados. Precisamente este 
caso se encuentra frecuentemente en los problemas de aplicación. 

Convengamos en considerar que los errores de definición de los 
valores aproximados de los coeficientes trigonométricos de Fourier 
son pequeños en el sentido de la norma de un espacio i* *). Esto quiere 
decir que se cumple una desigualdad 

(l,, ~° i)l +2 + < A - 2 > 

A—1 

donde ó es un número positivo suficientemente pequeño, que se lla¬ 
mará error en la definición de los coeficientes de Fourier. 

Surge, naturalmente, un problema importante para las aplica¬ 
ciones: dados los valores aproximados de los coeficientes de Fourier 
a* y b h , restablecer en un punto fijo dado x la función / ( x ) con un 
error e (6) que tiende a cero cuando 6 -*• 0. 

Probemos que por una sumación directa de la serie de Fourier 
con los coeficientes de Fourier dados en la forma aproximada 

2 (“a eos kx + b k sen kx), (A.3) 

i-l 

es imposible, en el caso general, restablecer la función / {x) en un 
punto dado x, cualquiera que sea el grado de exactitud. 

*) Véanse en el p. 1, § 1, c. 11 la definición del espacio i 2 y de norma de 
bus elementos. 
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Fija mos arb itrariamente un error pequeño 6>0 y ponemos 
C — y 2 -p • Supongamos que los errores en la definición de 

A=1 

los coeficientes de Fourier tienen la siguiente forma concreta: 

<?o — «0 = 0, a k — a k = 6,— b k = - para k= 1 , 2, .. . 

Para los coeficientes de Fourier dados con tales errores será válida, 
evidentemente, la relación (A. 2) con el signo de igualdad exacta. Al 
mismo tiempo, al sustituir la serie exacta de Fourier (A. 1) por una 
serie de Fourier con coeficientes dados aproximadamente (A.3), 
cometimos un error que es igual a la suma de la serie 

oc ^ 

2 (a k ~a k ) eos kx + (b k — b,,) sen Ai. 

A—i 

fin el punto x 0 este error será igual a la suma de una serie 

S ("*-“*) = 2 "X = 00 

/.= ! V A-l 


(por pequeño que sea un error ó > ü que se fija por uosotros). 

De este modo, por rápido que converja la serie trigonométrica de 
Fourier (A.l) hacia la función / (z) y por pequeño que sea un error ó 
en la relación (A.2) que prefija el grado de desviación de los coefi¬ 
cientes aproximados de Fourier con relación a los exactos, por suma- 
ción directa de la sorie de Fourior con coeficientes dados aproxima¬ 
damente (A.3) resulta imposible restablecer la función / (z) en un 
punto dado del segmento I — ji, ni, cualquiera que sea el grado de 
exactitud. 

Hemos demostrado, de hecho, que, por pequeño que sea un nú¬ 
mero ó > 0 que caracteriza la desviación (una de la otra en el senti¬ 
do do (A.2)) de dos totalidades de coeficientes de Fourier (a*, ó*} 

y correspondiente a estas dos totalidades, las sumas direc¬ 

tas de las series trigonométricas de Fourier (A.l). y (A.3) puede di¬ 
ferenciarse una de la otra tan fuertemente como se quiera. 

Los problemas de tal índole, en los cuales una desviación tan pe¬ 
queña como se quiera en la definición de los datos iniciales (en el ca¬ 
so examinado el papel de estos datos iniciales lo desempeña una tota¬ 
lidad dB coeficientes de Fourier) puede causar una desviación, tan 
grande como se quiera, de las soluciones correspondientes a estos da¬ 
tos iniciales (en el caso examinado por solución se entiende una suma 
directa de la serie trigonométrica de Fourier) se encuentran frecuen¬ 
temente en las matemáticas y en las aplicaciones, recibiendo el nom¬ 
bre de problemas planteados de un modo incorrecto. 
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Dicho (le otro modo, el problema examinado sobre la sumación di¬ 
recta de una serie trigonométrica de Fourier está planteado de un mo¬ 
do incorrecto. 

Un método general de resolución de una amplia clase de proble¬ 
mas planteadas do un modo incorrecto está elaborado por un matemá¬ 
tico soviético A. IV. Tíjonov y lleva el nombre de método de regul(iri¬ 
sación '). 

Detengámonos aquí en el método de regularlzación sólo con 
arreglo al problema examinado sobre la sumación de la serie trigonomé¬ 
trica de Fourier. 

2. Método de regularización para el problema de sumación de una 
serie trigonométrica de Fourier. Con arreglo al problema de sumación 
de una sorie trigonométrica de Fourier con coeficientes de Fourier 
dados aproximadamente, el método de regularización conduce a un 
algoritmo que considera n título de un valor aproximado de ln fun¬ 
ción f (x) no la suma de la serie (A.3), sino la de una serie 

ese «• 

4?-+2 (°a eos kx + b h gen kx) ■ ■ ( A -4) 

»-=i 

que se obtiene por multiplicación del ft-ésimo término déla serie (A.3) 
por un factor «regularizador» t , en el cual el parámetro a es 
una magnitud del mismo orden de pequeiiez que el error ó en la rela¬ 
ción (A.2) que prefija la desviación de los coeficientes de Fourier. 

Con el fin de argumentar el citado algoritmo, demostremos el si¬ 
guiente teorema fundamental. 

Teorema de A. IV. Tíjonov. Supongamos que una función f (x) 
pertenece a la clase /. s ( — n. ni y es continua en un punto dado fijo 
x sobre el segmento l — m. ni. Entonces, para todo Ó> 0 y para a , 
que tiene el mismo orden de pequenez que 6, la suma de la serie (A.4) 
con los-coeficientes a* y b h que satisfacen la relación (A.2), coincide en 
el punto tlado fijo i con f (z) con un error e (ó), el cual tiende a cero 
cuando Ó 0 *). 

demostración. Convengamos en considerar, sin perder la genera¬ 
lidad de nuestros razonamientos, que a = Ó (pues, el caso de 
a = C(6)- 6, donde 0 < C, 5C C(fi) ^ C t se examina do un modo 
sumamente análogo). Basta demostrar que para cualquier e>0 exis¬ 
te tal Ó 0 (e) > 0, que en un punto fijo dado z se cumple, para 
todos los Ó positivos que satisfacen la condición 6^ 8 0 , una desi- 


') Por un ciclo do obras dedicadas a la resolución de les problemas plantea¬ 
dos de un modo incorrecto al académico A. N. Tíjonov lo fui» otorgado en el 
año 1966 el promio Lonin. 

a ) "El teorema enunciado representa un caso particular (le una alineación 
mucho mas general demostrada por Tíjonov. 
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gualdad 


ríp-j-2 l«* eos Arar 4- b k sen &*]■ 


— /(*)<«• 


Fijemos un e > 0 arbitrario. Cerciorémonos primero de lo que 
para e fijo se encontrará un número 6, (e) > 0 tal que para todo 6 
positivo que satisface la condición de que ó Sí ó, (e), se cumplo una 
desigualdad 

|2l^£o 4- 2 l(a* — «a) costo +(¿i — 6*)senfccl |<y ..(A.Q) 

Para establecer (A.6), basta convencerse de que la suma que figura 
en el primer miembro de (A.6) tiende a coro, cuando ó 0 -f- 0. 

Al dividir lu suma en el segundo miembro do (A.6) en dos sumas, 
en la primera de las cuales figuran los sumandos con números k que 
satisfacen la condición k < 1/8, y en la segunda, todos los sumandos 
restantes, y al aplicar a cada una de estas dos sumas la desigualdad 
do Cauchy—Buninkovski, tendremos *) 

/v W 

| ^p® 2 I (<** — «fc) eos ** + {l'k —1>*) son kx\ 1 sí 

kwm | 

«V {iíiüJZLÜo)!-i- 2 |(a*-a„)*+ ( ¿;_8 )l) * 1 }0 (4) + 
k< T 

j-l/ 2 KÍ,-«»)*+ (S»-ó»)*l- 2 -*V- (A.7) 

Teniendo presente (A.2) y tomando en consideración que 

2 ■*■-*<«*> 

(por ejemplo, en virtud del criterio integral de Cauchy—Maclaurin, 
véase la desiguadad (4.38) del cap. 4. v. 11), resulta que en el se¬ 
gundo miembro de (A.7) figura una magnitud O (V^ó) -+■ O (6 3/2 ). 

’) En este caso tenemos en cuenta también que ¡ Sí 1, y^p g < 
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Podemos considerar, pues, que la desigualdad (A.6) está demostra¬ 
da, y para establecer la desigualdad (A.5), basta probar que para 
e > O lijo se encontrará un número 6. (e) > 0 tal que con todos los 
6 positivos que satisfacen la condición 6^ ó 2 (e) se cumple la desi¬ 
gualdad 

cu 

fox eos Att + ¿\ sen kx) ■ t k í ¿ — / (*) | < «• ( A -8) 

t 

Puesto que, por hipótesis, la función / (x) es continua en el punto 
dado fijo x, para í > 0 fijo podemos fijar tal q > 0 que, cualesquiera 
que sean los valores de y que satisfacen la condición de que ] y — 
— x | <q, se cumplirá una desigualdad 


I/(»>-/<*> I <-y- < A - lJ ) 

Pongamos ahora y = V j/6 y examinemos, para el punto fijo * y nú¬ 
mero fijo q >0, una función i’ x (y), definida en el semisegmenlo 
x — q <y^x — q + 2:i mediante la igualdad ‘) 

í 4r-e- 1 "'-* para x— q<y<*+ f|, 

l 0 para x + i\^y^x — q + 2n. 

y prolongada periódicamente con un período de 2n a toda la recta 
infinita — oo < y < + oo. 

Calculemos los coeficientes trigonométricos de Fourier A,< y 
B k de la función f* (t/). 

De la igualdad (A. 10) y de la condición de que v x {y) es periódica 
con el período do 2n, llegamos a que 3 ) 
x+n 


= j v x (y) co» ky dy =-Z- ^ «-**-»! eos ky dy = 
x-a x-n 

= -í-^ e - vlu eos k{t + x)dt-= -j- eos Ira: ^ e _v|11 eos ktdt — 
-n -n 

’i 2 

—|-sento^ c-viUgenA-tdf = ycosfca- j « -v, cos ktdt. 


*) Sin perder la generalidad consideramos que q < n. 
a ) En este caso se toma en consideración que todas los integrales do una 
función periódica en los segmentos cuya longitud es igual a su periodo 
coinciden, realizamos una sustitución de la variable y = í-j-x, y tenemos 
n ? ? 

presente que \ eos Ai di = 2 J t~ v< eos kt di, ^ e _vl ' 1 sen kl = 0. 

-n o -n 
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Luego, por cuanto 


e -TI eos kt dt 


— r <‘~ v ' (— eos kt + k sen kt ~| |l =1 _ 


]E- 


entonces, teniendo en cuenta que 6 == l/y*. obtenemos la siguiente 
expresión para el coeficiente de Fourier A 

^ = -rFOT +<f ' Tncosfcc -V' a *- (A.12) 

De un modo sumamente análogo se establece que 

^ + r"«ib. í .o,. (A.13) 

Dado que, por liipótesis, la función / (y) pertenece a la clase 
L? 1 — n, n] y que la función v x (y) pertenece a la misma clase con 
ó — _p= >• 0 cualquieru. resulta ser válida la igualdad de Parseval 
(véase la igualdad (11.28)) 

n eo 

-¿r$ •'.<*>/<*>*»—^+2 (A h -a k + B k .b h ). (A.14) 

-n a -1 

De las relaciones (A.12). (A. 13) y (A. 14) se deduce que con el fin 
de demostrar la desiguadad (A.8), basta establecer que para todos los 
ó suficientemente pequeños cumplen las desigualdades 


- 5 -5 v xlu)1(y)&y~H*)\<-Y, 


(A.15) 


^_ c -v>iyo 0 + g-vny 2 o k (a k c»skx+b k senkx) (A.16) 

A~1 

Hagamos prolongar la función / (y) periódicamente con el perío¬ 
do de 2 ji a toda la recta infinita. 

Para demostrar la desigualdad (A. 15), notemos que en virtud de 
que las funciones v x ( y ) y / (x) son ¿«-periódicas y debido a la igual¬ 
dad (A.10) 

a *—«1+211 

4" "* Cir)/(</) dy — -i- ^ V x (y) 1 (y) dy = 

-n x-ij 
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x+U x+rt 

= \ e--**-«Hy)dy = f{x) $ e-vi*-i/i<¿j, + 

X-T) X-H 

*+n 

+ -¡- $ [/<¥)-/<*>](A.I7) 

x-n 

Teniendo presente que *) 

x+tl ti »i 

J e -'«*-v\dy= J rw¿l = vjf-*‘,íí = l-e-'", 

*-n ->i 11 

y tomando en consideración que para todo y del segmento [x — t], 
x -+- r)] se cumple la desigualdad (A.9), llegamos, con auyda do las 
relaciones (A. 17) a que 

|4- \ v *(y)t(y) d y~f (*) | < e " v ’’ i / (*) i+-£- (i —«- w ) 

<e-va|/(x)| + |. 

Por cnanto para todo punto fijo x y para todos los números fijos 
e > 0 y t] > fl os válida, con cualquier 6 = l/y s suficientemente pe¬ 
queño, la desigualdad e~ vn | / (x) | < e/4, la relación (A.15) queda 
demostrada. 

Bosta por demostrar la desigualdad (A. 115). De (A.11) resulta evi¬ 
dente que para las magnitudes o* con todo k = 1, 2, ... es válida la 
estimación 

|ff»|<2/*. (A. 18) 

Para la magnitud ct 0 de (A. 11) obtenemos, para cualquier Ó = 
una estimación 

|dfe|<l/t<l- (A. 19) 

Aplicando a la suma que figura en el primor miembro de (A. 16) la 
desigualdad de Cauchy—Biniakovski y aprovechando las estimacio¬ 
nes (A.18) y (A.19), obtendremos 2 ) 

[-y-e- v ^yoo+e _ '' n, Y 2 (a* eosfcr-f 6*sen kx) |< 

<2e-«< Y [-2L + 2 (aí + &t)] l/2 .[l + 4 ¿ ■¿ r ] ,/l . (A.20) 

') Al calcular la integral mencionada cambiamos la variable y — t y x. 
-) En este caso mayoramos por la unidad los módulos de las funciones 
eos kx y sen kx. 


Sobre el cálculo de los valores de una función 
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Ambas sumas que figuran entre corchetes del segundo miembro en 
(A,20) están acotadas por una constante (independiente de 6). 
El carácter acotado de la primera de las sumas citadas proviene en 
seguida de la desigualdad de Bessel y, de la segunda fue demostrado 
en el cap. 4, v. II. 

« , 

Por cuanto, para todo n > 0 fijo, lime-’"', y = lím e *• ^“O, 

6-»0 6—0 u 

el segundo miembro de (A.20) es menor que el número e/4 con 
todo e > 0 fijo, cualquiera que sea 8 positivo pequeño. El teorema 
está demostrado. 

3. Observaciones conclusivas sobre el significado del método de 
regularización. El método de regularización propuesto por A.N. Tíjo- 
nov es de gran importancia científica. 

Supongamos que con ayuda de algún aparato medimos las carac¬ 
terísticas frecuenciales de un proceso físico que se analiza. Por im¬ 
perfección del aparato dichas características frecuenciales se miden 
con cierto error. 

Surge, naturalmente, un problema de si hornos de perfeccionar 
indefinidamente la precisión del aparato con el fin de obtener una 
¡dea, exacta al máximo, del proceso físico que nos interesa, o bien el 
camino hacia el objetivo planteado radica en el desarrollo de tales 
métodos matemáticos de elaboración de los resultados de medición 
que nos permitan extraer la máxima información sobre el proceso 
en consideración, sirviéndonos de los aparatos de medición de las 
características frecuenciales que boy día están en nuestra disposición. 

El método de regularización indica una vía hacia tal elaboración 
matemática de los resultados de medición de las características de 
frecuencia (os decir, de los coeficientes de Fourier) que nos proporcio¬ 
na la información sobre un fenómeno físico estudiando (es decir, so¬ 
bre la función buscada f (x)) con un error correspondiente al error cu 
los resultados de medición de las características de frecuencia. 
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